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Vorwort.

Marian von Smoluchowski wurde am 28. Mai
1872 in Vorderbriithl bei Wien als Sohn eines hohen &ster-
reichischen Hofbeamten geboren. Er besuchte in Wien das
»LTheresianum® und spiter die Universitidt in den Jahren 1890
bis 1894, wo er unter Stephan Exner u a. Physik stu-
dierte. Mit Ludwig Boltzmann, dessen geistiger
Nachfolger spater Smoluchowski werden sollte, kam
er in keine personliche Berithrung. 1894 promovierte er
»Sub auspiciis imperatoris® und begab sich zu seiner weite~
ren Ausbildung ins Ausland; er arbeitete 1895/96 in Paris
unter Lipmann iiber Warmestrahlung, 1896/97 in Glasgow
unter Lord K elvin iiber Radioaktivitit, und 1897 in Berlin
unter Warburg. 1898 habilitierte er sich an der Wiener
Universitit fiir Physik. Hin Jahr darauf ging er nach Lem-
berg; 1900 wurde er an der dortigen Universitit zum auBer-
ordentlichen Professor der theoretischen Physik ernannt,
welche Stellung er bis zu seiner Berufung nach Krakau 1913
bekleidete. In diese Zeit fallen seine grundlegenden Arbei-
ten tber kinetische Gastheorie, die er im Sinne Boltzmanns
weiter ausbaute. Die wichtigsten hiermit zusammenhingen-
den Entdeckungen sind die der spontanen Dichteschwankun-
gen in Gasen und der damit zum ersten Male richtizg gedeu-
teten kritischen Opaleszenzerscheinungen bei Gasen und
Fliissigkeitsgemischen; ferner die Theorie der Warmeleitung
in verdiinnten Gasen und des Temperatursprunges an der
Grenze Gas und feste Wand. Auch die ersten Arbeiten tiber
die Brownsche Bewegung, die mit diesen Fragen in innigem
Zusammenhange stehen, fallen in diese Zeit, gleichzeitig mit-
und unabhingig von Einsteins Arbeiten auf diesem Ge-
biet. Auf dem Wolfskehl-KongreB in Gottingen 1913 tritt er
auch schon in vollkommener Klarheit mit seinen Anschauun-
gen iiber die-Giiltigkeitsgrenzen des 2. Hauptsatzes der Ther-
modynamik hervor, die heute Allgemeingut der Wissenschaft
geworden sind. Auch seine Arbeiten iiber den Mechanismus
der elektrischen Kataphorese und verwandter Brscheinungen
fallen in diese Zeit. 1913 iibernahm er in Krakau die Lehr-
kanzel fiir Experimentalphysik. Zum Teile dort und zum
Teile in Wien baute er in den nichsten Jahren die Theorie
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VIII Vorworf

der Brownschen Bewegung aus und beseitigte endgiiltie die
scheinbare Unvertriglichkeit zwischen der prinzipiellen Re-
versibilitdt der mechanischen und der Irreversibilitit der
thermodynamischen Vorginge. In einer experimentellen Ar-
beit bewies er die Richtigkeit der Lord R a vleigh schen
Theorie vom Himmelshlau, als letzte groBe Arbeit entstand
eine umfassende Theorie der Koagulation von Kolloiden. Am
25. September 1917 starb er in Krakau als’ Opfer einer Dy-
senterieepidemie.
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7561 Zur kinetischen Theorie der Brownschen
Molekularbewegung und der Suspensionen.

Von M. von Smoluchowski.

Aus den Annalen der Physik, Band 21, 1906, Seite 756—780.

(Bearbeitet nach einer am 9. Juli 1906 der Krakauer Aka-
demie vorgelegten und demnéchst in den Bullet, Int. Crac.
erscheinenden Abhandlung.)

S 1. Die vielumstrittene Frage nach dem Wesen der von
dem Botaniker Robert Brown 1827 entdeckten Bewe-

.gungserscheinungen, welche an mikroskopisch kleinen, “in

Flissigkeiten suspendierten Teilchen auftreten, ist neuer-
dings durch zwei theoretische Arbeiten von Einstein?)
wieder in Anregung gebracht worden. Die Ergebnisse der-
selben stimmen nun vollkommen mit einigen Resultaten iiber-
ein, welche ich vor mehreren Jahren in Verfoleung eines
ganz verschiedenen Gedankenganges erhalten hatte, und
welche ich seither als gewichtiges Argument fiir die kine-
tische Natur dieses Phinomens ansehe. Obwohl es mir bis-
her nicht méoglich war, eine experimentelle Priifung der-
Konsequenzen dieser Anschauungsweise vorzunehmen, was
ich urspriinglich zu tun beabsichtigte, habe ich mich doch
entschlossen, jene Ueberlegungen nunmehr zu versffent-
lichen, da ick damit zur Kldrung der Ansichten iiber diesen
interessanten Gegenstand beizutragen hoffe, insbesondere da
mir meine Methode direkter, einfacher und darum auch iber-
zeugender zu sein scheint, als jene Einsteins.

Dem Mangel einer direkten experimentellen Verifikation
suche ich teilweise wenigstens durch eine zusammenfassende
Uebersicht der bisher bekannten Versuchsresultate abzuhelfen,
welche im Verein mit einer kritichen Analyse der verschie-
denen Erklirungsversuche deutliche Hinweise darauf zu
geben scheint, daB das Bro w nsche Phinomen in der Tat

) A.Einstein, Ann. d. Phys., 17, p. 549; 1905; 19. p. 371, 1906,
Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 199 A. Ein-~

stein, ,,Untersuchungen iiber die Theorie der Brownschen Bewegung*,
S s 05
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2 M. v. Smoluchowski

mit den theoretisch vorauszusehenden Molekularbewegungen
identisch ist. Den SchluB bilden einige Bemerkungen iiber
die Suspensionen [757] (Pseudolosungen), welche mit diesem
Gegenstand im Zusammenhange stehen.

T

§ 2. Die bisherigen experimentellen Arbeiten®) tiber die
Brownschen Bewegungen geben vor allem AnlaBy zu Folge-
rungen negativer Natur, d. i. indem verschiedene Erklarungs-
arten ausgeschlossen werden, welche von vornherein als
moglich erscheinen.

Die nachstehenden Tatsachen kann man wohl als er-
wiesen betrachten:

Die Allsemeinheit des Brownschen Phi-
nomens. — Bine auBerordentliche Menge der verschieden-
artigsten Substanzen wurde im pulverisierten Zustande, in
Fliissigkeiten suspendiert, untersuchf (insbhesondere durch
Brown, Wiener, Cantoni, Gouy) und bei allen
wurden jene Bewegungen konstatiert, wenn die Teilchen ge-
niigend klein waren. Ganz dasselbe gilt auch von mikrosko-
pisch kleinen Tropfchen und Gasblaschen (z. B. in den mit
Fliissickeit erfiillten Hohlrdumen gewisser Mineralien).
G ouy sagt: ,,Le point le plus important est la géneralité du
phénomeéne; des milliers de particules ont été examinées, et
dans aucun cas un n’a vu une particule en suspension qui
n’offrit pas le mouvement habituel . . .%

Die Bewegungsgeschwindigkeit ist «desto groBer, je klei-
ner der Durchmesser s der Teilchen ist. Fiir § >(,004 mm
ist [758] die Bewegung kaum wahrnehmbar, wihrend sie an
der Grenze der mikroskopischen Sichtbarkeit auBerordent-
lich lebhaft ist. Abgesehen von einigen rohen Angaben

1) Die hierbei benutzten Quellen sind in der folgenden Literatur-
susammenstellung enthalten: R. Brown, Pogg. Ann., 14, p. 294, 1828;
Cantoni, Nuovoe Cimento, 27, p. 156, 1867; Rendic. J. Lomb., 1.,
p. 56, 1868; 22, p. 162, 1889; Dancer, Proe. Manch. Soc., 9, p. 82, 1869;
Felix Exnertr, Ann. d. Phys., 2, p. 843, 1900; Sigmund Exner,
Wiener Sitzungsber., 56, p. 116, 1867; G. Gouy, Journ. Ao Bhysoay
p. 561, 1888; Compt. rend., 1090, 102, 1889; J ey on s, Proc. Manch. Soc.,
9, p. 78, 1869; F. Kolacek, Beibl., 13, p. 877, 1889; K. Maltézos,
Compt. rend., 121, p. 303, 1895; Ann. de chim. et phys., 1, p. 559, 1894;
Meade Bache, Proc. Amer. Phil. Soc., 33, 1894; Chem. News, 71,
p. 47, 1895; G. van der M ensbrugghe, Pogg. Ann, 138, p. 323,
1869; Muncke, Pogg. Ann., 17, p. 159, 1829; A. BE. Ndgeli, Miinch.
Sitzungsber.; 1879, p. 389; G. Quincke, Naturf. Vers. Diisseldorf, 1898,
p. 28; Beibl., 23, p. 934, 1898; F. Raehlmann, Phys. Zeitschr., 4
ps 884, 19035 Re gnauld, Journ. d. pharm. (8), 34, p. 141, 1857;
Fr. S¢hultze, Pogg. Ann. 129, p. 366, 1866; W. V. Spring,
Rec. Trav. Chim: Pays-Bas, 19, . -204, 1900; 0. Wiener, Pogg. Ann,
118, p. 79, 1863. s
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Wieners scheinen absolute Messungen nur von Felix
E xner ausgefiihrt worden zu sein, welcher fiir Wasser von
der Temp. 23° fand: :

s =0,00013  0,00009  0,00004 cm
v = 0,00027 0,00033  0,00038 cm/sec.

Beziiglich des FEinflusses der Substanz finden wir da-
gegen bei verschiedenen Beobachtern widersprechende An-
gaben. G ouy und shnlich auch Jev o n s .sagen, daB Teil-
chen von bestimmter GriBe wenig verschiedene Geschwin-
digkeit aufweisen, gleichgiiltie aus welcher Substanz sie be-
stehen, und ob sie fest, fliissig oder gasférmig sind, wahrend
z. B. Cantoni behauptet, daB auch die chemische Natur
der Substanz von EinfluB ist (Ag soll sich rascher hewegen
als Fe, Pt rascher als Pb und dergl.). Hierbei mag vielleicht
der Umstand mitspielen, daB sich verschiedene Substanzen
nicht gleich gut pulverisieren lassen. Jedenfalls scheint der
EinfluB der Substanz der Teilchen wenig augenfillie zu sein.

Unbestritten existiert jedoch eine deutliche Abhingigkeit
von der Art des fliissigen Mediums, und zwar von dessen
Zahigkeit: die Beweguneen sind am lebhaftesten in Wasser
und Flissigkeiten von groBer Fluiditit, geringer in zihen
Flissigkeiten und ganz verschwindend in sirupartigen, wie
Oel, Glyzerin, Schwefelsiure. Sie werden jedoch deutlich
sichthar, wenn das Glycerin bis auf 50° erwarmt wird (S. Bx-
ner), wobei dessen Zshigkeit sehr abnimmt. Cantoni be-
hauptet, daB Alkohol, Benzin und Aether weniger aktiv sind
als Wasser, wihrend nach Muncke gerade Alkohol am
wirksamsten sein soll.

S230 - [m Zusammenhang mit der Allgemeinheit dieser
Erscheinungen ist deren zeitliche Unverinder-
lichkeit. Fast alle Beobachter betonen diesen Umstand ;
solange die Teilchen in der Fliissigkeit schweben, dauert die
Bewegung unverindert fort, nur bei denen hort sie auf, welche
sich am Boden oder an den Winden des GefiBes festeesetzt
‘haben. Aus letzterem Grunde kann man leichter ldngere Zeit
die Bewegung solcher Teilchen verfolgen, welche ungefihr
gleiche Dichte haben wie die umgebende Fliissigkeit (Mastix,
Gummigutt), als schwerer [759] Substanzen, welche sich rasch -
absetzen, und auf demselbon Grunde beruht (Maltezos,
Gouy, Spring) die scheinbare Stérung der Bewegung
durch Zusatz von Salzlosung (Je v on s), welche bekanntlich
die Sedimentation der Teilchen bewirkt. :

Cantoni heobachtete ein zwischen Deckeldschen ‘in




4 M. v. Smoluchowski

Paraffin eingebettetes Praparat wihrend eines ganzen Jahres,
ohne ein Nachlassen der Bewegung konstatieren zu konnent).

§ 4. ‘Sehr charakteristisch ist die Unabhidngigkeit
dieser Phinomene von duBeren Umstinden. Die
verschiedenartigsten Agentien erwiesen sich als vollstindig
einfluBlos. Man mag die Fliissigkeit mit einem Deckglischen
bedecken, um die Verdampfung zu verhindern (Wiener,
Cantoni, Gouy, Exner u a.), oder sie in einem
Bade von gleichméBiger Temperatur (G o uy) oder an einem
erschiitterungsfreien Orte (HExner, G ouy) aufstellen, man
kann sie wochenlang im Dunkeln aufbewahren (Meade
Ba che), stundenlang kochen (M altezos), man kann die
Wirmestrahlen aus dem einfallenden Lichte ausschalten,
dessen Farbe #ndern oder dessen Intensitit im Verhdltnis
von 1000 :1 vermindern (G ouy) — alles dies ist ohne
Einfluf.

Nur insofern bringt intensive Beleuchtung eine Verinde-
rung hervor, als sie mit der Zeit die Temperatur der
Flissigkeit erhoht, womit eine Erhohung der Beweg -
lichkeit verbunden ist ( xner), inshesondere bei sehr
zghen Fliissigkeiten, bei denen die Zihigkeit mit der Erwir-
mung stark abnimmt. F. Exner hat in einem Falle (fiir
Wasser) eine Vermehrung von v = 0,00032 cm/sec bei 20° auf
0.00051 bei 71° konstatiert.

§ 5. Hinsichtlich der BErklirung der Brownschen Be-
‘wegung folgt vor allem aus § 4 die Unhaltharkeit jener Theo-
rien, welche eine 4 uB er e Energiequelle annehmen, so ins-
besondere auch jener Vermutung, welche sich zuerst auf-
drdngt: daB man es hier mit Konvektionsstromen zu tun
habe, welche durch Temperaturungleichheiten verursacht
werden. Die Unzuldssigkeit dieser letzteren Erklirung folgt
auch aulerdem aus einfachen Erwigungen anderer Art. So
miiBten die Bewegungen in Wasser bei der Temperatur 4°
ganz authoren, wihrend sie [760] in Wirklichkeit bis zum Bis-
punkt in wenig verminderter Stirke andauern (Meade
Bache). Die Verminderung der Dicke der Fliissigkeits-
schichte bis auf einen geringen Bruchteil eines Millimeters
durch Auflegen eines Deckglases miiBte die Beweglichkeit
ungemein vermindern, wovon sich keine Spur zeigt. FEine
.Ueberschlagsrechnung zeigt, daB in diesem Falle ein Tempe-
raturgefdlle von der GroBenordnung 100000° auf 1 em er-

') Zusatz von Gelatine hindert die Bewegungen, was auf deren
Zshiglkeit (Wabenstruktur, Biitschli) beruhen diirfte. Aehnlich (Ein-
fluB von Schaumwinden usw.) diirften sich einige analoge Beobachtungen
Quinckes erkliren.
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forderlich wire, um Konvektionsstrome von der beobachteten
Geschwindigkeit zu erzeugen. GewiB treten in GefiBen von
groBeren Dimensionen auch solche Strome auf, aber die
durch dieselben hervorgerufenen, einer griBeren Anzahl von
Teilchen gemeinsamen Bewegungen sind von den unregel-
méBigen, zitternden Brownschen Bewegungen ganz ver-
schieden.

s sei noch bemerkt, daB die maximale; in der Umgebung
eines kugelformigen, vollkommen schwarzen, der direkten
Sonnenstrahlung ausgesetzten Teilchens auftretenden Tempe-
raturdifferenzen einen Bruchteil des Koeffizienten calk=1/300°
(unter der Annahme: Strahlungsintensitit ¢ = 1/30, Radius
a=10—"* em, Wirmeleitungsfihigkeit &= 10—2 (Wasser) be-
tragen[2]. Dies geniigt wohl im Verein mit dem vorher Ge-
sagten, um die Unmoglichkeit der Regnault schen Erkli-
rung' auf Grund des Entstehens von Konvektmnsstromen in
der Umgehung eines jeden Teilchens infolge Absorption der
Strahlung an seiner Oberfliche darzutun.

Die Unabhingigkeit des B r o w n schen Phinomens von
der Beleuchtungsintensitit spricht auch gegen Kolaéeks
und Quinckes Theorien, welche in demselben ein Analo-
gon zu den Radiometerbewegungen, bzw. zu den verschiede-
nen von Quin ¢k e untersuchten Erscheinungen periodischer
Kapillarbewegungen erblicken. Ueberhaupt scheint es schwer
verstindlich, wie eine kontinuierliche Bestrahlung jene von
Quincke angenommenen periodischen Ausbreitungen der
warmeren iiber die kilteren Fliissigkeitsschichten an der
Oberfliche jener Teilchen hervorrufen soll, und wie zwischen
dem nur in gewissen Fillen auftretenden auBergewshnlichen
Phanomen der periodischen Kapillarbewegung (Oel in Seifen-
losung, Alkohol in Salzlosung und dergl.) und den so allge-
meinen, von der Teilchensubstanz unabhéngigen Brown -
schen Bewegungen ein innerer Zusammenhang bestehen soll.
Bs ist ja sehr wahr[761]scheinlich, daB eine geniigend starke
Bestrahlung Bewegungen hervorrufen kann, doch wiren diese
etwas von den Brownschen Bewegungen ganz Ver-
schiedenes.

§ 6. Es verbleiben also nur die Theorien, welche in -

nere Energiequellen annehmen. Von vornherein miissen

wir die Hypothesen von der Existenz von gegenseitigen Ab-
stoBungskriften (Meade Bache) und von elektrischen
Kraften &hnlicher Art (Jevons, Raehlmann) zurick-
weisen, da diese nur eine gewisse Gruppierung der Teilchen,
aber nicht eine fortwihrende Bewegung derselben bewirken
konnten und insbesondere, da deren Wesen ein neues Ritsel
darstellen wiirde.
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Auch die Ansicht, daB man es hier mit Erscheinungen
kapillarer Energie zu tun habe, ist unhaltbar, Maltezos
nimmt an, daB geringe Verunreinigungen die Grundursache
sind, welche das kapillare Gleichgewicht storen, wahrend
Mensbrugeghe auf das Beispiel des auf Wasser tanzen-
den Stiickes Kampher hinweist. Aber unerklirlich wére in
diesem Falle der Umstand, daB absichtliche Verunreinigun-
gen ohne EinfluB sind, daB auch vollkommen unlésliche Sub-
stanzen (Diamant, Graphit) sich bewegen, und vor allem, daB
die Bewegungen nicht mit der Zeit aufhoren, wenn alles sich
ausgeglichen hat. Die mikroskopisch kleinen, in Mineralien
eingeschlosenen Gasblidschen miissen doch wohl den kapilla-
ren Gleichgewichtszustand erreicht haben und trotzdem be-
wegen sie sich,

1I.

S 7. Wir gehen also zu den kinetischen Theorien iiber,
welche die innere Wirmeenergie als das eigentliche Agens
ansehen. Wenn man die Br o w n sche Bewegung unter dem
Mikroskop beobachtet, erhdlt man unmittelbar den Bindruck,
daB so die Bewegungen der Fliissigkeitsmolekiile aussehen
miissen. Ks ist das keine schwingende Bewegung und auch
keine fortschreitende, sondern ein Zittern oder wie Gouy
sagt: ein Wimmeln (fourmillonnement); die Teilchen be-
schreiben unregelmiBige Zickzackbewegungen, als ob sie in-
folge der zufillicen ZusammenstéBe mit den Fliissigkeits-
molekiilen dangetrieben wiirden, und trotz ihrer fieberhaften
Bewegung riicken sie nur langsam von der Stelle.

[762] Dies Phinomen wurde auch tatsichlich von zahlreichen
Forschern (Wiener, Cantoni, Renard, Boussi-
nesq, Gouy) von diesem Standpunkt aus erklirt. Dabei
sind noch zwei Arten der Interpretation mogelich. Wiiener
und G ouy nehmen an, daB innerhalb eines Bereiches von
der GroBenordnung 1 «* die inneren Bewegungen der Flijs-
sigkeit gleichgerichtet sind, und daB diese durch die Teilchen
angezeigt werden, wogegen wieder Maltezos einwendete,
daB gar kein Grund vorliege, um im Bereiche von 1 45 einen
Parallelismus der Bewegung anzunehmen, und daB diese
Hypothese mit der Unabhéngigkeit der Bewegungen in groBe-
ren Entfernungen nicht vereinbar ist. Auf diese Ausfiihrun-
gen werden wir im weiteren Verlaufe noch zuriickkommen,
einstweilen aber werden wir die einfachste Art der kineti-
schen Interpretation dieser Erscheinung niher untersuchen,
der zufolge die Brownsche Bewegung das unmittelbare Re-
sultat der den Teilchen seitens der Fliissigkeitsmolekiile er-
_teilten Bewegungsantriebe ist.
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Diese Erklirungsweise hat N4 geli durch den Hinweis
auf die Kleinheit der durch einen Zusammenstof -erzeugten
Geschwindigkeit zu widerlegen geglaubt. So wiirde ein Was-
sermolekiil einem Teilchen vom Durchmesser 10-* c¢m (und
der Dichte 1) durch einen ZusammenstoB eine Geschwindig-
keit von bloB 3.10-° e¢m/sec erteilen, welche weit unter der
GroBenordnung der Brownschen Bewegung liegt. In Wirk-
lichkeit kombinieren sich die aufeinanderfolgenden Bewe-
gungsantriebe, aber N 4 geli meint, daB sich dieselben im
Mittel aufheben miissen, da sie in allen Richtungen des Rau-
mes wirken, und daB das Endresultat nicht merklich groBer
sein konne. ;

§ 8. Dies ist derselbe Denkfehler, wie wenn ein Hazard-
spieler glaubte, daB er nie eine gréBere Summe verlieren
konne, als der Einsatz fiir einen einzelnen Wurf betrdgt. Ver-
folgen wir diese Analogie noch weiter. Unter Annahme
gleicher Wahrscheinlichkeit fiir Gewinn und Verlust erhalten
wir fiir die Wahrscheinlichkeit, daB innerhalb von n Wiirfen
m giinstige und n—m ungiinstige auftreten (also einer Summe
2 m—n), die Zahl:

n!

28 m! (n — m)!

[763] Die mittlere, positive oder negative Abweichung vom
Werte Null betrigt: :
)

n (
y Sy (n)ﬂ—_ﬂzﬁm.
m ol o A
sl - \2
e
was fiir grofe n tibhergeht in
9) ,,:] o

TT
. Die durch einen geraden StoB einem Teilchen M von
einem Molekiil m erteilte Geschwindigkeit C = me/M wird
also wirklich sehr gering sein und die mittlere in die Rich-
tung X fallende Komponente st noch ein Bruchteil davon;
bedenkt man aber, daB die Kugel M in Luft 10*¢, in Wias-
ser 10%° solche ZusammenstoBe pro Sekunde erleidet, welche
sich in bezug auf die Bewegung in X groBtenteils aufheben, .
aber doch noch gem#B (2) einen positiven oder negativen
UeberschuB von 10® oder 10*° aufweisen, so kommt man zum
Schlqssg, daB jenes Teilchen M in einer Sekunde eine Ge-
schwindigkeit von 102 oder 10* cm/sec (in der Richtung der
+ X oder — X) erhalten wiirde.
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§ 9. Diese Rechnung zeigt den Fehler in Nigelis
Argumentation, aber die Anwendung des numerischen End-
resultats ist ebenfalls unrichtig. In unserem Falle nadmlich
wird: a) der Mittelwert der durch einen Stof verursachten
Geschwindigkeitsanderung nicht konstant sein, sondern von
dem Werte von C abhingen, b) die Wahrscheinlichkeit posi-
tiver und negativer Aenderungen ist nicht gleich, sondern die
positiven Zuwichse werden um so unwahrscheinlicher, je
groBer C ist. [60]

Diese Umstinde miissen einer unbegrenzten Vermehrung
von C entgegenwirken, und das Endresultat, welches sich
auf Grund bekannter S#tze der kinetischen Gastheorie vor-
aussehen 14Bt, ist: daB die mittlere kinetische
Energie der Teilchen M und der Molekiile m sich aus -
gleichen miissen [4]. Dies bildet nach den Sdtzen von
Maxwell und Boltzmann die Bedingung fiir den sta-
tiondren Zustand, und dasselbe erhellt auch daraus, daB die
Teilchen M als Molekiile einer im Medium aufgelosten, sehr
vielatomigen Substanz aufgefaBt werden konnen, also die
einem Gase von gleicher Temperatur entsprechende kine-
tische [764] Energie') besitzen miissen. Die mittlere Ge-
schwindigkeit C erhalten wir somit aus der bekannten Gas-
formel
. v
5) 6 — ¢ ‘/ ﬂ,
welche fiir ein Teilchen M der erwsahnten Art eine Geschwin-
digkeit C = 0.4 cm/sec ergibt. :

Wiie ist nun diese Zahl mit den direkten Messungen in
Binklang zu bringen, welche ¢ = 3.10-* c¢m ergeben haben?
Dieser Widerspruch, welcher auch schon von F. Exner be-
merkt worden ist, scheint auf den ersten Blick einen ent-
scheidenden Einwand gegen die kinetische Theorie zu bilden.
Und doch ist die Erklarung sehr einfach.

Jene Geschwindigkeit ist in Anbetracht der erforder-
lichen MikroskopvergriBerung so groB, daB sich das Teilchen
ear nicht direkt mit dem Auge verfolgen lassen wiirde. Das,
was wir sehen, ist nur die mittlere Lage eines mit jener Ge-
schwindigkeit sich bewegenden, aber 10*® bis 10*° mal pro
Sekunde seine Bewegungsrichtung dndernden Teilchens. Sein
Schwerpunkt wird einen ungemein komplizierten zickzack-
f6rmigen Weg beschreiben, dessen geradlinige Teilstrecken
von viel kleinerer GroBenordnung sind, als die Dimensionen
des Teilchens selbst, und nur insofern als die geometrische
Summe dieser Strecken im Laufe der Zeit eine gewisse merk-

1)7 Vgl. auch G. Jiger, Ann. 'd. Phys., 11, p. 1071, 1904.
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liche GroBe erlangt, bemerken wir eine Verschiebung des-
selben.

AuBerdem muB noch ein zweiter Umstand in Betracht ge-
zogen werden, obwohl er von geringerer Bedeutung ist, daB
namlich die direkt beobachtete Bewegung nur die Projektion
einer im Raume vor sich gehenden Bewegung ist, daB also
die direkten Messungsresultate mit einem Faktor zu multi-
plizieren sind, welcher sich mittels leichter Rechnung zu 4 /=
ergibt.

IIL.

§ 10. Um die theoretische Analyse weiter fiihren zu kon-
nen, miissen wir dem Bewegungsmechanismus eine zur mathe-
matischen Behandlung geeignete, vereinfachte Form geben.
Nun wird sich die Bewegungsrichtung des Teilchens M fort-
wihrend dndern, und in dieser Beziehung gibt es keine [765]
Einschrinkung, wihrend der Absolutwert der Geschwindig-
keit immer um den oben berechneten Mittelwert (3) schwan-
ken und sich von ihm selten weit entfernen wird. Man kann
also die GroBe der Geschwindigkeit C als konstant,
aber deren Richtung als verdnderlich annehmen.

Nun folgt aus den Gesetzen des StoBes elastischer Ku-
geln, daB die durch einen beliebigen StoB erzeugte, zur Be-
wegungsrichtung von M senkrechte Geschwindigkeitskom-
ponente im Mittel % me/M betrigt [5], daB also ein jeder
StoB die Bewegungsrichtung durchschnittlich um den (sehr
kleinen) Winkel
3 !me 3 C
1 " tMon i

andert.

BEs besteht hier ein gewisser Gegensatz zwischen der nor~
malen Bewegung eines Gasmolekiils und dem hier betrach-
teten Fall einer im Vergleich zu den umgebenden Molekiilen
groBen Masse M, denn wihrend dort meist die (allerdings
nicht genau richtige) Annahme gemacht wird, daB-nach einem

StoBe alle Bewegungsrichtungen gleich wahrscheinlich sind, -

tritt hier eine auBergewdshnliche Tendenz zur Erhaltung der
urspriinglichen Bewegungsrichtung (persistency of motion)*)
auf [60]. :

Nun sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem das
Verhiltnis des Radius des Teilchens M zu der mittleren Weg-

linge der umgebenden Molekiile ? klein oder groB ist. Wir

1) J. H. B. A. Jeans, Phil. Mag., 8, p. 760, 1904; M. v. Smolu-
c¢howski, Bull. in Acad. Cracovie, p. 212, 1906.
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wenden uns zuerst zur Unterstiitzung des Falles eines klei-
nen—, in welchem man die Reaktion der Kugel M auf die
Bewegung der umgebenden Molekiile vernachldssigen kann.
Dann sind die einzelnen ZusammenstoBe voneinander voll-
kommen unabhingige Ereignisse, also wird die durch einen
jeden derselben bewirkte Aenderung der -Bewegungsrich-
tung mit gleicher Wahrscheinlichkeit in irgend einer durch-
die momentane Bewegungsrichtung gelegten Ebene statt-
finden.

§ 11. Mégen die Punkte P, Py, P, . .. in der Bigur
die Orte bezeichnen, in welchen der Mittelpunkt der von O

Fig. 1.

ausgehenden Kugel M sich befand, als sie die sukzessiven
StoBe erfuhr [766], jedesmal ihre Bewegungsrichtung um den
Winkel ¢ #ndernd. Wir nehmen die Lingen OP, =P, P,
= P, P,=... als gleich an und nennen sie die ,wirkliche
mittlere Weglidngel des Teilchens M“.. Die Aufgabe,
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welche wir uns stellen, besteht darin, das mittlere
QuadratderEntfernung OP,, welche wir mitZbezeich-

nen werden, als Funktion der Linge I, des Winkels ¢ und der
Anzahl n der Teilstrecken zu finden. Behufs Definition der in
Betracht kommenden Richtungen beschreiben wir eine Einheits-
kugel und ziehen aus deren Mittelpunkt Gerade, parallel zu
OF; By By, .., welche die Kugel in den Punkten O, O ...
durchstoBen. Die Winkel X00,; X0O0, ... etc. bezeichnen wir
mit ag, o, @ . . . die zwischen den Ebenen X0Q, und
0, 0045 X00, und 0, 00, ... eingeschlossenen Winkel mit
1, 9. - . . dann bestehen die Relationen:

cose, = cose, g cose| sina, 4 sine cosg, [6]

«nd analog in bezug auf die Achsen Y, Z:
cosf, = cosB, 4 cosz | simf, | sime cosi ,
oSy, = €08y, | CoseH-Simy, . Sime cosy, ,

Wenn wir die Gerade OOn auf der Mantelfliche des mit

dem Winkel ¢ um die Gerade 0@, _1 als Achse beschriebe-
nen Kegels verschieben, um ihre alle gleich wahrschein-
lichen Lagen zu erteilen, so zeigt sich, daB don = din

—dy,, da sich die Winkelg,, v, , %,

nur um Konstanten

unterscheiden.
In dieser Weise erhalten wir die Mittelwerte fiir cos«,

cosp,, cosy, gemaB der Gleichung:
27
1
5) ﬂ/ cose, dp = cose, | cose.
0

[767] Kehren wir nun zu unserer Aufgabe zuriick. Die De-
finition von 4 ergibt:

6) 42 — (2:)”]{[003(40 + cos ay + . .. cosa ]2 + [cosBy + cosf;
“+... cosﬁn]2+[cosyo—}—co_syl—{—...—{—cosynP}dg:l dos... d¢n'
Das Integral, welches eine n-malige sukzessive Integra-
tion nach dende,, dp, ;...dps, dp;, innerhalb der Grenzen
O und 2 7 bedeutet, mége mit J,2 bezeichnet werden. Dann
erhalten wir durch Abtrennung von cosa, , 0SB, , CoSy, Von
den Klammerausdriicken und durch Anwendung von (5):
J,=J, 1+1—{—zc035[{003a0—|— +cosan_1] cose, |-
+[cosBo+ ... cosp, 4] cosﬂn~1—{— } dtpn__l.
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Das Integral der rechten Seite, welches wir mit C =~

bezeichnen werden, kann durch sukzessive Integration ent-
. Jig 8 i A Y

wickelt werden: € =1+ cos:C,_ o,

woraus folgt:

) J,=J, 1+ 1+ 2cose

und schlieBlich:
: ; 9
8) g :nl+coss+1420035—cos2e—{— 9 cos™ T e
i 1 —cose (1 — cose)?

1—cos ¢
1 —cose

(7]
Setzen wir cose=1—d, so nimmt dies die Form an:
2n (1—0)2—(1—09) n--4
9) g Bl 2 ()\2 :
§ 12. Nun sind folgende Fille zu unterscheiden:
1. Wenn 7 zwar eine groBe Zahl ist, aber so, daB nd
noch immer klein bleibt, so erhdlt man angendhert [8]:
10) J'n —n2 also 4 —=nl,
Somit ist in diesem Falle 4 gleich der Linge des Zick-
zackweges OP,P,. ..Pn; die Kriimmung des Weges kommt

soweit gar nicht in Betracht: er kann als geradlinig ange-
sehen werden.

2. Wenn die Anzahl n der Teilstrecken wichst, so kommt
noch ein Korrektionsglied dazu:

11) I:nl(l—?),

768] das eine Verkiirzung des Weges infolge seiner Kriim-
mung bedeutet.

3. Wenn nd sich der Binheit nahert, so ist dies nicht
mehr anwendbar, und man muB auf die komplizierte Formel
(9) zuriickgreifen.

4, Falls aber nd so groB ist, daB #d eine hohere GrioBen=
ordnung als die Einheit besitzt — eine Bedingung, die in
allen uns interessierenden Fiallen erfiillt ist —, so verein-
facht sich das Resultat in anderer Weise, infolge von:

lim cos™ e = lim (1 — 0)" =lime —"°—0,
ngmlich?)
= 2n
e 1=1]/=.

1) Genau genommen, ist die hier berechnete Grofie nicht der
mittlere Weg, sondern die Quadratwurzel aus dem mittleren Weg-
quadrate. Sie sollte daher eigentlich noch mit dem Zahlenfaktor

e
V‘z: =1,085(vgl. 1. c. Formel [31] und [32]) multipliziert werden,

den wir aber hier offenbar wvernachlissigen konnen.
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Dann wird also die Entfernung nicht im Verhiltnis der
Anzahl der Teilstrecken wachsen, sondern im Verhiltnis von
deren Quadratwurzel. In einer anderen Arbeit*) habe ich
gezeigt, daB ein fhnliches Resultat fiir den von einem Gas-
molekiil nach einer groBeren Anzahl von zufilligen Zusam-
menstoBen mit umgebenden Molekiilen gleicher Art zuriick-
gelegten Weg ‘besteht, und daB es als Grundlage fiir eine
direkte Entwicklung der Diffusionstheorie benutzt werden
kann [9]. In der Tat besteht ein innerer Zusammenhang
zwischen der Formel (12) und der dort p. 210 abgeleiteten
Formel 4 =1 }/2» (wo 1 die mittlere freie Weglinge, » die
Anzah]l der Teilstrecken bedeutet). Denn wenn wir die Be-
dingung »d=1 als MaB einer solchen Weglinge ansehen,
welche nicht mehr als geradlinig betrachtet werden kann, und
deren Kriimmung auffilliz wird, das heilt, wenn wir uns
vorstellen, daB durchschnittlich fiir je » — ,l_y Zusammen-
stoBe eine vollstindige Richtungsinderung eintritt, so erhal- -
ten wir tatsdchlich das hier abgeleitete Resultat (12), wenn
wir jene Formel auf einen aus n geradlinigen Teilstrecken
von der Linge l/0 zusammengesetzten Weg anwenden [769]
Die Entfernung !/0 konnen wir die scheinbare freie
Weglinge nennen.

In diese Formel (12) substituieren wir nun:

&2 9 [mc)\2 9 m
18) La*&(m) —5
woraus folgt:

14) A:ﬂV—MLZ.

Bei Anwendung auf den binnen einer Sekunde zuriick-
gelegten Weg erhdlt man durch Einsetzen von:

l-—- G e l
n onl M

schlieBlich die Endformel:
15) st

3 Yn -

Es sei schon an dieser Stelle die unerwartete Folgerung
hervorgehoben, daB der von einem Teilchen M zuriickgelegte
Weg 4 gar nicht von dessen Masse, sondern nur von der
Art des Mediums und von der Hauflgkelt der StoBe abhangt.-
Eine groBere Masse M hat eine geringere Geschwindig-

) M. v. Smoluchowski, Bullet. Intern. Acad. Cracovie,
p. 202, 1906 ;
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keit C, aber dafiir eine groBere Tendenz zur Erhaltung der
Bewegungsrichtung, und diese zwei Faktoren heben sich
gegenseitig auf.

§ 13. Gegen diese Berechnungsweise konnte man ein-
wenden, daB die hier als konstant vorausgesetzte Geschwin-
digkeit C in Wirklichkeit verinderlich ist, und manchmal
auch unter den Wert me/M sinken muB, was jedesmal im
Gegensatz zu den fritheren Voraussetzungen mit einer voll-
stindigen Richtungsinderung verbunden sein miiBite. Aber
offenbar konnte dies. die GroBenordnung des Resultats nur
dann beeinflussen, falls dieses Ereignis Gfters innerhalb der
1/d StoBe eintreten wiirde, welche einer geradlinigen Be-.
wegung entsprechen. Man beweist aber leicht, mittels Ueber-
legungen, welche denen des § 8 analog sind. oder besser
mittels Benutzung des Maxwellschen Geschwindigkeitsver-
teilungsgesetzes, daB die Wahrscheinlichkeit jenes Ereignis-
ses so gering ist, daB dessen Beriicksichtigung keine wesent-
liche Aenderung unseres Resultats hervorrufen konnte. [10]

[770] IV.

S 14. Gehen wir nun zur Erwigung des zweiten im § 10
erwahnten Falles iiber.. Wenn die Dimensionen des Teil-
chens M nicht viel kleiner sind als die mittlere Weglinge
der umgebenden Molekiile, so konnen die ZusammenstoBe
derselben mit der Kugel M nicht mehr als ganz zufillig an-
gesehen werden, da die der Kugel M benachbarten Schich-
ten teilweise an der Bewegung derselben teilnehmen werden.
Ihre Bewegung wird plotzlichen Richtungsinderungen der
Bewegung von ‘M entgegenwirken, wird also die Linge von
A vergrioBern.

Leider ist die exakte Berechnungsmethode des § 11 in
diesem Falle nicht anwendbar, aber wir konnen in anderer,
weniger exakter, aber sehr einfacher Weise zu Folgerungen
iber die GroBe von 4 gelangen.

Ein mit der Anfangsgeschwindigkeit C in ein zihes Me-
dium geworfenes Teilchen M wird eine solche Verzogerung
erfahren, daB die Geschwindigkeitskomponente in der ur-
spriinglichen Richtung gemiB der Formel [11]

t

16) - V=Ce =
abnehmern wird, wo-7z das Verhiltnis der Masse M zu dem
Wiiderstandskoeffizienten S bedeutet: :

M

5

17) s
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Zufolge dem in § 9 Gesagten behilt das Teilchen jedoch
seine kinetische Energie, falls die GroéBe von C der For-
mel (8) entspricht; das Teilchen erh#lt dann gleichzeitig zur
urspriinglichen Richtung senkrechte Komponenten derart,
dal seine resultierende Geschwindigkeit unverindert bleibtt).
Als MaB des Zeitraumes, wihrend dessen die Bewegung ge-
radlinig vor sich geht, kann man somit die Relaxationszeit =
ansehen, und die Linge =z C= MC/S wird das MaB fiir die
Lange des geradlinicen Weges sein.

Man kann also die Bewegung von M der Bewegung eines
Gasmolekiils gleichsetzen, welches eine (scheinbare) mitt-
lere [771] freie Weglidnge 2= (= besitzend, sich infolge sei-
ner unregelmiBigen Bewegungen aus seiner Anfangslage ent-
fernt. Fiir den von einem solchen Molekiil innerhalb einer
Sekunde zuriickgelegten Weg gilt aber die im § 12 zitierte

F'ormel A=1}2», aus welcher folgt:
- 27 D
A—ol27 — C Vz;l: c ]/ ;n :

Die Berechnung ist offenbar nur angendhert, denn wir
haben hier €= anstatt von Cz (1 —e¢—1) gesetzt, dafiir aber
die am Ende der Zeit = erlanste seitliche Verschiebung und
ebenso die dabei noch bestehende Geschwindigkeitspersi-
stenz (vel. § 10 Anm.) nicht beriicksichtigt, aber die GroBen-
ordnung des Resultats wird dadurch nicht beeinfluBt.

§ 15. Zur Probe wenden wir diese Formel auf den friiher
berechneten Fall an. Dann kann fiir den Widerstand S
wegen der Kleinheit des Teilchens nicht die Stok e s sche
Formel benutzt werden, sondern man muB denselben direkt
ermitteln. Seine GroBe ergibt sich aus der Anzahl der Zu-
sammenstoBe?): [12]

19) n= NR2mw¢
und aus der durchschnittlich durch jeden derselben bewirk-

ten Aenderung der Geschwindigkeit C, welche nach bekann-
ten Methoden sich zu 2mC/3M berechnet. Hieraus folgt:

27 9
2 == T2 — )
0) S 3 R oM
und
5
21 = =
) A C]/ -

') Dies scheint der -iiblichen Auffassung eines widerstehenden
Mittels zu widersprechen; bei Korpern, welche zu derartigen makro-:
skopischen Versuchen dienen, sind jedoch die Restgeschwindigkeiten €
80 klein, daB sich jene iibrighleibenden Bewegungen nicht konstatieren
lassen.

®) Vgl. z. B, L. Bolzm ann,Gasttheorie, 1, . 65.
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Das so erhaltene Resultat stimmt tatsdchlich mit (15)
tiberein, nur der numerische Faktor ist kleiner, was nach dem
frither Gesagten erklirlich ist. Man kann jedoch eine voll-
stindige Uebereinstimmung mit der exakten Berechnung er-
zielen, wenn man hier als Dauer der geradlinigen Bewegung
und Weglinge

4\3 M 5 (4\38 MC
- L e
annimmt.
[772] § 16. Mit Hilfe des so verbesserten Resultats:
23) a2 s

33 It e
nehmen wir die im vorhergehenden Abschnitt gestellte Auf-
gabe wieder in Angriff. Da wir nun die Dimensionen von M
als groB im Vergleich zur mittleren Weglinge voraussetzen,
so konnen wir die gewohnliche Stok e ssche Widerstands-
formel anwenden: [13] :

24) S=6nukR,
woraus fir die in einer Sekunde zuriickgelegte Entfernung
folgt: 1
S s Ym
9z VuBR :

Dieses Resultat ist mit dem auf vollstindig verschiedenen
Wege von Einstein®) abgeleiteten fast identisch; der
Unterschied besteht wieder nur in dem Zahlenfaktor, wel-
cher bei Hinstein im Verhiltnis V27/64 kleiner ist.
Einstein beriicksichtigt nicht die Moglichkeit des vorher
untersuchten Falles (d.h. von Teilchen, welche klein sind im
Verhiltnis zu %), aber seine Formel (II) (I. ¢. p. 378):

25) A

A —tp l 1 )
i

welche unserer Gleichung (17) entspricht, kann auch diesem
Falle angepaBt werden, wenn man fiir S den in § 15 berech-
neten Ausdruck (19) einfiihrt, was offenbar ein zu (15) ana-
loges Resultat ergibt.

Ohne in eine Diskussion der von Einstein befolgten,
sehr sinnreichen Methoden einzugehen, mochte ich doch be-

) A. Einstein, 1. ¢. p. 559 u. p. 739. Ostwalds Klassiker der
exakten Wissenschaften Nr. 199: A. Einstein: Untersuchungen iiber die
Theorie der Brownschen Bewegung. S. 14 und 23. Die GroSe lr

Einsteins entspricht unserem A/VB“; ebenso RT/N=mc?(3; k und P
sind die hier mit x, R bezeichneten GriBen.
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merken, daB sie auf Ueberlegungen indirekter Art beruhen,
welche nicht immer gangz iiberzeugend erscheinenl). Jeden-
falls ist «die [773] Uebereinstimmung mit den hier auseinan-
dergesetzten Methoden, welche einen direkten Einblick in
den Mechanismus dieser Vorginge gewihren, ein fiir beide
Untersuchungen sehr erfreuliches Resultat. Der Unter-
schied in dem numerischen Faktor erklirt sich aus der Ein-
fiithrung verschiedener vereinfachender Voraussetzungen
(z. B. konstantes C) und spielt in den Anwendungen natiir=
lich gar keine Rolle. [14] '

%

§ 17. Gehen wir nun zu den Anwendungen der Glei-
chungen (15) und (24) iiber. Als einfachste Voraussetzung
nehmen wir an, daB das Medium gasformig ist. In diesem
Falle geht die fiir ein groBes A/R wiiltize Formel (15) in-
folge (18) iiber in:

26) A

3 1/; RV N

wihrend fiir den Fall eines kleinen 4/R die Formel (24) an-
zuwenden ist, welche mit Riicksicht auf die Relation
#=~4¢Nm/3 [15] auch in der Form geschrieben werden kann-:

8 e V2 3/ 2¢
% e el o s e =
7 3V3—,,V13N (%) "VR’
wo ¢ den Durchmesser eines Molekiils m bedeutet.
Wienn man fiir Luft von normaler Dichte und Tenipera-
tur die Werte einsetzt:

N=4-109[16} c=48000, R=1/2-10~ %,
so erhdlt man:
Ad=1,4-107 3 cm.

In einem gasformigen Medium muB also wirklich eine
Molekularbewegung in der Art des Brownschen
Phénomens auftreten, und zwar mit merklich groBerer Ge-
schwindigkeit als die in Fliissickeiten beobachtete Bewe-
gung. Trotzdem diirfte es hier schwieriger sein, diese Er-
scheinung von den durch zufillige Storungen und durch
die Schwerkraft bewirkten Bewegungen zu trennen. In dem

1) Zum Beispiel Uebertragung der Gesetze des osmotischen Druckes
auf jene Teilchen und Berechnung ihrer Diffusionsgeschwindigkeit oder
die Anwendung des Boltzmann schen Satzes (iiber die statistische
Verteilung der’ Zustinde von Systemen, welche Potentialkriften : unter- .
~worfen ’sind) auf den von einem Teilchen M erfahrenen ‘Reibungs-
widerstand.

Ostwalds Klassiker 207. 2
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eben angefiihrten Falle wiirde die Geschwindigkeit des Nie-
dersinkens gemiB der Stokesschen Formel
9 u

[774] fiir ¢ =1 den Wert u = 0,003 cm/sec haben, das ist
dreimal so viel als jene Zahl. Da jedoch das Verhiltnis die-
ser GroBen von der 2%-Potenz des Radius abhédngt, wird
schon fiir wenig kleinere Teilchen die Bewegung des Nieder-
sinkens durch die Brownsche Bewegung verdeckt werden.

Ts dringt sich die Frage auf, ob diese Erscheinungen in ,
Gasen noch nicht beobachtet worden sind. Tatsédchlich fin-
den sich in der Literatur Bemerkungen, welche in dieser
Weise interpretiert werden konnen, Bodasze wski’) be-
schreibt die tanzenden Bewegungen, welche Teilchen von -
Rauch, Salmiak, Siureddmpfen etc. unter dem Mikroskop auf-
weisen, indem er sie mit den Brownschen Bewegungen ver-
gleicht und als Molekularbewegungen auffaBt; und @hnliche
Beobachtuneen sind auch von Lie h'm ann?) angestellt wor-
den. Wahrscheinlich handelt es sich wirklich um das hier
untersuchte Phanomen, aber um dies vollstandig zu erweisen,
sind offenbar noch genauere Experimentaluntersuchungen
notig.

s miiBten dann auch die Folgerungen, welche sich aus
wnserer Gleichung betreffs der Abhingigkeit dieser Erschei-
nung von der Gasdichte ergeben, verifiziert werden. Die
Gleichung (24), welche innerhalb geringer Verdiinnungsgren-
zen giiltig bleibt, verlangt die Unabhingigkeit dieser Bewe-
eung von der Gasdichte. Bei groReren Verdiinnungen kommt
jedoch Gleichung (26) zur Anwendung, welche eine zur Wur-
7ol aus der Verdiinnung proportionale VergroBerung der Be-
wegung ergibt, so daB die Geschwindigkeit bei einem Drucke
von 1 mm schon 002 cm/sec betrigt.  Gleichzeitig wachst
aber in noch hoherem Grade die Geschwindigkeit des Nieder-
sinkens, welche bei hoheren Drucken konstant ist. Denn
fiir ein kleines R/A wird die St ok e s sche Formel (28) un-
eiiltig, und an deren Stelle muB die aus (19) folgende Formel:
2oy
=
verwendet werden, welche fiir 1 mm Druck eine Geschwin-
dig[77slkeit von 1.2 cm/sec ergibt®). Bei Verwendung von

1) Bodaszewski, Kosmos, 7, p. 177, 188; Beibl., 8, p. 488, 1883;

Dinglers Journ., 239, p. 325, 1882.
2) 0. Lehmann, Molekularphysik, 2, p. 5.
3) Dies erklirt die Raschheit, mit welcher in verdiinnten Gasen

Staubteilchen zu Boden sinken-

n
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kleineren Teilchen jedoch (z. B. R=10-° c¢m) sollte sich
jenes Stadium, welchem die Gleichungen (15) und (26) ent-
sprechen, unschwer studieren lassen. [17]

§ 18. In Fliissigkeiten ist die mittlere Weglinge 4 der
Molekiile so klein, daB die unmittelbare Beobachtung von
Teilchen, deren Dimensionen noch kleiner waren, nicht mog-
lich ist; dort kommt also nur die Gleichung (24) in Betracht.
Natiirlich kann man daselbst nur eine angeniherte Anwend-
barkeit derselben erwarten, da unsere Rechnung nebst an-
deren Vereinfachungen einige Anmahmen voraussetzt, deren
Berechtigung fiir Fliissigkeiten weniger evident ist, ‘als fiir
Gase, namentlich «) daB die Kapillarkrifte keine Rolle spie-
len ) daB die Teilchen M als absolut starre Kugeln auf-
gefaBt werden konnen. Das Ergebnis ist jedoch besser als im
Hinblick auf diese Umstinde und auf die Ungenauigkeit der
experimentellen Angaben zu erwarten ist. Setzt man die auf
Wasser von 20° und auf eine Kugel vom Durchmesser

10—4 cm beziiglichen Werte ein, so erhilt man 4=1,8.10—10

cm/sec; aber mit dieser Zahl lassen sich die ‘Messungsergeb-
nisse nicht unmittelbar vergleichen, denn die letzteren miis-
sen in erheblichem Grade von der Geschicklichkeit abhingen,
mit welcher der Beobachter die Aushiegungen des von M zu- -
riickgelegten- Weges zu verfolgen vermag. Stellen wir uns
z. B. vor, daB auf photographischem ‘Wege zwei kinemato-
skopische Aufnahmen hergestellt wurden, die eine mit Inter-
vallen von je 1 Sek., die andere von 1/10 Sek. Dann folgt
aus (14), daB die mittlere Summe der an der zweiten gemesse-
nen Distanzen im Verh#ltnis von W groBer sein wird, als
die Sekundenwege, welche je zehn Zickzacke abschneiden.
Vielleicht ist dies auch der Grund, warum F. Exner bei
Benutzung einer vollkommeneren MeBmethode eroBere Zah-
len als Wiener erhalten hat. Tch vermute, daB das soeben
angefithrte Beispiel die Genauigkeitserenze der Exner-
schen Methode charakterisiert und daB man seine Zahlen
(mit Riicksicht auf § 9) durch ”]/F/AL dividieren miisse, um

den mittleren Sekundenweg zu erhalten. Der daraus [776]
resultierende Wert fillt nahe mit dem hier theoretisch be-
rechneten zusammen, so daB mithin der als Haupteinwand
gegen die kinetische Theorie angefiihrte Widerspruch zwi-
schen der GroBenordnung des theoretischen und experimen-
tellen Effektes einem entschieden fiir jene Theorie sprechen-
den Argument Platz macht. s

Mit bekannten Tatsachen (vgl. §§ 2—4) stimmen auch die
nachstehenden aus (24) sich ergebenden Folgerungen iiber-
ein:
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1.. Die Unabhingigkeit der Bewegung von der Masse
der Teilchen M, welche in unseren- Gleichungen gar nicht
auftritt. Bs ist in der Tat eine iiberraschende Erscheinung,
daB die verschiedensten Substanzen, Gashldschen und Teil-
chen schwerer Metalle, Bewegungen derselben GroBenord-
nung ausfiithren.

9. Die Zunahme der Geschwindigkeit mit Abnahme der
Dimensionen der Teilchen M. GemaB der Theorie sollte
sie der Quadratwurzel des Durchmessers umgekehrt propor-
tional sein, wahrend Exners Zahlen einer kleineren,

 Wieners einer hoheren Potenz entsprechen. Offenbar

kann man da schon aus dem Grunde keine bessere Ueber-
einstimmung erwarten, da ja bei so kleinen Korpern die wirk-
lichen Dimensionen mit denen ihrer mikroskopischen Bilder
icht identisch sind (worauf auch BExner hinweist).

j 3 Die Zunahme der Geschwindigkeit mit Temperatur-
erhohung.  So befinden sich die von F. Exner fir die
Temperatur 71° und 20° bestimmten Zahlen im Verhgltnis
1.6; wahrend die obige Gleichung gibt: 1.8.

4. Die Kleinheit der Bewegung in zihen Kliissigkeiten
(vel. § 2). Eine eingehende Verifizierung der Theorie wiirde
qiatiirlich noch ausfiihrlichere und genauere Messungen er-
dordern, aber soweit unsere gegenwirtigen Kenntnisse
reichen, sind wir wohl berechtigt, das Brownsche Phéanomen
4ls einen augenscheinlichen Beweis unse-
rer molekularkinetischen Hypothesen anzu-
sehen, [14] .

§ 19. Es bleiben noch gewisse Einzelleiten unserer
Theorie zu tiberlegen. So haben wir im § 7 eine andere kine-
tische Interpretation dieser Erscheinung erwahnt. derzufolge
die Teilchen M nur als Anzeichen von inneren, innerhalb von
mikroskopisch kleinen Gebieten parallel gerichteten Flissig-
keitshewegungen aufzufassen wiren. Trotz der scheinbaren
Verl777)schiedenheit stimmt diese Erkldirung im Grunde mit
dersvorhergehenden iiberein, wenn sie in eine prizisere Form
oebracht wird, Denn was soll man unter der Bewegung der
Fliissigkeit innerhalb eines gewissen Tlements verstehen?
Die Bewegungen der Molekiile innerhalb desselben gehen in
allen moglichen Richtungen des Raumes (mit Geschwindig-
keiten von der GroBenordnung 5.10% em) vor sich; aber es
gibt einen bestimmt definierten, Begriff: die Bewegung des
Massenmittelpunktes des Elements, und nach dieser kann
man die Bewegung desselben beurteilent). Nun 148t sich

1y Vgl. z., B. L. Boltzmann, Gastheorie; 1, p. 133
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leicht nachweisen, daB die zufdllicen Bewegungen einer be-
liebigen Anzahl von Molekiilen so vor sich gehen, daB die
kinetische Emnergie ihres Schwerpunktes gleich ist der mitt-
leren kinetischen KEnergie eines -einzelnen Molekiils. © Der
Schwerpunkt jemes Fliissigkeitselements wird siech also mit
derselben Geschwindigkeit bewegen, als ob dasselbe ein
selbstindiges Molekiil wire, d. 1. mit der in § 9 berechneten
Geschwindigkeit. DaB man diese Bewegung nicht unmittel-
bar wahrnimmt, beruht wieder darauf, daB ihre Riehtung
sich fortwahrend dndert, da dieselbe durch jeden Zusammen-
stoB mit fremden von auBen kommenden Molekiilen beein-.
fluBt wird. Die gegenseiticen ZusammenstoBe der inneren
Molekiile sind dagegen natiirlich ohne EinfluB. Somit erhilt
der Schwerpunkt gerade eine derartige Bewegung, wie oben
auseinandergesetzt wurde. Diese Bewegung wiirde eine
dauernde sein, falls die Molekiile,jenes Elements durch ein
kiinstliches Mittel, z. B. eine Kapillarkraft, zusammengehal-
ten wiirden; wenn es sich aber um die Bewegung eines Ele-
ments einer homogenen Fliissigkeit handelt, so muB man be-
rticksichtigen, daB jene Molekiile infolge Diffusion sich in
das umgebende Medium zerstreuen werden, wodurch jene
Definition gegenstandslos wird. Hs ist nicht leicht, eine
strenge, in diesem allgemeinen Falle anwendbare Definition
zu geben; fiir unseren Zweck reicht es jedoch hin, proviso-
risch zu bemerken, daB wir den Schwerpunkt nicht auf ge-
wisse, ein fiir allemal gegebene Molekiile beziehen, sondern
auf jene Molekiile, welche sich augenblicklich innerhalb einer
gewissen kugelformigen, vom Schwerpunkt aus beschriebe-
nen Fliche befinden. Auf [778] einen so definierten Punkt
lassen sich alle oben gemachten Ueberlegungen iibertragen.
Der Vorteil dieser Betrachtungsweise besteht darin, daB sie
die Aufmerksamkeit auf die innerhalb der Fliissigkeit erfol-
genden Bewegungen lenkt, dagegen ist die Hrklirung der
8§ 7—18 insofern vorzuziehen, als sie einfacher und den
aktuellen Verhiltnissen besser angepaBt ist. Der Einwand
von Maltezos klirt sich dahin auf, daB der Parallelismus
der Bewegung innerhalb kleiner Gebiete nur scheinbar ist,
als eine Folge der statistischen Betrachtungsweise.

§ 20. Wenn man die kinetische Theorie des Brownschen
Phinomens annimmt, braucht man sich natiirlich um die
Energiequelle nicht zu kiimmern, da die durch innere Rei-
bung zerstreute Energie eben aus dem inneren Wirmeinhalt
der Fliissigkeit stammt. G o uy bemerkt aber. daB hier ein
Widerspruch mit dem zweiten [Hauptsatz der mechanischen
Wiarmetheorie bestehen wiirde, falls man den mechanischen
Effekt jener Bewegung der einzelnen Teilchen sammelw

s
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konnte. In der Tat ist dies eine der vielen Arten, wie man
Arbeit aus Wirme gewinnen konnte, falls unsere experimen-
tellen Hilfsmittel geniigend fein wiren, aber sie hietet inso-
fern ein groBeres Interesse, als sie nicht so vollkommen un-
durchfihrbar erscheint, als das Abfangen einzelner Molekiile
durch einen M ax wellschen Dimon. [18]

Vi

§ 21. Das Resultat des vorhergehenden Abschnittes
kann dahin zusammengefaBt werden, daB Teilchen, welche
in einem fliissigen oder gasformigen Medium schweben, sich
so verhalten, als ob sie selbstdndige Gasmolekiile
von normaler kinetischer Energie, aber von verhiltnism#Big
ungemein kleiner freier Weglinge (nimlich gemiB (21)
L = 64/27 MCIS) wiren. Aus dieser Analogie folgt auch, daB
solche Teilchen, eben infolge der Brownschen Bewegung,
durch das Medium hindurchdiffundieren miissen, und fiir den
Diffusionskoeffizienten erhalten wir gemidB der Gleichung
D =cAl3Y) den Wert:

32 mc2
D “ S muR’

was in unserem Falle 10-° betrigt. [19]

[779] Tatséchlich hat schon S. Exner eine Diffusion von
Mastixemulsion durch reines Wiasser hindurch beobachtet,
welche auch in dem Falle eintritt, wo diese Fliissigkeiten
durch Filtrierpapier getrennt waren.

Man kann hier auch den Begriff des osmotischen Druckes
einfithren (welchen Einstein in seiner ersten Abhandlung
als Ausgangspunkt benutzt) und daraus weiter auf die Exi-
stenz einer Dampfdruckniederlegung schlieBen. FEin jedes
- hinreichend feine Pulver muB schon infolge der Kleinheit
der Teilchen hygroskopisch sein; in Suspensionen miissen die
Erscheinungen der Gefrierpunktserniedrigung ete. auftreten
und dergl. Dies alles wird wegen der Kleinheit der Hffekte
geringe praktische Bedeutung haben, aber interessant ist
die Tatsache, daB die Theorie in dieser Beziehung einen
wesentlichen Unterschied zwischen Losungen und Suspen-
sionen nicht anerkennt.

§ 22. Im Zusammenhang mit dieser Erscheinung steht
auch die Frage nach der Ursache der sogenannten Stabilitit
der Suspensionen. Auf Grund der Theorie kann man eine
Stabilitdt in zweifachem Sinne des Wortes erwarten. Erstens

1 Vgl. M. v, Smoluchowski, Bull. Int. Acad. Crac., p, 211,
1906. ;

.
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miissen sich die Teilchen M im stationiren Zustande unter
EinfluB der Schwere infolge Brownscher Bewegung ganz
so verteilen, wie es die gewohnliche atmosphérische Druck-
formel angibt, d. h. ihre Anzahl N in der Hohe z wird be-
tragen (vgl. Einstein p. 376; Ostwalds Klassiker der exakten
Wissenschaften Nr. 199, A. Einstein: Arbeiten iiber die
Theorie der Brownschen Bewegung, S. 19f.)
N= Nye *%»

wo

47w R3 (o) —
31) a——2— (‘ﬂ—ro-offlg 1, 68 - 1017. B3 (o' — o).
In der Tat finden wir bei verschiedenen Autoren, mehr oder
minder deutlich formuliert, die Ansicht ausgesprochen, daB
die Stabilitit im Zusammenhang mit der Brownschen Be-
wegung steht. Diese Formel beweist jedoch, daB eine
dauernde Stabilitit, welche man eine wirkliche nennen kann
(falls die Teilchen nicht beim AnstoBen an der Wand haften
bleiben), bei mikroskopisch sichtbaren Teilchen wegen der
GroBe des Koeffizienten « nur in Ausnahmefillen merklich
sein konnte und erst bei viel kleineren Teilchen (z. B. bei
Metallkolloiden R = 10-* e¢m) eine wichtigere Rolle spielen
konnte.

[780] Ebenso kann, wie ich an anderer Stelle nachgewiesen
habel), ein anderer Faktor, welcher wenigstens eine schein-
bare Stabilitit verursachen konnte, nimlich die an der Ober-
fliche der Teilchen ausgebreitete elektrische Doppelschicht
(Thomson, Hardy), erst bei Teilchen untérhalb der
GrioBenordnung 10-® c¢m sich hervorragend bemerkbar machen.

Vermutlich geniigt jedoch die Fliissigkeitszihigkeit, als
Ursache einer gewissen ,scheinbaren® Stabilitdt, um einen
eroBen Teil der beobachteten Krscheinungen zu erkliren.
So folgt aus dem Stokesschen Gesetze (28) fiir Mastix-
teilchen (¢/ = 1,0067) vom Durchmesser 10-* cm eine Ge-
schwindigkeit des Niedersinkens unter EinfluB der Schwere
u— 35.10°% d. i. 3 mm pro Tag, was bei den gewohnlichen
Beobachtungsmethoden zweifellos durch die unvermeidlichen
Konvektionsstrome verdeckt wiirde.

Nach alledem geniigt also die bloBe Kleinheit der Teil-
chen, um zu erkliren, warum man ein Niedersinken dersel-
ben nicht beobachtet®), aber eine weit schwierigere Frage

1) M. v. Smoluchowski, Bull. Intern. Crac., p. 182, 1903.

2) Bs soll aber nicht behauptet werden, daf diese drei Arten
Stabilitit eine erschopfende FErklirung des gesamten Beobachtungs-
materials geben. 3




24 M. v. Smoluchowski

ist die nach dem Mechanismus des unter gewissen Bedingun-
gen eintretenden Zusammenballens der Teilchen, welches
dann deren rasches Niedersinken veranlaBt, aber eine Erérte-
rung' dieser Frage wiirde den Rahmen dleser Arbeit weit
iiberschreiten. [20]

Lemberg, Juli 1906.

(Bingegangen 7. September 1906.)
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[418] Einige Beispiele Brownscher Molekularbe-
wegung unter Einflub dubBerer Kréfte.
Von M. von'Smoluchowski.

(Aus dem Bulletin international de l'académie des sciences
de Cracovie, Mat.~naturw. Klasse A, 1913, p. 418—434))
Vorgelegt -in. der Sitzung vom 7. Juli 1913.

(§ 1.) Die bisherige Theorie der. Brownschen Molekular-
bewegung, welche in verschiedenen Formen, aber mit iiber~
einstimmenden. Resultaten von Einstein, Smolu-
chowskiu a. [21] entwickelt worden ist, bezieht sich auf
den durch groBtmogliche Einfachheit ausgezeichneten Fall,
daB} auf die Teilchen, welche die Brownsche Bewegung aus-
fithren, nur die vom umgebhenden Medium stammenden mole-
kularen Impulse, aber sonst keine duBeren Krifte einwirken.
Streng genommen, ist also diese Theorie nur dann anwend-
bar, wenn.die Teilchen in einem vollkommen unbegrenzten,
fliissigen oder gastormigen Medium von gleicher Dichte sus-
pendiert sind.

Im folgenden sollen dagegen einige einfache Fille all-
gemeinerer Natur untersucht werden, in welchen der FEin-
fluB &duBerer, auf die Teilchen wirkender Krifte zum Aus-
druck kommt. Es wird sich zeigen, daB wir hierdurch auf
interessante Illustrationen einiger alleemeiner Betrachtungen
der statistischen Mechanik gefiihrt werden.

Vorerst seien einige Hauptpunkte der iiblichen Theoria
kurz wiederholt, auf welche wir uns im weiteren berufen
werden. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein von der Abszisse x,
ausgehendes Teilchen im Verlaufe der’ Zeit ¢ eine zwischen
X und x + dx gelegene Abszisse erreiche, 1st gegeben durch
d1e Formel:

1 — (m — x9)%/4' Dt

— g
» 2Vx Dt
[419] wo D den ..Diffusionskoeffizienten® der Teilchen bez

2 221




26 M. v. Smoluchowski
dentet, dessen Wiert mit der ,.Beweglichkeit® der Teilchen
mittels der Beziehung zusammenhingt®).

HoO
2 D =""
) nr
Unter Beweglichkeit ist dabei der reziproke Wert des Wider-
standskoeffizienten verstanden, also im Falle von kugelfor-
migen Teilchen in einer zihen Fliissigkeit: [13]

1

yZana'

Aus jener Formel ergibt sich das Quadratmittel der in der
Zeit t in der X-Richtung vor sich gegangenen Verschie-
bungen:
- H 6 i

sy 2 — e
3 @=ap=2Dt— 0 o=
Das ist jene Formel, welche durch die Messungen von S v e d-
berg, Perrin, Dabrowski, Chaudesaigues,
Zangger, Seddig u. a. so genau bestitigt worden
ist [23]. v

(§ 2.) Betrachten wir nun den Fall, wo das Teilchen
sich in der Ndhe einer unendlich ausgedehnten, ebenen Wand
befindet, welche bei tiberm#Biger Anniherung starke ab-
stoBende Krifte ausiibt. Fs entspricht das dem Verhalten
einer Glaswand gegeniiber einer wisserigen Gummigutt-
emulsion, wihrend in anderen Emulsionen Glaswinde sich
meistens so verhalten, als ob sie klebrig wiren, indem die
an die Wand stoBenden Teilchen an derselben haften blei-.
ben [24]. : :

Im Falle einer solchen reflektierenden Wand kommt man
offenbar mittels der bekannten Spiegelbildmethode zum Ziel:
Die Wahrscheinlichkeit. daB ein zur Zeit =0 in der Entfer-
nung X, von der Wand befindliches Teilchen nach Ablauf der
Zeit t eine Entfernung zwischen x und x -+ dx einnehmen
werde, wird namlich bestimmt sein durch die Formel

; 1 —(z— w24 Dt
2VYn Di

s o

Diese entspricht namlich der Superposition der Brown-
schen Bewegung zweier Teilchen, die von dem Punkte X,

1) Beziiglich des Zahlenkoeffizienten dieser Formeln vgl. die Be-
merkung in § 5 meiner Arbeit: Phys. Zeitschr., 13, 1069, 1912; daselbst
auch Literaturangaben [28].
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und dessen, zur Wand symmetrisch gelegenen Spiegelbild
ausgegangen sind, unter der Annahme, daB die trennende
Wand nicht existiert. Da aber fiir x = 0 ebenso wahrschein-
lich ein Uebergang von links nach rechts erfolet, wie in um-
gekehrter Richtung, so wird die Verteilung durch Einschie-
ben der festen Wand x =40 nicht verindert und stellt in-
folgedessen die Loésung des eben in Rede stehenden Pro-
blems dar.

Die durchschnittliche, in der Zeit ¢ erfolgte Verschie-
bung betrigt hiernach-

2 9 2 —
(az———xo):—m—oe ——;—3@ e da
cyn Y
0
wo zur Abkiirzung
Xy e
2VDt

gesetzt ist. Man sieht also, daB die durchschnittliche Ver-
schiebung im Grenzfall langer Zeiten ¢ gem#B der Formel
wiachst:

: e Dt

limy (m—wo)_2]/7,
wahrend sie im Falle gewohnlicher Brownscher Bewegung
natiirlich gleich Null bleibt, da dann positive und negative
Verschiebungen gleich wahrscheinlich sind. Das mittlere
Verschiebungsquadrat (x—x,)? ist dagegen im Grenzfall sehr.
langer Zeiten ebenso groB, wie wenn die Wand nicht an-
wesend wire [25]. :

(§ 3) Gehen wir nun zu dem experimentell sehr leicht
realisierbaren Fall iiber, wo das Medium, innerhalb dessen
die Brownsche Bewegung stattfindet, durch zwei parallele
reflektierende ‘Winde begrenzt ist. Dann erfiillt man die
Bedingung, daB die Winde den Uebergang der Teilchen
verhindern, indem man zwei unendliche [421] Reihen von
Spiegelbildern superponiert. Werden die anfinglichen Ent-
fernungen des Teilchens von den beiderseitigen Winden
mit @ und b bezeichnet, so daB @+ b der Abstand der letz-
teren ist, so wird die Wahrscheinlichkeit einer Verschiebung

X—X, =2 ;
durch die Formel gegeben [26]:
5)

W(Z)de=———]¢
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o [2n (@ 4 b) — 2]2/4 Dt e [27(a -+ b)— 2b +2]2/4 D¢
. 27 (a4 b) —2a — 224 Dq} -

Tatsdchlich -verifiziert man durch Integration mit passender
Anordnung der Grenzen, daB

+ b
[ Weydz=1
b

ist.
Auch sieht man ohne weiteres ein, daB diese Formel fiir
den Grenzfall:
limt =0

in die gewohnliche Formel (1) ubergeht Fiir den entgegen-
gesetzten . Grenzfall :
limt — o

kann man dagegen die obigen Summen durch Integrale er-
setzen und gelangt so zu der Formel [27]:
lim 7 o dz

6) tv\p‘ (z)d2~ i

Das heiBt, daB nach langer Zeitdauer der EinfluB der An-
fangslage ganz verschwindet, und sdmtliche Lagen innerhalb
der parallelen Winde gleich wahrscheinlich sind, was ja
zufolge der Natur der [422] Brownschen Bewegung von vorn-
herein zu erwarten war. Fiir die mittlere Verschiebung re-
sultiert dann der Wert:

- b—a
BT
und fiir das mittlere Verschiebungsquadrat:
o a b
3 a+b

Dabei geht die Bewegung in den zu den (Wanden tangen-
tiellen Richtungen Y, Z mnatiirlich vollkommen im Sinne der
unverinderten Formel (1) vor sich. Das gilt aber nur, falls
die GroBe der Teilchen verschwindend klein ist im Ver-
gleich mit deren Abstinden von den Winden @, b; sonst
kimen noch Korrektionsglieder der Stokesschen Formel in
Betracht), welche die Rechnung sehr komplizieren wiirden

') Siebe: H.  A. Lorentz, Abhandlungen ii. Theor. Physik, I,
p. 23 (1906); J. Stock , Bull. ‘Acad. Cracovie, 1911, p. 18; M. v. Smo -
luchowski, Proc. Intern. Congress of Mathematics Cambridge,
1912, TI, p. 192. .
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und offenbar eine gewisse Verlangsamung der Brownschen
Bewegung, sowohl in normaler, wie in tangentieller Rich-
tung, in der Nahe der Winde ergeben miiBten.

(8 4.) Der allgemeine Charakter der zwei eben hespro-
chenen Fille lieB sich schon von vornherein voraussehen, da
ja die Brownsche Bewegung sozusagen eine mikroskopische
Zerlegung des Diffusionsprozesses bildet und die Theorie
der Diffusion auch den Weg zur theoretischen Behandlung
der obigen Fille weist. Vom theoretischen Standpunkt inter-
essanter sind aber gewisse Fille eines kontinuierlichen duBe-
ren Kraftfeldes. ;

Allerdings bietet der einfachste Fall — einer konstanten
Kraft — nicht viel Neues. Denn es 1aBt sich ohne weiteres
voraussehen, daB eine solche Kraft offenbar nur eine gleich-
formige Verschiebung der Mittellage des Teilchens zur Folge
haben wird [28]. Zieht man beispielsweise das scheinbare
Gewicht P . eines Teilchens in Rechnung, so erhilt man an
Stelle der Formel (1):

; — (= . Pt)2/4d Dt
7) W e s
2 1/71 Dt
[723] Dabei bedeutet ¥ ebenso wie im § 1 die Geschwindig-
keit, welche das Teilchen unter EinfluB der konstanten Kraft
Eins und des Reibungswiderstandes annehmen wiirde, und
es ist vorausgesetzt, daB die Kraft P gegen die Nullage hin
gerichtet ist.

Nebsthei bemerkt, gibt dies fiir die mittlere Verschie-

bung eines Teilchens im (unbegrenzten) Schwerefeld die
Formel
8) : (x— 22 = 2Dt -+ (y Pt)2,
wie auf Grund des Superpositionsprinzips von vornherein zu
erwarten war [29]. Auch in diesem Falle sind fiir geniigend
kurze Zeiten die gewohnlichen Formeln (1), (2) annahernd
giiltig. ;
(8 5.) Nun aber wollen wir annehmen, es handle sich um
Teilchen, auf welche eine, in die Nullage zuriickstrebende,
der Entfernung x proportionale, elastische Kraft einwirke, da
sich zeigen wird, daB dieser Fall sich durch verhiltnisméBige
Einfachheit der Berechnung auszeichnet, aber doch neue
charakteristische Ziige aufweist.

Br 148t sich auch ganz leicht verwirklichen, falls man die
GroBe x nicht als Linge, sondern als Drehungswinkel auf-
faBt, und dementsprechend die drehende Brownsche Moleku-
larbewegung untersucht. Ich habe schon an anderer Stelle
darauf hingewiesen, daB die drehenden Molekularschwankun-
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gen eines sehr kleinen Spiegels, der an einem Torsionsfaden
aufgehingt ist, unter Umstinden meBbare GréBe erlangen
miissen?) [30]. Bei diesem tritt eine elastische Kraft der
oben erwiahnten Art ins Spiel.

Vor allem moge nun eine allgemeine Funktionalgleichung
abgeleitet werden, welche die zeitlichen Verinderungen der
Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert und uns im spéteren
zur Grundlage dienen wird. Es bezeichne namlich W (x, x,) dx
die Wahrscheinlichkeit, daB ein anfinglich vom Punkte Xy
ausgegangenes Teilchen nach Verlauf der Zeit f eine Ab-
szisse

z...x+dx
besitze. Ein solches Teilchen muB zur Zeit (0) irgend eine
(gleiche oder verschiedene) Lage

¢...c+do

[424] eingenommen haben, und die Bewegungen in den Zei-
ten & und ¢ — @ sind voneinander vollkommen unabhingig?).
Somit setzt sich W (x, x,) offenbar aus der Summe der Wahr-
scheinlichkeiten fiir irgend eine Mittellage « zusammen, von
denen jede sich als Produkt zweier Wihhrscheinlichkeiten
darstellt: entsprechend der Verschiebung des Teilchens von
X, bis « wihrend der Zeit ©® und der Verschiebung von
% bis x wihrend der Zeit ((— ©). HEs muB also fiir den Fall
eines beliebigen Kraftfeldes allgemein die Gleichung gelten:

+
9) W (x, mo)tdxzdw/'W(a, %) g W (2, @) P da
e 00)

(8 6.) Um nun diese Gleichung auf unseren Fall anwen-
den zu konnen, berufen wir uns auf den soeben behandelten
Fall, indem wir uns anstatt des Gewichtes P eine elastische
Kraft

X: —_—

wirkend denken. Dann wird die Verteilung von Teilchen,
die zur Zeit t =0 vom Punkte Xo ausgehen, nach geniigend
kurzer Zeit = ebenfalls annihernd durch die zu (7) analoge
Formel

1 —[v— 2+ aymyz|?4 D
W(w,-’ﬂo.) dw:t—:e d.u

z Wx D~
gegeben sein, denn das Korrektionsglied @ ¥ %o © entspricht
zwar der Annahme einer iiberall gleichen Kraft von dem

1) M.v.Smoluchowski, Phys. Zeitschr., 13, 1069, 1912, insh. § 15, 17,
?) Dies beruht auf der grundsitzlich vorausgesetzten ,,Zuféilligkelt®
der Brownschen Bewegungsimpulse.
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fiir x, geltenden Betrag, aber der hieraus erwachsende Feh-
ler ist natiirlich desto geringer, je kiirzer wir = wihlen, da die
Teilehen sich dann desto weniger weit von X, entfernen.
Fiir gentigend kleine = nehmen wir also unter Verwen-
dung der Abkiirzung ey=2g an:
1 —[r—a(l—po)24De.
2 V= D=’
mel (9) auf die Verteilung im Zeitpunkt 2 = [31]:

[425] Daraus schlieBen wir unter Verwendung von For-
W (x, %) o7
+

1 ={l—nd sz —a — po)P}/ADe

W {x, mO)T e

T 4x D«

1 — [ — 20 (1— po)E/4 D [14(1—po)e].

T oD Yl —fa2

In derselben Weise fortfahrend, erhilt man alleemein fiir
die Verteilung zur Zeit {= nz:
Wl o S e 1
- O)m_2V7tDﬂ/1+(1—ﬁT)2+.-~+(1—ﬁf)z(”_ D
pmle—ag( —pa A DI 0 —BRE . L R ]

Nun ergibt der Grenziibergane:

s == v — )

die gesuchte Endformel: [32] -
10; W(x,xo)dsz%D(1ie__“,t)
— B [x— xo'e*’“]ﬂ/QDt[l —~e“2ﬂi]d

(4

(§ 7.) Aus dieser Formel folgt weiter durch entspre-
chende Integration: die durchschnittliche Entfernung_von
der Gleichgewichtslage, zur Zeit t:

11) L=y e — BE
der durchschnittliche Absolutwert jener Entfernung: [33]
T e O (1 =201
o oD
A

das mittlere Entfernungsquadrat:

—9g 00
13) fc:%{l——e t]+o:02e :

[426] Man sieht natiirlich, daB die Bewegung (10) tatsichlich
fir kurze Zeiten mit der gewoshnlichen Brownschen Bewe-
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gung (1) identisch ist. Mit zunehmender Zeit macht sich
aber die elastische Kraft fiihlbar, und zwar indem sie
die Mittellage der Teilchen der Gleichgewichtslage x =0
nihert und zugleich die Art der Verteilung modifiziert, so
daB der BinfluB der Anfangslage x, allmihlich verschwindet.
Nach Ablauf einer im Vergleich zu 1/8 langen Zeit stellt
sich eine stationire Verteilung her:

: Ba?

lim 2D

14) s W Lo, ) — W (30) — ]/—~e ;

c= 00

welche offenbar nur vom Werte des Verhdltnisses p /D ab-
hiangt: dieses ist aber (siehe (2) und § 6) identisch mit:
B N

D HG
also ist im Exponenten des obigen Ausdruckes die bei Ver-
schiebung aus der Nullage in die Lage X gegen die elastische

Kraft geleistete Arbeit ? o 22 enthalten. Hs lduft dieser

Spezialfall auf ein schon anderweitig bekanntes Resultat der
statistischen Mechanik hinaus, demzufolge die Schwankungen
eines molekularen Systems um die Gleichgewichtslage inner-
halb duBerst langer Zeiten nach MaBgabe der Wiahrschein-
lichkeitsformel
N
e
15) Whdh—ce = dl

verteilt sind, in welcher 47 die dem Parameterwer: 1 ent-
sprechende Arbeit bedeutet [34]. Das Quadratmittel dieser
Schwankungen bezeichnen wir im folgenden' mit & und
nennen & die ,mittlere Schwankung®:

Limv a2 =D HO 1

16) g};t:OO:_F_— N = .

(§ 8.) Nebstbei bemerken wir, daB man die Formel (13)
direkt auf einfache Weise gewinnen kann, indem man in
unserem Falle [427] die von Loan g e vin') angewendete Ab-
leltungsmethode der Formel (1) beniitzt. Man verfihrt dabei
in analoger Weise wie hei Ableitung des Virialtheorems. Fiir
ein jedes Teilchen gilt namlich eine Bewegungsgleichung von
der Form:

d2x : 1 de
17) mM 7310 a2 —-X 7 W 3

% P. Langevin, Comptes Rendus;

146, 530, 1908
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in welcher X die von den unregelmiBigen MolekularstsBen
herrithrenden StoBkrifte bedeutet, und die beiden anderen
Glieder die elastische Kraft und den Reibungswiderstand vor-
stellen;,

Durch Multiplizieren mit x und Integrieren nach der Zeit
erhilt man

m d 2 dx

a£r= > [ = 2\2 ]
3 g () =— 2y ] ‘r X —ax2+m (\E}) f dt -+ Const.

Bildet man eine derartige Gleichung fiir jedes einzelne
Teilchen, summiert die entsprechenden Glieder und dividiert
durch die Anzahl der Teilchen, so erhdlt man die auf die
Mittelwerte beziigliche Gleichung: )

md@?) a? =
9 at T, teled=koi+ const.

Der Durchschnittswert des Gliedes

(d oc\2
m (dl‘
mull ndmlich gleich sein dem doppelten Betrag der auf einen

Freiheitsgrad entfallenden mittleren  kinetischen Ener-
gie k O; [4] der Mittelwert des Gliedes -

24[&7th

[428] muB aber im Vergleich zu den iibrigen verschwindend
klein werden, da die MolekularstsBe als von x unabhingig
vVorausgesetzt werden, also fiir jedes x durchschnittlich fiir
gleichviel Teilchen im positiven ‘wie im negativen Sinne er-
folgen. [35]

Die Differentialgleichung

W a2 1= — -
18) o Ip (?) 4 2,1 @) +ax2—LkO=0
hat offenbar zwei partikulare Integrale von der Form
D) vt
19) e i

wobei:
» s B s -
'u:-——m[l—{—y 1—8may?].

Nun sind je nach der GroBe des Elastizitatskoeffizienten

, die bekannten zwei Fille zu unterscheiden. Wenn

o« >

8m 2

Ostwalds Klassiker 207. 3




M. v. Smoluchowski

so entspricht dies der bekannten, durch Reibung gedimpften

A . : kO

periodischen Schwingung, und das Glied — = stellt dann
o

die von der Molekularhewegung herriihrende Korrektion vor.
Tm Falle aperiodischer Bewegung

1
<

8m g2’
welcher uns im obigen interessiert, erhilt man die zwei Nahe-
Tungswerte
1
Y= Vg=—— 209 .
1 Wl«}/’ 2 Y
Das Binsetzen der auf Brownsche Teilchen beziiglichen
Zahlen[429]werte ergibt nun fiir »1 eine so enorme GroBen-
ordnung, [36] daB die Funktion
st
Al (7

einen auBerordentlich rasch —verschwindenden Bewegungs-
prozeB vorstellt'). Die in der Praxis zur Beobachtung ge-
langenden Bewegungen sind also allein durch die zweite
Liésung #» reprasentiert. Setzt man also in (19) die An-
fangsentfernung X, ein:

ist, so ergibt dies wieder die vorher abgeleitete Formel (13),
welche natiirlich ebensowohl die Lagenverteilung einer Schar
von Teilchen wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines
einzigen Teilchens vorstellt. [37]

Diese Ableitung ist insofern interessant, als sie den all-
mahlichen Uebergang zu gewohnlichen elastischen Schwin-
oungen klarlegt?). Leider ist sie auf andere Kraftgesetze
nicht anwendbar, wihrend die Methode des § 6 sich wenig-

1) Es verschwindet n#mlich in auBerordentlich raschem Tempo der
RinfluB der Anfangsgeschwindigkeit, und es verbleibt nur der langsam
verschwindende EinfluB der Anfangsentfernung, was damit zusammen-
hingt, daB die Bewegungen in aufeinanderfolgenden Zeitintervallen

voneinander unabhingig sind.
2)Allerdings wiren gewisse schwache Punkte der Argumentation

noch eingehender klarzulegen, insbesondere die Vernachlissigung des

Gliedes
D [Xadt.
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stens im Prinzip auch auf andere Fille iibertragen lieBe,
allerdings unter Bewilticung groBerer. mathematischer
Schwierigkeiten.

(8 9.) An den Gleichungen (10 bis 14) lassen sich be-
quem einige charakteristische Ziige studieren, welche fiir
molekulare Phinomene allgemeinere Bedeutung besitzen.

Bekanntlich hingt nach Boltzmann die Wahrscheinlich-
keit eines Zustandes (das ist die relative Hiufigkeit des Vor-
kommens des[430]selben innerhalh auBerordentlich langer
Zeit) mit dessen Entropie durch die bekannte Beziehung zu-
sammen:

S=TF-log V.

Somit kann man in unserem Falle den Elongationen x
der Teilchen bestimmte Entropiewerte zuordnen, und zwar
nach Gleichung (14):

B a?

20 S — t % i " k J',)I
) = const. — ﬁ—cons,.——g(g .

Das Maximum der Entropie entspricht selbstverstind-
lich der Gleichgewichtslage x = 0.

Die vom Punkte x, ausgehenden Teilchen bewegen sich
nun im ersten Augenblick rein ,,Brownisch®, d. i. in Ueber-
einstimmung mit (1), also bewegen sie sich (annghernd) eben-
so wahrseheinlich im Sinne zunehmender wie im Sinne ab-
nehmender Entropie. Und dieser Satz gilt auch fiir jeden
beliebigen spiteren Zeitpunkt, da der Beginn der Beobach-
tungszeit natiirlich willkiirlich ist.

Handelt es sich aber um eine lingere Beobachtungs-
dauer, so ist fiir den weiteren Verlauf der Bewegung das Ver-
hdltnis der Anfangselonagtion x, zur mittleren Schwankung &
(16) maBgebend. Ist der Anfangszustand sehr ,,anormal®, das
heiBt, ist x, sehr groB im Vergleich zur mittleren Schwan-
kung & so sinkt die groBe Mehrzahl der Teilchen schon nach
kurzer Zeit unter den Anfangswert x, herab, das heiBt, sie
bewegen sich im Sinne wachsender Entropie. Denn die
GroBe des Zeitintervalles /¢, nach dessen Verlauf beispiels-
weise fiinfmal so viel Teilchen sich unter x, befinden, als
tiber x,, wird durch die Bedingungsgleichung fir 4¢ defi-
niert sein:

21) [ W adtds=5 T W (@24 tda.
— @ g . Xo
Das Binsetzen der Ausdriicke (10) ergibt fiir 4t die
Beziehung: [38]
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o E\D
&
=5 )

EXDE
By ol
2o

[431] wobei z eine reine ZahlengroBe bedeutet. nidmlich die

Zahl, welche der Gleichung

2
OF e 9
— / e I =
er 3 3
0

geniige leistet, das ist ungefidhr: z = 0,655.

Handelt es sich also um sehr anormale Anfangszustdnde,
so findet man durch Reihenentwicklung des Logarithmus den
Ngherungswert:

29) At (ff)g,
P .TO

welcher zeigt, wie sehr jenes- ,,Verzogerungsintervall® 4 ¢

mit Zunahme des Abnormalititsverhiltnisses (x,/& abnimmt.

Ist jedoch der Ausgangspunkt innmerhalb des mittleren
Schwankungsbereiches & gelegen, so daB

%9< z1 2

ist, so hat die Gleichung (21) keine Losung fiir 4%, denn
dann ist iiberhaupt keine Tendenz zur Entropiezunahme vor-
handen, sondern es tritt im Gegenteil im Mittel eine Imntro-
pieabnahme ein.

In direkter Weise zeigt auch die Gleichung (13), daB
das Quadratmittel der Elongationen der Teilchen mit der
Zeit zu- oder abnimmt, je nachdem der Ausgangspunkt inner-
halb oder auBerhalb des mittleren Schwankungshereiches
gelegen ist, und daB es sich asymptotisch dem Werte &2 ndhert.

(8 10)) Es ist somit klar, daB derartige Vorgidnge in desto
hoherem Grade den Charakter der Irreversibilitidt annehmen,
je abnormaler der Anfangszustand ist. Auch der Vergleich
der Gleichungen (11), (13) lehrt, daB die molekularen Schwan-
kungen gar nicht in Betracht kommen, wenn X, sehr groB
ist im Verhéltnis zu & indem sich dann alle Teilchen fast
genau nach der gewohnlichen Reibungsformel.

d B—gpe b1

[432] bewegen. Natiirlich ist diese Irreversibilitéit nur schein-
bar, da wir gesehen haben, daB in jedem Moment die beiden
Bewegungsrichtungen gleich moglich sind, und da wirklich
immer eine dureh (10) genau angegebene Wahrscheinlich-
keit zur Erreichung eines beliebigen Zustandes von einem
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beliebigen Ausgangspunkt besteht, daher auch die urspring-
liche Lage in geniigend langen Zeitrdumen wieder erreicht
wird.

An anderer Stelle!) habe ich, an die (dort ohne Beweis
angegebenen) Formeln der §§ 6, 7 ankniipfend, gezeigt, wie
man sogar zu einer Schitzung der ,,Wiederkehrzeit® eines
stark anormalen Zustandes gelangen kann. Fiir die GriBen-
ordnung derselben fand ich den Ausdruck: [39]

)
T:@EG% E !
B8 @

dessen kolossales Anwachsen mit Zunahme der Abnormalitit
begreiflich macht, warum in der Praxis die Wiederkehr
stark abnormaler Zustinde nie beobachtet wird.

(§ 11.) Die prinzipielle Reversibilitit aller derartigen
Vorginge kommt auch darin zum Vorschein, daB dieselbe
Formel (10) ohne Zeichenwechsel auch fiir umgekehrte Zeit-
folge gilt, indem sie nimlich die Wahrscheinlichkeit bezeich-
net®), daB ein Teilchen, welches sich momentan in x, auf-
halt, sich vor der Zeit f im Bereiche

... x+dw

23)

befunden habe.

Bs folgt dies unmittelbar schon aus der Betrachtung des
statistischen Gleichgewichtes der den stationdren Zustand
charakterisierenden Bewegungsvorgidnge. Aber es 14Bt sich
das noch in folgender spezieller Wieise erliutern:

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen eines derarti-
gen; lange Zeit sich selbst {iberlassenen Systems sich im

Bereiche

Wiginie r—{— dx
befinde, betrigt nach Analogie mit (14)
B xy?
- = R O
W (2g) d g — ]/ > ui - e dxy,

. Das Produkt dieses Ausdruckes und des Ausdruckes (10),
niamlich

1) Vortrag iiber: ,Giiltigkeitsgrenzen des zweiten Hauptsatzes der
Wiirmetheorie im Gdottinger Vortragszyklus, April 1913; Vortrige iiber
die kinetische Theorie der Materie und Elekfrizitit, Leipzig,I ’I‘eubner,’
1914, { SR
2) Als Wahrscheinlichkeit konnen wir dabei. den Prozentsatz der
giinstigen Xéalle definieren, welcher sich wihrend #HuBerst langer von
auBen nicht gestorter Vorgangsdauer einstellen wiirde.
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24) W (o) W (20, ) d 2 d 0
_,’i:c2—2mxoe“/"t—[—;x02
e 8 =) 1 =2

dadxy

Far _““;6
/ SO0
2w Dl b—p it
bezeichnet somit die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen
sich anfangs im Bereich
e A,
und daB es sich zu einem um ¢ spidteren Zeitpunkt im Be-
reiche
By
aufhalte, oder was dasselbe heilit: daB es sich anfangs in x
befinde und zu einem um ¢ fritheren Zeitpunkt in X, befun-
den habe.
Dividiert man also jenen Ausdruck durch (14), so folgt
B [900—~9(:e‘/“]2
7 =2 e
],‘ B = 2D1—e Y dy
oA Dl e ot

als Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen, welches sich in x
befindet, sich vor der Zeit ¢ in

X X oy,

aufgehalten habe. Werden x und x, vertauscht, so folgt
daraus eben die zu beweisende Behauptung. Selbstverstind-
lich setzt sich die stationdre Verteilung (14) aus lauter nach
dem Schema (24) verlaufenden Elementarvorgiangen zusam-
men und sie ergibt sich tatsdchlich aus jenem: Ausdrucke
durch Integration nach x, zwischen den Grenzen —CO und
+ oo [40].

[434] Was iibrigens die Bewegungsvorginge innerhalb des
mittleren Schwankungsbereiches anbelangt, so kommt in den-
selben auch jene scheinbare Irreversibilitit des § 10 nicht
zum Vorschein, und die Vorgidnge haben einen der gewohn-
lichen Brownschen Bewegung verwandten Charakter.

Darin scheint mir. eben das Hauptinteresse dieses Bei-
spiels zu liegen, daB man an demselben zum erstenmal Ge-
legenheit hat, den graduellen Uebergang von scheinbarer
thermodynamischer Irreversibilitit zur regellosen Molekular-
bewegung im Detail zu verfolgen.

Analog wetrden sich auch' z. B. Gummigutteilechen ver-
halten, welche der Schwere folgend, sich vorzugsweise in der
Nihe des GefiBbodens aufhalten miissen. Fiir diesen Fall
haben bekanntlich Perrin und dessen Mitarbeiter die mit
der Zeit sich einstellende stationdre Verteilung (entsprechend
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der Gleichung (14) unseres Beispieles) experimentell studiert
und haben deren Uebereinstimmung mit der allgemeinen theo-
retischen Formel (15) nachgewiesen. Die Ableitung der For-
mel, welche unserer (10) entsprechen wiirde, st6Bt jedoch in
diesem Falle auf groBere rechnerische Schwierigkeiten wegen
der durch den GefiBBboden bedingten Diskontinuitit, und
sind auch experimentelle Untersuchungen hieriiber noch aus-
stindig [41]. Weitere Aufschliisse beziiglich dieses Punktes
hoffe ich in Zukunft erbringen zu konnen.




III.

[2381] Studien (iber Molekularstatistik von Emul-
sionen und deren Zusammenhang mit der
~ Brownschen Bewegung.
Von M. von Smoluchowski

Aus den Sitzungsherichten der Kaiserl. Akademie der Wissen-
schaften in 'Wien. Mathem.-naturw, Klasse; Bd. 123, Abt. 1Ta,
Dezember 1914, S. 2381—2405.

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. November 1914.)
I. Einleitung.

Bei der Untersuchung der molekularen Schwankungs-
erscheinungen, welche heute in der Molekularphysik eine so
wichtige Rolle spielt, handelt es sich meist um Probleme von
zweierlei Art:

Wenn wir in einem bestimmten Augenblick einen Para-
meter eines in thermodynamischem Gleichgewicht hefind-
lichen Systems ins Auge fassen, konnen wir nicht erwarten,
dall wir genau den der idealen Gleichgewichtsbedingung ent-
sprechenden Normalwert desselben vorfinden werden, sondern
jener Parameter diirfte je nach dem Zufall einen etwas groBe-
ren oder kleineren Wert besitzen; im Laufe der Zeit werden
fortwahrend unregelmiBig wechselnde Abweichungen vom
Normalzustand auftreten, wobei dieselben jedoch meist nicht
vie] iiber den Bereich der sogenannten . mittleren Schwan-
kung* hinausgehen werden.

Hinerseits konnen wir also nach dem allgemeinen Ver-
teilungsgesetze dieser Abweichungen fragen, das ist nach
der Wahrscheinlichkeit, daB in einem beliebigen Moment eine
gewisse Abweichung vom Normalwerte bestehe.

Andrerseits driangt sich aber auch die Frage nach der
zeitlichen Verinderlichkeit der beobachteten GriBe auf;
es [2382] wird sicH um die Wahrscheinlichkeit handeln, daB
der urspriingliche Parameterwert nach Ablauf einer bestimm-
ten Zeit eine gegehene Verinderung erfahre.

Die Probleme der ersten Art sind relativ einfacher Natur
und man kann auf Grundlage der statistischen Mechanik ein
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sehr allgemeines Gesetz angeben, welches die Verteilung der-
Abweichungen vom Normalzustand und der GriBe der mitt-
leren Schwankung in leichter Weise ermitteln 1:iBt, ohne daB
man notig hitte, in jedem speziellen Falle molekularstatisti-
sche Berechnungen anzustellen. Hierher gehoren heispiels-
weise die Forschungen iiber UngleichmiBigkeiten der Dichfe-
verteilung eines idealen Gases, iiber Verteilung von Emul-
sionsteilchen im Schwerefelde u, del. [42]

Dagegen ist die Frage nach der zeitlichen Verdnderlich-
keit der Abweichungen viel schwieriger zu lésen und erfor-
dert in jedem Einzelfalle die Anwendung entsprechender
molekularstatistischer Methoden. Von Problemen dieser Art
hat bisher iiberhaupt nur ein einziges Beispiel, die Brownsche
Molekularbewegung, eine erschopfende Behandlung, sowohl
in experimenteller, wie theoretischer Hinsicht erfahren,
Eigentlich bildet dasselbe aber einen durch seine Einfachheit
singuldren Spezialfall, indem sich dabei um die zeitlichen
Verschiebungen eines von keinerlei duBeren Kriften beein-
fluBten Teilchens aus seiner Anfangslage handelt, auf wel-
ches der Begriff der mittleren Schwankung im vorhin dar-
gelegten Sinne' gar nicht anwendbar ist.

Unter den eigentlichen Problemen der zweiten Art ist
bisher tiberhaupt nur eines theoretisch gelost worden?), nim-
lich die Frage nach der Brownschen Bewegung eines Teil-
chens, welches in einem molekularen Medium suspendiert
und iiberdies einer elastischen, in die Ruhelage zurtickwir-
kenden [2383] Kraft unterworfen ist: doch sind diesbeziig-
liche expérimentelle Untersuchungen noch ausstindig. [30]

Im folgenden soll nun’ die Losung' eines zweiten derar-
tigen Problems gegeben werden, welches ‘insofern inter-
essant ist, als bereits diesbeziigliche Beobachtungen vor-
liegen, an denen sich die Theorie zu einem gewissen Grade
erproben 14Bt.

Wir stellen uns nimlich die Aufgabe, die zeitlichen Aen-
derungen der Anzahl der Teilchen oiner Emulsion - zu be-
stimmen, welche sich in einem gegebenen Volum desselben
befinden. Diese Aufegabe schlieBt sich unmittelbar an jenes
Beispiel an, welches: sich unter allen Schwankungserschei-
nungen, durch groBte Hinfachheit auszeichnet und darum mir
bei den Untersuchungen iiber Schwankungserscheinungen im

M. v Smoluchowski, Bull, Acad. Cracovie, 1913, p. 418
dieses Béndchen Seite 25, im folgenden als (I) bezeichnet; ferner Gottinger
Vortrige, Teubner, 1914, p. 87, im folgenden als (II)- bezeichnet. An
erster Stelle ist iibrigens auch ein zweiter Fall besprochen, der jedoch
von etwas frivialer Natur ist. Die Brownsche Bewegung eines zwischen
Zwei parallelen Winden eingeschlossenen Teilchens,
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Jahre 1904 als Ausgangspunkt gedient hat, nimlich die Un-
gleichméBigkeiten der Verteilung der Molekiile eines idealen
Gasest).

Da wir die diesheziiglichen Resultate, welche sich mittels
direkter Anwendung von 'Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen,
ohne Zuhilfenahme der statistischen Mechanik, ableiten las-
sen, fernerhin benitigen werden, seien sie im folgenden kurz
zusammengefalt.

I, Sechwankungen der Teilehenzahl

Wiirde bei gleichmiBiger Verteilung der Molekiile eines
idealen Gases die Anzahl » auf das in Betracht gezogene
Teilvolumen entfallen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB sich
in demselben augenblicklich zufilligerweise eine Anzahl n
aufhalte, gegeben durch den Ausdruck

— v, n [44]
i Vi eats ey
) W () -
[2384] Wird » —» (1 -+ 9) gesetzt, so 1aBt sich im Falle einer
groBen Zahl » und kleiner 0 statt dessen die Formel
vd?2
i 2
() dJd = /l e dd
W (d)d ] = :

2)

anwenden, welche die Wahrscheinlichkeit einer zwischen 9
und J -+ dJd gelegenen Verdichtung bestimmt.

Hieraus findet man leicht, daB das Quadratmittel der
Verdichtung gleich ist dem reziproken Werte der Normal-
zahl : |
3) (”_”)2:5§:£ ,

v 4

und zwar gilt diese Formel sowohl unter Voraussetzung von
(2), wie auch unter der allgemeineren Voraussetzung von (1).

Tiir den durchschnittlichen Absolutwert der Verdichtung
habe ich die Formel angegeben:?)

opke—7
)

v

v

) M. v. Smoluchowski, Boltzmann-Festschrift, p. 626, 1904;
Ann. d. Phys., 25, 205, 1908; weitere Literaturangaben iiber dieses und
verwandte ‘Probleme: M. v. Smoluchowslki, Phys. Zeitschr., 13,
1069, 1912; Th. Svedber g, Jahrb. d. Rad. 10, 467, 1913; siehe auch
R. Lorenz und W. Eitel, Zeitschr. f. phys. Chem. 87, 293, 434,
| 1914; woselbst die Detreffenden Ableitungen der obigen Formeln (1)
% bis (4) sehr ausfiibrlich und verstindlich wiedergegeben sind. [43].
?) Siehe Th. Svedberg, Zeitschr, f. phys, Chemié; 73, 547, 1910.
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wo k die groBte ganze Zahl bedeutet, welche gleich oder klei-
ner ist als .

Anfianglich waren diese Resultate nur theoretisch be-
griindet, spiter wies ich darauf hin, daB die UnregelmiBig-
keiten der Molekiilanordnung, welche sich durch analoge, aber
allgemeinere Formeln auch im Falle nicht idealer Gase dar-
stellen lassen, durch’das Auftreten der Tyndallschen Opa-
leszenz experimentell erwiesen werden, die bekanntlich ins-
besondere in der Nihe des kritischen Zustandes deutlich
auftritt. [45]

Direkte experimentelle Bestiticungen der obigen For-
meln sind aber erst durch die Untersuchung Svedber s
an kolloidalen Lésungen und Emulsionen erbracht worder.
Bs ist ndmlich ohne weiteres klar, daB sich jene Ableitungen
und Formeln ebenso auf die suspendierten Teilchen einer
Emulsion oder kolloidalen Losung anwenden lassen, falls die-
selbe so verdiinnt ist, daB die Bewegungen der Teilechen als
voneinander unabhingig hetrachtet werden konnen, daB also
der osmotische Druck das Gesetz von Boyle-Charles
hefolgt.

Svedberg stellte seine Messungen in der Wiise an,
dafl er eine 24 dicke Schichte der Losung mittels eines ZeiB-
schen Spalt-Ultramikroskops beobachtete, indem er dieselbe
in dquidistanten Zeitintervallen (39 mal pro Minute) be-

leuchtete. Dabel war das Gesichtsfeld des Mikroskops mif-

tels einer passenden Blende verengt, so daf bei der Aufhel-
lung des Gesichtsfeldes gerade eine bequem ahbzihlbare An-
zahl von Teilchen sichtbar war. So wurde beispielsweise!)
fiir eine gewisse Goldlosung die nachstehende, 518 Finzel-
beobachtungen umfassende Zahlenreihe erhalten, mit welcher
wir uns im weiteren noch zu beschifticen haben werden:

1200020018241231021111311251110233133322111224221226122149 3
45241141311423100100421123128201111000111—2110013200000100
11000100028221002110000201001—3833122000231221024011102—12
22112231000110881110210110010108011312121010121111211—1000
32210123020121213211101100233122421100012030101002217344101
01002112211444421211440132123314813011222123310121111222412
231113322182110000410432012120011322231200—253212033233111
1002100220130113211312001013143221122112232344292 3032142153
220020214212323204311231200]314223452134110412322220221

Wie wir sehen, wechselt die Teilchenzahl sehr stark und
anscheinend ganz unregelmiBig, Doch geniigt sie tatsich-
lich den oben abgeleiteten Gesetzen, denn das arithmetische

) Svedberg, Existenz der Molekiile, 1912, p. 148; Zeitschr. f.
phys. Chemie, 77, 147, 1911.
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Mittel (die Normalzahl) betrigt » = 1,54, woraus nach (3)
die mittlere Verdichtung ]/’5‘5 :'173”40.803 folgen wiirde,
[2386] wihrend das tatsichliche Mittel ‘V/O;QZO,‘T% betragt.
Weiter sollten gemiB Formel (1) die Zahlen 7 mit der
nachstehend angegebenen relativen Hiufigkeit H, verteilt
sein, wahrend tatsdchlich die absoluten Hiufigkeitszahlen Z,
entsprechend = der relativen Hiufigkeit Hb, beobachtet
wurden :

1
0 1 2 j 3 { 4 5 } 6 [ 7
e 0,212 | 0,328 | 0,253 o,130§ 0,050 | 0,016 | 0,004 | 0,001
s 0,216 | 0,324 | 0,251 | 0,133 | 0,062 | 0,010 | 0,002 | 0,002

G0 [ani s g 1
Die Uebereinstimmung der theoretischen Werte H
mit  den beobachteten Werten H, 4Bt somit nichts

zu - wiinschen {ibrig, und zu analogen Resultaten ist
auch I1jin®) bei Untersuchungen von homogenen Gummi-
guttemulsionen gelangt. Bei groBerer Konzentration der Lo-
sungen hat dagegen Svedberg? systematische Abwei-
chungen vom Gesetze (1) und (8) konstatiert, aus welchen er
auf Abweichungen vom Boyle-Charlesschen Gesetze schloB,
ein Befund, welchem spidter von ‘Wiestgren auf andere
Weise ausgefiihrte Messungen widersprechen. Neuere Ar-
beiten von Costantin und Perrin bestitigen das Auf-
treten jener Abweichungen, jedoch erst bei weit groBeren
Konzentrationen, als Svedberg angah [46]. Die Unter-
suchungen iiber diesen Gegenstand sind noch nicht abge-
schlossen, doch ist diese Sache fiir den vorliegenden Fall
iiberhaupt gleichgiiltiz, da wir uns von vornherein auf ver-
diinnte Emulsionen beschrinken werden.

- ige aiesr o130

I, Theorieder zeitlichen Aenderungen.

Insoweit handelte es sich uns also nur um ein Schwan-
kungsproblem ‘der ersten Art. Was nun die zeitliche
Ver[2887]inderlichkeit der beobachteten Teilchen-
zahl anbelangt, so ist leicht begreiflich, daB dieselbe mit der

Y. B. Iljin, Zeitschr. f. phys. Chemie, 83, 592, 1913.

%) Th Svedberg, Existenz der Molekiile, 1912, p- 152 ff; Jahrb.
d. Rad., 10, 486 ff, 1918. — A. Westgren, Zeitsehr. f. phys. Chem.,
83, 151, 1913. — J. Perrin,; €. R:, 158, 1168, 1914, — R, Costanirn,
C. R., 158, 1171, 1341, 1914.
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Lebhaftigkeit der Brownschen Bewegung zusammenhingen
muB, da letztere eben jene Verinderungen hervorruft. Be-
siBe z. B. die Fliissigkeit eine griBere Zihickeit oder waren
die Dimensionen der Teilchen groBer, so daB die Brownsche
Bewegung entsprechend verlangsamt ware, so konnte statt
der obigen eine analoge Zahlenreihe auftreten, aber beispiels-
weise mit Verdopplung samtlicher Zahlen

11 22 00 00 00 22 00 00 1133 92 . . .

Die mittlere Schwankung }d2 und das Verteilungsgesetz
der Zahlen n wiirden ganz ungeindert bleiben, aber die Ver-
anderungsgeschwindigkeit wire halb so eroB. Tatsgchlich
hat Svedhberg!) auch solche Messungen angestellt, in
welchen die Zihigkeit von Emulsionen durch Zusatz von
Zucker u. dgl. erheblich vermehrt war; die Brownsche Be-
wegung ward dann sehr trige, aber der Betrag der mittleren
Schwankung blieb unverindert. Das ist ein experimentel-
ler Beweis, daB die absoluten Schwankungen und die zeitliche
Verdnderlichkeit voneinander weitgehend unabhingige Er-
scheinungen sind.

Um nun letztere einer Berechnung zuzufihren, kniipfen
wir am besten direkt an die Svedbergsche Versuchsanord-
nung an: wir denken uns aus der Emulsion eine horizontale
Schicht von der Dicke % optisch abgegrenzt, welche in glei-
chen Zeitintervallen beobachtet wird, und setzen voraus, daB
die Dicke % so klein ist im Verhiltnis zu den Horizontal-
dimensionen der Schichte, daB nur die Vertikalkomponente
der Brownschen Bewegung fiir die Verinderlichkeit der Teil-
chenzahl in Betracht kommt, somit das Problem eindimensio-
nal wird.

Nehmen wir nun an, daB in einem bestimmten Moment °
eine Teilchenzahl n in jenem Volum betrachtet wurde und
fragen wir nach der Wahrscheinlichkeit, daB zu einem um ?
[2388] spiteren Zeitpunkt eine um k groBere Teilchenzahl auf-
trete. Zur besseren Versinnlichung wollen wir uns jene
n Teilchen rotgefirbt, simtliche anderen schwarz vorstellen.

Dann ist klar, daBl die Zahl (n + k) auf % fache Weise zu-
stande kommen kann, entweder so, daB} gar kein rotes Teilchen
jenes Volum verlaBt, aber & schwarze von auBen eintreten,
oder daB ein rotes sich entfernt, aber (2 =+ 1) schwarze hin-

Y) Vgl z. B. Svedberg, Existenz der Molekiile, p. 169 ff. (1912).
Messungen, welche mittels Kardioid-Ultramikroskops angestellt werden,
* miiten wegen der begrenzenden Winde eine geringere Verinderlichkeit
der Teilnehmerzahlen ergeben und erfordern eine etwas abweichende
Berechnungs$weise,
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eingeraten, oder daB zwei rote sich entfernen und (& 2)
schwarze eintreten usw.

Da nun die Teilchen analog den Molekiilen eines idealen
Gases vorausgesetzt werden, welche aufeinander keine Krifte
ausiiben, so ist der Ein- und Austritt eines jeden derselben
ein vom Aufenthalte der iibrigen Teilchen unabhingiges Hr-
eignis. Bezeichnet man also die Wahrscheinlichkeit fiir
Austritt von i Teilchen mit 4; die Wahrscheinlichkeit fiir
den Bintritt analog mit E; so wird die 'Wahrscheinlichkeit,

daB nach Ablauf des Zeitintervalles ¢ eine Vermehrung der
Anfangszahl n um k Teilchen eintritt, gegeben durch

i=n
5) W (- k)= 2 s
i—o0

in ahnlicher Weise erhdlt man die Whahrscheinlichkeit fiir
eine Verminderung der urspriinglichen Anzahl um % Teilchen
i=n

6) ' Wn(—k):EAiEi#k‘
i=k ;

Nun handelt es si¢h um die Ausdriicke fiir die A, E Glieder.
Um diese zu finden, miissen wir auf die Formeln der gewohn-
lichen Brownschen Bewegung zuriickgreifen, da diese die
Utrsache fiir die Wanderung der Teilchen bildet. GemiB den-
selben ist die Wahrscheinlichkeit, daB im Laufe der Zeit ¢
eine Verschiebung im Betrage von & .. £+ dé in der X-Rich-
tung erfolgt, gegeben durch einen dem Fehlergesetz analogen
Ausdruck: [22]
&
7 orE————
: 2\ T Dt .
[2389] wo D den Diffusionskoeffizienten der Teilchen bedeu-
tet, welcher mit dem Quadratmittel der in der Zeit t er-
reichten X Verschiebungen mittels der bekannten Formel zu-
sammenhangt
D s o HO i

8) (m——m0)2:2‘Dt="’N"3—nﬂa'

in welcher « den Zihigkeitskoeffizienten des Mediums, ¢ den
Radius der Teilchen bedeutet.

Wenn nun ein einziges rotes Teilchen sich in der
Sehichte h befindet, so sind alle Abszissen von x=0 bis
% — h tiir den Aufenthalt desselben gleich wahrscheinlich und
die Wahrscheinlichkeif fiir eine Lage zwischen X. Loxadx
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Qs ;
betrigt T Somit wird die Wahrscheinlichkeit fiir den Aus-

tritt jenes Teilchens aus der Schichte h, nach der einen oder
der anderen Seite hin, gegeben sein durch [47]
2
o=

/ 4 Dt
oofe Par
hVﬂDt - -

Mittels partieller Integlanon nach x l4Bt sich dieses
Doppelintegral umgestalten in

9)

B
2 e 4
10) P=1_~_/ ?/dy+ o
Vz ﬁV ]
wobel zur Abkiirzung
= h
ﬂ—QVﬁ

gesetzt ist.

Nebsthei bemerken wir, daB man zu dieser Formel auch
auf ganz anderem Wege gelangen kann, indem man sich
- statt des einen iiberall in der ganzen Schichte f gleich wahr-
scheinlich anwesenden Teilchens eine Substanz denkt, welche
jene Schichte anfangs gleichmiBig erfiillt und im Laufe der
Zeit, nach MaBgabe eines Diffusionskoeffizienten D, in die
duBere Fliissigkeit hinausdiffundiert. [48] :

[2390] Die zur Zeit ¢ herrschende Verteilung jener Substanz
ist in diesem Falle

far O<x<h
_ (g
1 r 4 Dt
= = i,
1 21/91046 -
firh <a<©
(x—&)?

1 X h~—l‘x ) g
= = d Ef.
2V Dt e &

0 o E
Daraus folgt fiir den Gradienten an der Oberfliche x = h:
h2

lau[ i 1 [1 : 4Dt}

9z|, 2Y=Dt

und fiir den Bruchteil jener Substanz, welcher im Laufe der
" Zeit ¢t aus dem Bereiche der Schichte beiderseits nach auBen
hinausdiffundiert, ergibt sich

12)
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it
= S fou
13) PegD| k| g
IIG)S In
0

was sich nach HEinsetzen von (12) leicht auf den obigen Wirt
(10) zuriickfiithren 1:4Bt. [49]

Ist nun im betrachteten Raume / anfangs nicht eines,
sondern sind 7 rote Teilchen anwesend, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB gewisse davon, in der Anzahl i, den Raum
verlassen, die {iibrigen (n—i) aber in demselben verbleiben,
bestimmt durch

_PZU ~P] 714—[.
Ist uns die Individualitit jener Teilchen gleichgiiltig, so
haben wir diesen Ausdruck moch mit der Anzahl der Kom-
binationen 74) zu multiplizieren und erhalten hiermit fiir

die Wahrscheinlichkeit, daB die Anzahl der roten Teilchen
sich durch Awustritt von i derselben vermindert:

14) Al.:(?;) Pale e

[2391] Zur Probe verifizieren wir die selbstverstindliche Be- -

bauptung, daB der Austritt einer beliebigen Anzahl, inner-
halb der Grenzen 0,7n gewil} ist:

15) 2 A —[P+a—P) T

Auch erscheint es leicht verstindlich, daB sich die mitt-
lere im Verlauf jener Zeit austretende Anzahl als Produkt
der urspriinglichen Anzahl und dem Bruchteil P ergibt

n

: = =7
16) >id—L[Pet(1—B];_ —nP.
L=0

Bisher hatten wir die urspriingliche Anzahl der roten
Teilchen n als von wvornhersin gegeben betrachtet, Wenn
man aber diesheziiglich dem Zufalle freies Spiel 14Bt, so gilt
im Falle eines stationdren Zustandes fiir die Wahrschein-
lichkeit der Anfangszahl n die Formel (1). Hiermit kann
man berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir den Aus-
tritt von m Teilchen in der Zeit f erwarten konnen, falls uns
die urspriinglich zur Zeit £ =0 vorhandene Anzahl n nicht
gegeben ist:

00,

e—qun’

— % i
D i = > - L n
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e’ pmpm {1 i az(l— P) - »2(1 —P)2+ »5(1— P

m ! 21 3!
. —7eP", 1(1—P) _eP™ P,
B T ml

Die Sache verhilt sich also derart, als ob das Volum P
einer durch die mittlere Molekiildichte » charakterisierten
Substanz aus dem betreffenden Raume durch Diffusion aus-
getreten ware. Dann wiirde die Formel (1) tatsdchlich den
obigen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit ergeben, daB das
ausgeschiedene Volum P gerade m Molekiile mit sich gefiihrt
habe. ,

[2392] Nun erledigt sich auch die Frage nach der Wahr-
scheinlichkeit des Bintritts von m (schwarzen) Teilchen ohne
Schwierigkeit. Denn infolge unserer Grundannahme ist die
Wahrscheinlichkeit des Hintrittes derselben ganz unabhingie
von der Anzahl n der etwa bereits im Raume A vorhandenen
(roten) Teilchen. Daher muB sie so groB sein wie im Falle
eines statistisch stationiren Zustandes und da ist sie offen-
bar mit der eben berechneten Austrittswahrscheinlichkeit A m
identisch — da im alleemeinen Durchschnitt der Vorgang des
Ein- und Austrittes gleichberechtigt ist. Somit haben wir:

m !

Hierdurch nehmen, mit Hinzuziehung von (14), dis von uns
gesuchten Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit siner Zu-
oder Abnahme der urspriinglichen Teilchenzahl (5), (6) die
endgiiltige Gestalt an:

W (k) —e P Y (n (1 B¢ - m pre, pym ok
p 2 [T

m=n
18) (_A)—e“”’2< )(1~[))"—"‘pm(wp)m £

(m—h)!

Wir werden spiiter sehen, wie man sich die systematische
Berechnung dieser komplizierten Rechenausdriicke erleich-
tern kann., Vorerst nehmen wir aber eine weitere Aufgabe
in Angriff, welche zu einer iiberraschend einfachen Losung
fiihrt: wie groB ist fiir eine gegebene Anfangszahl n das
durchschnittliche Quadrat der im Zeitraume £ vor sich gehen-
., den Aenderung? o

Offenbar ist diese GroBe, welche wir mit 4,2 bezeichnen
wollen, der Definition entsprechend, gleich

Ostwalds Klassiker 207. 4
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n oon
Az 2 72 W (— k) 2 2 Wi (- F)
‘ e '

k=1
[1293] Einsetzen der Ausdriicke (18) und Cirdnen nach Poten-
zen von ¥ ergibt hieraus [50]

19)
e & py . .
ig=, N 2( L e e s
m - W=
m=o t==10

Die Summierung nach i laBt sich ausfiihren, wenn man be-
merkt, daB

D e Be "

ist, woraus durch entsprechende Differentiation erhalten
wird:

S‘( - .)(n—m—i)ZP”‘i(l—-—P)i

i\ — 1

20) d{”d{@P%+G~PW”‘
= 1

— =
dx dx 2

=nn—1)P2—n@m—1) P+ m2.

Sodann konnen auch die Summationen nach m ausgefiihrt
werden, indem man beriicksichtigt, daB die Formeln gelten:

[0} i £ m
21) E w B S BE e
S ’ =R v
m:l(m 1)! m:l(m 1!

Auf diese Weise geht der obige Ausdruck (19) iiber in
die einfache Formel:

22) /Tn?: P2(n—v2—n]-f(nt-»)P.

Dies ist also das Quadratmittel der im Laufe der Zeit ?
stattfindenden Aenderung, falls die urspriingliche Teilchen-
zahl n betrigt.

Wird aber die anfingliche Zahl n unbestimmt gelassen,
so gilt fir die Wahrscheinlichkeit derselben im Falle eines
stationdren Gleichgewichtszustandes wieder die Formel (1)
[2394]. Dann erhilt man fiir das allgemeine Quadratmittel
der zeitlichen Aenderung, unter abermaliger Beniitzung von
(21), die Endformel; [51]

@

— pllerarit :
23) 2= E 2 =P
4 n! i
=

Zu demselben Resultate fiihrt iibrigens auch eine etwas
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abweichende Berechnungsmethode, indem man nimlich zu-
erst mittels (18), (1) die allgemeine Wahrseheinlichkeit fiir
einen Zuwachs um &k Teilchen, von einem unbestimmten An-
fangswerte aus, berechnet. Sie ergibt sich zu

— 22 P X n-+ k N\
: Sl
(m+E)! n!
und dieselbe Formel gilt auch fiir eine Abnahme von

k-Teilchen.
Daraus erhidlt man durch eine weitere Summierung

24) W (4 k) =

a
25) 2 =2 2 B2 W(F) ,
n—1
was den obigen Wert ergibt?),
Da tibrigens, der Formel (8) gemiB, das Quadratmittel
der allgemeinen Schwankung gleich ist der mittleren Teil-
chenzahl », so kann man statt (23) auch schreiben?):

72
26) g
(n—w»)2
[2395] Werden also in der. Svedbergschen Zahlenreihe die
Differenzen der aufeinanderfolgenden Zahlen gebildet, so
ist das durchschnittliche Quadrat derselben gleich der
GroBe 42 das durchschnittliche Quadrat der Differenzen der
Zahlen von dem Mittelwert » ist dagegen gleich (@ — #)2 und
das Verhdltnis dieser beiden GroBen soll unserer Theorie
gemal gleich sein dem doppelten Betrag des Diffusionsfak-
tors P, welcher sich nach Formel (10) aus dem der Brown-
schen Bewegung entsprechenden Diffusionskoeffizienten D
berechnen 14Bt,
Bei dieser Gelegenheit sei auch noch die ,durchschnitt-
liche, in gewisser Zeit erfolgende Verinderung® der ur-
spriinglichen Teilchenzahl angefiihrt, welche sich auf &hn-

1).Die Sumierung kann man nach passender Anordnung der
Glieder mittels der Formel bewirken.

e _ e
év{xéx(~-)Jlx:1:ff2+(k—z>2%+(k—2)e%+. -

Ty )+0+<1>°(,+1),+(2> M_2),+ =

) Moglicherweise liefe sich die Formel in dieser Gestalt auch
fiir konzentrierte Eniulsionen verallgemeinern, bei denen Abweichungen
vom Gesetz (3) stattfinden. [52]
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liche, aber etwas einfachere Weise wie die GroBe 4,.° ermit-
teln 14Bt.
Man erl dlt namh(h [53]

2 I — Ek W+ ky— 2 kW, (—k)=(—n)P.
k=0 k—10

LaBt man dabei simtliche Anfangszahlen n nach MaB-
gabe ihrer Héiufigkeit wahrend des stationdren Zustandes zu
und nimmt aus den entsprechenden An das Mittel, so mubB
dies natiirlich Null erg'ebeu:

Z g

Bevor wir zur Priifung unserer Resultate an dem derzeit
zur Verfiigung stehenden Beobachtungsmaterial iibergehen.
seien noch einige allgemeinere theoretische Bemerkungen
eingeflochten. Interessant ist es namlich, die Analogie zu
verfolgen, welche zwischen dem jetzigen und dem frither von
mir behandelten Beispiele besteht, das die wahrscheinlichen
Lagendnderungen eines gleichzeitie unter dem EinfluB der
Brownschen Bewegung und einer elastischen Kraft stehen-
den Teilchens betraf.

Diese Analogie zeigt sich vor allem in der Formel (27)
und jener F'ormel, welche die durchschnittliche Verschiebung
[2396] eines solchen Teilchens aus seiner Anfangslage X, be-
stimmt:*)

28) (=) = — (1 —e =11,

Es entspricht dabei offenbar die anfingliche Elongation
des Teilchens aus der Normallage X, dem Unterschiede zwi-
schen der Anfangszahl und der Normalzahl der Molekiile

—2). - Die durchschnittliche Aenderung der Konzentration
erfolgt hier somit laut (27) in voller Uebereinstimmung mit
der diblichen Diffusionstheorie, ebenso wie dort die durch-
schnittliche Lagednderung (28) sich identis¢h erwies mit dem
nach der iiblichen Theorie der .irreversibeln® inneren Reibung
zu berechnenden Werte.

Auch unsere Formel (23) und (26) hat ein vollstindiges
Gegenstiick in jenem Beispiele. Denn aus der Beziehung
29 (e—m)’=mi (=T P2 (g~ =201,
welche aus den Formeln (11), (18)*) jener Arbeit (beziehungs-

Y L. ¢, (D), Gleichung (11); 1.e¢. (II), Gleichung (17). Disses
Biindchen Seite 31.
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weise (17), (18)I1) folgt, erhalt man durch Mittelbildung iber
alle moglichen Anfangslagen:

30) (e— wp=2201—e 17,

womit wir unser jetziges Resultat (26) zu vergleichen haben.
Der Klammerausdruck spielt, wie wir eben gesehen haben,
dieselbe Rolle wie der Diffusionsfaktor P, wihrend das
Quadrat der mittleren Schwankung  (d. i. das Quadratmittel
der Hlongationen aus der Anfangslage) seiner Bedeutung
nach der GroBe (m— v)2? entpsricht (vel. (3). In beiden Fil-
len konvergiert das allgemeine Mittel der von einem beliebi-
gen Anfangszustande aus im Laufe langer Zeiten eintreten-
den Verinderungen gegen einen Grenzwert, welcher dem
doppelten Betrag der mittleren Schwankung gleich ist.

Dagegen ist ‘die Analogie zwischen (x — )2 und =2,
(Gleichung (22) nicht mehr so vollstindie. Noch deutlicher
zeigt sich ein charakteristischer Unterschied zwischen der
grundlegenden Formel W, (+ k) und der entsprechenden
[2397] Formel®) fiir die Wiahrscheinlichkeit einer gewissen
Verschiebung von der Anfangslage aus. Im letzteren Falle
konnte man den Uebergang von vollstindig regelloser Mole-
kularbewegung in die gewoshnliche makroskopische, unter
EinfluB von Reibung und duBerer Kraft vor sich gehende Be-
wegung genau verfolgen. Fiir gentigend kurze Zeitrdume
fiel ndmlich jene Formel zusammen mit den fiir gewohnliche
Brownsche Bewegung giiltigen Ausdriicken und es waren fiir
einen jeden Anfangszustand im ersten Moment positive und
negative Verschiebungen (Zuwachs und Abnahme der Entro-
pie) gleich wahrscheinlich,

Auch hier zeigt sich, daB die Formeln (18) fiir den Grenz-
fall langer Zeitrdume infolge der Beziehung limP = 1 mit der
Schwankungsformel (1) identisch werden, und daB dann die
Aenderungen der Teilchenzahl eanz zufilliz, ohne Riick-
sicht auf den Anfangszustand erfolgen, was ja von vorn-
herein klar ist. Dagegen folgt fiir den entgegengesetzten
Grenzfall sehr kurzer Zeiten ¢ und dementsprechend kleiner
Werte P, daB ein anfanglicher TeilcheniibersechuB eine so-
fortice Abnahme wahrscheinlicher macht, ein anfinglicher
Teilchenmangel eine sofortice Zunahme.

Fiir kurze ¢, also groBe 8 ist namlich die Naherungs-
formel anwendbar:

9% 5 1
— 8 et
§/6 . dy = 77 {1———2—1—55—}— :

1) L.e, @), 10); 1. c. (IL), (13); dieses Bindchen Seite 31.




54 M. v. Smoluchowski

wodurch man erhilt:

31) e = e o DE

t=o ﬂ‘/n h Z

Iir kurze Zeiten geht also (18) iiber in [54]

32) lim W (+k>:e*“’(”—P~)k- Vimy W (—/b)~rvp( )Pk

n I n %
Offenbar sind diese Ausdriicke fiir 2= 2, 3,... verschwindend
klein gegeniiber den Wierten fiir k=1, also [2398] kommt
im ersten Moment iiberhaupt nur die Moelichkeit einer Aen-
derung um ein Teilchen in Betracht, was ja von vornherein
natiirlich erscheint. Nun ist aber

lim : Wn (—I— k) v

) Pt
also macht sich tatsichlich schon von allem Anfang an eine
Asymmetrie der (Wlahrscheinlichkeit fiir Zu- und Abnahme der
von der Teilchenzahl abhingenden Entropie bemerkbar, und
zwar entspricht sie einer Tendenz zur Ausgleichung des An-
fangswertes n mit dem Mittelwert.
: Der tiefere Grund davon liegt in einem wesentlichen
Unterscheidungsmerkmal zwischen dem jetzigen Beispiel und
dem friilher betrachteten. Wéihrend ndmlich in jenem die
Entfernung x eine stetige Variable ist, 1aBt die hier auf-
tretende ganzzahlige Variable n nur diskontinuierliche Ver-
gnderungen von endlicher GroBe zu. Man iiberzeugt sich
leicht, daB auch hier die Formeln IimW ,(+ k) und
imW , (—Fk) fiir den Grenzfall kleiner k identische Werte
ergeben wiirden, falls die Zahl & sich in stetiger Weise dndern
kounte. [5.)] Diese Betrachtungen erginzen also in gewissen
Punkten jene Ausfiihrungen meiner fritheren Arbeit, welche
sich auf die Giiltigkeitsgrenzen des zweiten Hauptsatzes be-
zogen; weitere Folgerungen, welche mit dem damals ent-
wickelten Begriff der Riickkehrzeit eines abnormalen Zu-
standes zusammenhéingen, mochte ich in einer eigenen Studie
niher auseinandersetzen. [56]

Uebrigens sei ‘bei dieser Gelegenheit noch ein weiterer
Unterschied hervorgehoben, welcher bei vielen hierher ge-
horigen Fragen eine wichtige Rolle spielt. Die Formeln fiir
die Brownsche Bewegung bestimmen nidmlich die Wahrschein-
lichkeit einer gewissen Verschiebung und der momentanen
Lage, ohne jede Riicksicht auf die Vorgeschichte des Teil-
chens'). In dem jetzigen [2399] Beispiele wire dagegen die

Y) In Wirklichkeit gilt die Unabhiingigkeit von der Vorgeschichte
nur fiir Zeitrdume, die eine gewisse untere Grenze (die Dauer der an-
nahernd; geradlinigen Bewegung) erheblich iiberschreiten.

-




o

Abhandlungen tiber die Brownsche Bewegung 515}

Formel (18) fiir die Wiahrscheinlichkeit, daB sich die Mole-
kiillzahl n um %k vermehre, nicht auf einen Fall anwendbar,
in welchem wir wissen, daB vor der Zahl n eine bestimmte
Zahl, z. B. (n+ 1), vorausgegangen ist. Diese Nachwirkung
der Wahrscheinlichkeit einer gegebenen Zahl ist ein Umstand,
welcher das jetzige Beispiel wesentlich kompliziert. [57]

IV. Experimentelle Priufung der, Theorie.

Nun schreiten wir zum Vergleiche unserer Theorie mit
dem derzeit bekannten experimentellen Material. Es kommt
diesbeziiglich nur die eine von Svedberg gegebene Zah-
lenreihe in Betracht, welche wir eingangs anfiihrten.

Um an derselben das SchluBresultat (23) zu priifen, bil-
den wir die Differenzen je zweier aufeinanderfolgender Zah-
len und nehmen das Mittel aus den Quadraten derselben. Dies
ergibt den experimentellen Wlert 42=—2,25.

Nun betrigt das arithmetische Mittel aller Zahlen » = 1,55,
also miiBte nach jener Formel der Diffusionsfaktor P = 0,726
betragen. Andrerseits kann diese GroBe mittels der Kor-
mel (10) berechnet werden, falls man den Diffusionskoeffizien-
ten D auf Grund der theoretischen Formel fiir die Brownsche
Bewegung (8) ableitet.

Unter der Annahme?)

n=0,0107, a — 19 uu, N— 6,06.1023

ergibt sich D = 1,04-10 — 7 und hieraus fiir A= 2, ¢ — 60/39
der Wert von #=10,25. Um nun P als Funktion von 8 zu er-
mitteln, habe ich mit Zuhilfenahme der Tafeln fiir das
Krampsehe Integral die nachstehende Tabelle zusammen-
gestellt:

o= 0,1 02 703 01°05 06 07 08 09 10
P = 0,944 0,888 0,833 0,780 0,729 0,680 0,634 0,591 0,551 0,514

Somit erhalten wir im obigen Falle den theoretischen Wert
P = 0,86, welcher also um ein Fiinftel groBer ist als der aus
den experimentellen Daten ermittelte. :

[2400] Da die zur theoretischen Berechnung dienenden
GroBen nur beiliufie bestimmt sind, kann man dies wohl
als eine ganz geniigend gute Uebereinstimmung ansehen; die
Differenz mag wohl auch darauf zuriickzufiihren sein, daB
Svedberg bei den mittels Keimfliissigkeiten hergestellten
Goldlgsungen eine Verlangsamung der Brownschen Bewe- -
gung bemerkte, was er durch Abweichungen der Teilchen von
derﬁ Kugelgestalt erkliart und was den Wert von P vermindern
miibte.

) Siehe Svedberg 1. c.




56 M. v. Smoluchowski

Abhingigkeit des 2-Wertes von der Liange des angewende-
ten Zeitintervalls beniitzt werden. Denn man kann sich bei-
spielsweise die Differenzen zwischen jeder Zahl und der
viertndchsten bilden, und aus den Quadraten derselben das
Mittel nehmen; so erhilt man den Wiert 42 fiir das Vierfache
des im friitheren Falle geltenden Zeitintervalles von 1/39 Mi-
nute. Er betrdet 42 = 280, was P = 0,90 ereibt. wihrend die
theoretische Berechnung P = 0,93 liefern wiirde.

“Nun kann man auch die grundlegenden Formeln (18)
priifen, indem man in denselben den experimentellen Wert
P = 0,726 einsetzt, andrerseits aber in der Svedbergschen
Zahlenreihe die Hiufigkeit des Vorkommens bestimmter
Gruppen je zweier aufeinanderfolgender Zahlen bestimmt. (
So kommt beispielsweise die Gruppe 10 vierziemal vor, divi-
diert man also 40 durch die Anzahl des Vorkommens simt-
licher Einsergruppen 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, welche 164
betrigt, so erhilt man die experimentelle Wahzrscheinlich-
keit, daB in jenem Zeitintervalle nach der Zahl 1 die Zahl 0
erscheine.

Was nun die Ausfiihrung der Rechnuneen mittels der
Formeln (18) anbelangt, so kann man sich dieselbe durch
eine leicht verifizierbare Rekursionsformel erleichtern. Be-
zeichnen wir ndmlich von nun an die Wahzrscheinlichkeit, daB
die Zahl m auf die Zahl n folge, mit W (n, m)Y), so gilt all-
gemein die Formel

@B Wlm)=PW n—1m)+1—P) W (n—1m—1)

[2401] Man braucht daher nur die Wahrseheinlichkeiten der
Nullgruppen explizite zu berechnen, welche hetragen:

W(0,0)=¢""P,

WO,1)=»Pe VP, : *
e IE 5p
35) WO ="2c"P,

i (1) P)3 Ty
1'1”(0,3)2——§—!—8 W
und findet dann die Wahrscheinlichkeiten der tibrigen Grup-
pen mittels einfacher Rechnung -nach der obigen Rekursions-
formel. In der ersten der naclistehenden Tabellen sind diese 5

1) Mit Beniitzung der fritheren Symbole miiBte man W (n,m) =W

(+ (m — nj) oder W (n, m) = W, (— (n — m)) schreiben, je nachdem m > n
oder m < n ist.
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mit Hilfe des experimentellen P berechneten Werte W an-
gegeben; in der zweiten die beobachteten, wie auch, dar-
untergesetzt, die theoretisch zu erwartenden Hiufigkeitszah-
len der verschiedenen Ambo-Gruppen. Dieselben erhilt man
aus dem W (n,m)-Werte, indem man diesen mit dem Pro-
dukt aus der absoluten Wahrscheinlichkeit des Auftretons der
Zahl n (laut (1) und aus der Gesamtzahl der Gruppen (= 512)
multipliziert. Dabei sind die Tabellen so eingerichtet, daB
die erste Vertikalreihe die vorangehende Zahl, die erste Hori
zontalreihe die darauffolgende Zahl der Gruppe angibt. So
ist also beispielsweise 0,112 der Wahrscheinlichkeitswert
W (1,3) und die Gruppe 13 kommt experimentell 17mal VOI.
wihrend die Rechnung 18mal ergeben wiirde.

I Relative Wahrscheinlichkeifswerte
W (nm) bei gegebener Anfangszahl n

m =

g 1 aabs o e T G
0,325 | 0,365 | 0,205 | 0,077 | 0,022 0,005 | 0,001
0,236 | 0,354 | 0,249 | 0,112 | 0,087 | 0,009 | 0,002
0,171 0,322 | 0,278 | 0,150 | 0,058 | 0,017 | 0,004
0,124 | 0,280 | 0,290 | 0,185 | 0,083 | 0,028 | 0,008
0,090 | 0,237 | 0,277 | 0,214 | 0,111 | 0,043| 0,013
0,065 | 0,197 | 0,274 | 0,234 | 0,139 | 0,062 | 0,021

O i QO D = O

[2402] " 1. Hiufieckeitszahlen der verschie-
denen Gruppen (nm).

m =

0 1 2 S B e s
Ao pdnaisaE s e qe e b G
86,40 403 -8 | g e
po40 LR do. a7 ol i 1l O
40 65 4 43 -39 Lore | Sol 0 g

g |19 fapiase el loe g il i
93 | 43 3y ae b omal il g
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Die Uebereinstimmung der beobachteten und berechneten
Hiufigkeitszahlen ist -wohl recht befriedigend zu nennen.
Das durch die Formeln (18) gegebene Bild der Veranderungs-
wahrscheinlichkeit der Teilchenzahlen stimmt mit Sved -
b er g s Experimenten so gut, als man dies bei der nicht sehr
groBen Anzahl von Beobachtungen und dem hierdurch ge-
steigerten HinfluB zufilliger Abweichungen nur erwarten
kann.

Bemerkenswert ist insbesondere die Verschiebung des
Maximums der Wahrscheinlichkeit bei gegebener erster Zahl
gegen hohere Werte der zweiten Zahl, mit Zunahme der erste-
ren.  Wienn die anfingliche Teilchenzahl Null ist, so diirfte
sehr wahrscheinlich nach Ablauf eines Zeitintervalls ein Teil-
chen oder gar keines auftreten. Ist aber die Anfangszahl 5,
so wird wahrscheinlich nicht die Zahl 0 oder 1, sondern 2
oder 3 nachfolgen. In gesteigertem MaBe miiBte dieser Ein-
fluB der vorhergehenden Zahl auf die nachfolgende, welchen
ich vorher als .wahrscheinliche Nachwirkung® der voraus-
gehenden Zahl bezeichnet habe, hervortreten, wenn die Dauer
der Beobachtungsintervalle verkiirzt oder die Schichtdicke &
vergroBert wiirde. Dagegen wiirde er ganz verschwinden,
falls die Intervalle [2403] erheblich linger, oder die Schicht-
dicke h viel geringer wire, oder endlich, wenn es sich um
eine Emulsion handeln wiirde, deren Teilchen eine weit
raschere Brownsche Bewegung aufweisen wiirden.

Auch unsere Formel (22) fiir 4,2 kann man mit Hilfe der
obigen Tabelle kontrollieren, indem man fiir jede Anfangs-
zahl n das Quadratmittel der Differenz in bezug auf die nach-
folgende Zahl ermittelt; man erhilt so die Resultate, welche
in der nachstehenden Tabelle zum Vergleiche mit den nach
Formel (22) berechneten zusammengestellt sind: '

n —

0 1 2. 8 | 4 5
Zz beobachtet 9299|1779 | 1,55 | 251 | 47 | 84
% berechnet 239 [148 | 1,68 | 2,83 | 508 | 8,39
b7

Svedberg gibt auBer der bisher besprochenen auch
noch eine zweite Zahlenreihe explizite an, welche sich auf
eine konzentriertere Gummiguttemulsion von etwas groBeren
Teilchen bezieht und entsprechend der langsameren Brown-

1) Wenn eine einmalige, wohl nur zufillige Beobachtung der Gruppe
17 ausgeschlossen wird, erhéilt man statt dessen /;% =1,55.
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schen Bewegung auch eine relativ kleinere zeitliche Ver-
anderlichkeit 42 aufweist. Unsere Formeln lassen sich aber
auf jenen Fall nicht genau anwenden, da in demselben wegen
der groferen Konzentration der Losung die Bewegungen der
Teilchen nicht mehr voneinander. unabhingig sind, ein Um-
stand, welcher in' der Abweichung der mittleren Schwan-
kung - vom theoretischen Werte (3) zum Vorschein kommt.
[46]. [58] :
V.. Theogretiseche Brocanzungei:

SchlieBlich sei noch eine Erginzung der Theorie er-
wahnt, welche manchmal zur praktischen Anwendung kom-
men konnte. Bei unserer ganzen theoretischen Rechnung hat-
ten wir ndm[2404]lich vorausgesetzt, daB die Emulsionsteil-
chen sich nur infolge der gewohnlichen Brownschen Bewe-
gung verschieben. Falls sich also iiber die letztere noch, bei-
spielsweise infolge der Schwerkraft, eine gemeinsame fort-
schreitende Bewegung superponiert, wird die zeitliche Ver-
anderlichkeit der Teilchenzahl vergroBert erscheinen,

Quantitativ kann man dies leicht in Rechnung setzen, in-
dem man einfach an Stelle der gewohnlichen Formel fiir
die Brownsche Bewegung (9) bei der Ermittlung des Diffu-
sionsfaktors P die Formel fiir Brownsche Bewegung im
Schwerefelde anwendet.*)

Auf diese Weise wird

0
C

36) pade d;r/e__4Dt s,

- %

wo v die gemeinsame fortschreitende Bewegungskomponente
bedeutet. Nach dhnlicher Rechnung; wie an der vorgenann-
ten Stelle, erhédlt man hieraus:

3 [ (h—otp (ot

1 ) yDt s
Pl VDl e
V”l h v
h—uot h+4vt
21Dt 21 Dt
_+"’{ / =1 dy [ o=V dy
- ot e
kYDt 2y Dt

) Vgl. z. B. M. v. Smoluchowski, Bull. Acad. Cracovie,
1913, p. 422, Gleichung (7). Dieses Biindehen, Seite 29.
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o) 00

f e— "V dy -+ / e—Y%dy
h—uwi h4wvt ]
2y D7 21D

Der EinfluB der fortschreitenden Bewegung hingt also
von dem Werte des Verhiltnisses vi/h ab; im Grenzfalle
groBer Geschwindigkeit v wird natiirlich P = 1, d. h. die auf-
einanderfolgenden Zahlen sind voneinander ganz unab-
hingig; [2405] fiir kleine Geschwindigkeiten verschwinden
die Glieder erster Ordnung in vi/k und es bleiben nur quadra-
tische und héhere Glieder iibrig, was begreiflich ist, da die
Richtung der Bewegung ohne EinfluB bleiben muB.

Eine Ueberschlagsrechnung zeigt, daBl diese Erscheinun-
gen bei den vorher besprochenen Versuchen Svedbergs
keine merkliche Rolle spielen. .

Hine weitere Erginzung der Theorie wiirde sich auf den
Fall beziehen, wo das beobachtete Emulsionsvolum eine an-
dere Gestalt besitzt als die einer planparallelen, beiderseits
freien Schichte. Dabei wiirden aber alle Ueberlegungen un-
verandert bleiben, nur der Faktor P wiirde einer Modifizie-
rung bediirfen, deren Ermittelung wohl rechnerische. aber
keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet. [49]

Zusammenfassung.

In der vorliegenden Arbeit werden Formeln abgeleitet,
welche es ermoglichen, die zeitlichen Aenderungen der An-
zahl der in einem gegebenen Volum befindlichen Teilchen
einer Emulsion quantitativ zu ermitteln, und der Vergleich
derselben mit der Svedbergschen Beobachtungsreihe ergibt
eine recht befriedigende Uebereinstimmung. Diese Erschei-
nung bildet ein Analogon zu der Brownschen Molekularbewe-
gung und hingt mit derselben auch formell zusammen, so daB
sich aus systematischen Beobachtungen jener zeitlichen Aen-
derungen indirekt die GroBe der ,.Brownschen Beweglich-
keit® bestimmen 14Bt. Abgesehen vom prinzipiellen Inter-
esse konnte somit diesem Phinomen auch insofern eine ge-
wisse praktische Bedeutung zukommen, als die direkte Mes-
sung der Brownschen Molekularbewegung mit groBen Schwie-
rigkeiten verbunden ist.



IV.

12631 Ueber ,,durchschnittliche maximale Abwei-

chungen“ bei Brownscher Molekularbewegung
und Brillouins Diffusionsversuche.

Von M. v. Smoluchowski.

Aus den Sitzungsberichten der Kaiserl. Akademie der Wis-
sensehaften in Wien, Mathem.-naturw. Klasse, Abteilung Ila,
124. Band, 1915, p. 263—276.

(Vorgelegt in der Sitzung am 29. April 1915.)

In dem Gottinger Vortrage iiber Giiltigkeitsgrenzen des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik') hatte ich behufs
Charakterisierung der bei ‘gewisser Beobachtungsdauer zu
erwartenden Ausnahmsfidlle den Begriff der innerhalb einer
gewissen Zeit eintretenden ,durchschnittlichen maximalen
Abweichung® eines molekularen Systemsaus einem Nor -
malzustande eingefiihrt. Dieser Begriff enthidlt in sich
eine doppelte Durchschnittsbildung, indem er ein Mittel dar-
stellt iiber eine Schar analoger Systeme; deren Anfangslagen
-nach dem Wahrscheinlichkeitsgesetze stationdren Gleichge-
wichtes®) verteilt sind und bei denen die jenem Zeitintervall
entsprechenden  durchschnittlichen Maximalabweichungen
ausderAnfangslagebeobachtet werden. Letzteres ist
also der einfachere Begriff, und darunter verstehen wir das
arithmetische Mittel der maximalen einseitigen Elongationen,
welehe bei wiederholten, jedesmal iiber jemen Zeitraum er-
streckten Versuchen auftreten. :

Nebstbei erwiahnte ich damals, daB im Falle gewchnlicher
Brownscher Molekularbewegung die durchschnittliche Maxi-
malelongation aus der Anfangslage merklich gréBer sei [264]
als die mittlere Elongation, und zwar daB das Verhiltnis die-
ser zwei GroBen wachse wie die Quadratwurzel aus dem
Logarithmus der Beobachtungszeit. Hierdurch angeregt, hat

1) Vortriige iiber die kinet. Theorie der Materie und Elektr.,
Teubner, 1914, p. 89.
2) Kurz gesagt: ,,Deren Anfangslagen kanoniseh verteilt sind.”
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Przibram?®) unlingst eine experimentelle Untersuchung
iber Maximalabweichungen — in etwas anderem Sinne des
Wortes — angestellt; der Unterschied besteht namlich darin,
daB wir die Maximalwerte in Bezug auf sdmtliche wihrend
der betreffenden Zeitstrecke auftretenden Elongationen bil-
den, wihrend Przibram unter Maximalwert den grioBten
unter den voneinander unabhingigen Werten versteht, welche
sich bei n-maliger Beobachtung einer dem GauBschen Fehler-
gesetz Gentige leistenden Erscheinung ergeben. Hierbei kon-
statierte Przibram empirisch die angeniherte Proportionali-
tat jener durchschnittlichen Maximalabweichung mit der Wur-
zel aus dem Logarithmus der Anzahl von Beobachtungen, und
von Hasenohrl wurde auch eine. gewisse theoretische
Begriindung dieser Regel gegeben. [59]

Nun habe ich aber bei nigherer Ueberlegung gefunden,
daB zwar bei einer gewissen Klasse von Féllen die maximale
Abweichung auch in der von mir gebrauchten Bedeutung
tatsdchlich proportional ist der Wurzel aus dem Logarithmus
der Beobachtungszeit, daB aber meine urspriingliche Angabe
unrichtig war, indem die diesbeziigliche Berechnung nicht
den Voraussetzungen entsprach, welche die gewohnliche
Brownsche Molekularbewegung charakterisieren.

Fiir dieselbe 14Bt sich im Gegenteil nachweisen, daB bei
langerer Zeitdauer die durchschnittliche einseitige Maximal-
elongation aus der Anfangslage zur mittleren Elongation in
einem konstanten Verhidltnis steht. Auf die iibrigen Aus-
fiihrungen jenes Artikels hat diese Berichfigung gar keinen
EinfluB; da aber die hier auftretenden Beziehungen auch in
anderen Problemen®) eine Rolle spielen, mag nun die Sache
[265] etwas ausfiihrlicher dargestellt werden, um so mehr, als
wir hierdurch auch in den Stand gesetzt werden, eine inter-
essante experimentelle Arbeit von B r illouin einer kriti-
schen Analyse zu unterziehen.

Die Brownsche Molekularbewegung 148t sich bekanntlich
mit einem Gliicksspiel vergleichen, bei welchem in. gleichen
Zeitintervallen eine zufillige, positive oder negative, Ver-
schiebung  in der Richtung der X-Achse stattfindet. Die
X-Projektion der in gewisser Zeit erlangten Gesamtverschie=
bung ist dann gleich dem UeberschuB3 der positiven iiber die
negativen KEinzelereignisse.

) K.Przibram,Phys. Zeitschr., 15, 766, (1914).. Es ist dies eigent-
lich eine empirische Konstatierung einer allgemeinen, rein mathema
tischen Regel, “~welche zufilligerweise gerade bei dem auf Brownsche
Bewegung beziliglichen Zahlenmaterial wvorgenommen wutde. In. der
vorliegenden Arbeit handelt es sich dagegen um Auffindung gewmsu‘
physikalischer Beziehungen.

: %) Siehe die folgende Arbeit. Seite 73,
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Es entsteht also die Frage: Wlenn die Wahrscheinlich-
keiten fiir ein positives oder negatives Hinzelereignis gleich
eroB sind, wie groB ist dann die Wiahrscheinlichkeit, daB
innerhalb von m Wiirfen der MaximaliiberschuBl n- auftritt?
Behufs Beantwortung derselben gehen wir schrittweise vor,
indem wir vor allem erwigen:

1. Wie grof die Wahrscheinlichkeit @,, ist. daB der
positive UeberschuB n zum ersten Male beim m-ten
Wuzrf auftrete, d. h. daB er wohl heim m-ten Wurf, aber
bei keinem der vorangehendem m—1 Wiirfe aufgetreten sei.
Durch sukzessive Berechnung der betreffenden a,,; fir zu-
nehmendes m bei festgehaltenen n—=1.2.3... und durch Ein-
ordnung derselben in ein nach Art der Tafel der Binomial-
koeffizienten aufgebautes Schema erhalten wir das nach-
stehende Bild: [60]

n — 1 2 3 4 5 6 g 8 9
m—=1 o

2 1/4

3| s Y

4 2/16 116

51 2z 339 Yso

6 /64 46y e

7| Slg 9108 5128 Y128

8 Lo56 /056 6/o56 1o56

9| /5, /510 20/510 /513 Ys1o

[266] Wie man sieht, ist das rekursive Bildungsgesetz der
Koeffizienten a,,, etwas dhnlich wie jenes der entsprechen-
den Binomialkoeffizienten und so wird man auf die zahlen-

. . . B os G 7l YAt
méBige Beziehung gefiihrt, daB erstere cleich dem om Teil
2 Wy
der letzteren sind.

Die Wahrscheinlichkeit @, daB der positive Ueber-

schuB} 7 zum erstenmal beim m-ten Wurf auftrete, betrigt so-
mit:

i m
1) @y =
el L it

Im Spezialfalle fiir n = 1 habe ich diese Formel, welche dann
die (von m =3 an brauchbare) Gestalt annimmt: [61]
T e :

m T3 A.6.8... (m—1) m1
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bereits in dem vorerwihnten Gottinger Vortrage (p. 114) be-
nutzt, um zu zeigen, daB die zur Erreichung eines gewissen
Ueberschusses durchschnittlich erforderliche Zeit unendlich
groBf ist.

Weiter findet man hieraus: '

2. Der durchschnittliche Betrag, daB beim m=ten Wurf zum
erstenmal erreichten Ueberschusses betrigt: [62]

n=m
- Z 1
0) nanm:—g,
n—1

3. Die Wahrscheinlichkeit, daB beim m-ten Wurf irgend-

ein vorher noch nicht erreichter UeberschuB auftrete, be-
tragt: [63]

n=m
a5 ) . :
) Z;”nm‘ Shian L
—
=1

2 anmzél 3254 6 8(mm ) fiir geradzahlige m
~— : 8

[267] Diese Ausdriicke sind also fiir ein gerades m und die

darauf folgende ungerade Zahl gleich groB.

4. Falls im ganzen m Wiirfe gemacht werden, handelt es
sich nun um die Wahrscheinlichkeit b, .+ daBf ein Maximal-
iiberschuB n beim k-ten Wurf auftrete. Dieselbe ist offen-
bar gleich dem Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, daB beim
k-ten Wurf ein vorher noch nicht erreichter UeberschuB n
auftrete, mit der Wahrscheinlichkeit, daB derselbe bei den
nachfolgenden (m—k) Wiirfen nicht iiberschritten werde. In-
dem man letztere aus (2) berechnet, erhilt man so den (fiir
ungerade (m—=~k) giiltigen) Ausdruck: [64]

- S L R
. ek Ik 0T 0 g 6T e
1.8.5....(m—Fk—2) 1 w

| 246 . m—k—D)m—Fk-F1|

5. Nun wird die Wahrscheinlichkeit 4, ,daB bei m Wiir-
fen irgend einmal ein MaximaliiberschuB3 n auftritt, durch
Summierung der Ausdriicke b, nach den k erhalten:

k=m -
dym= 2 by ke

k=n

Durch Ausfiilhrung der Berechnung iiberzeugt man sich, daB
sie betrigt:
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fir n=m g i
7;:m—~1} "m——(o)Qm ]l

n=m—2 m\ 1

5) nv_::mw?)} A’””:<1)"§”’

—
n=—m ﬂ} Anm:<m>
n=m—2>5 2

Dieselben Ausdriicke ergeben sich iibrigens auch in an-

—;—m usw, J

k=m
derer Weise, indem man beriicksichtigt, daB E a, die Wahr-
k=n

scheinlichkeit bedeutet, daBl innerhalb der ersten m Wiirfe
[268] ein vorher noch nicht erreichter UeberschuBl n erhalten
werde. Falls nun der betreffende Ueberschuf3 bis zum m-ten
Wurfe noch nicht weiter auf n+ 1 wichst, muB er wieder ab-
nehmen (resp. stationdr bleiben), erhilt also den Charakter
eines Maximaliiberschusses.
Somit wird:
k=m Ki—=int
L= Onp = Dty
k=n k—=r-1 1
was die gleichen Werte ergibt, wie die obige Ableitung.
6. Somit erhilt man den durchschnittlichen Wert des bei

m Wiirfen auftretenden positiven Maximaliiberschusses E
(wobei negative Ueberschiisse als Null angesehen werden):

m—m
Shsas
Iamh- E "’Anm'
=il

Beschrdnken wir uns zur Vereinfachung der Schreibweise
auf gerade m, so wird ‘dies:

L 1 m m

B { () [on - 00— 1| 4 (7)) [im =2+ o —3)]

m

e R

Vergleichen wir nun damit den Durchschnittswert des
gewohnlichen Ueberschusses, welcher beim m-ten Wurf zu-
stande kommt. :

Bekanntlich ist die Wahrscheinlichkeit der Erlangung
eines Ueberschusses n beim m-ten Wurf gleich:

ik ™"
sl [65]
2

Ostwalds Klassiker 207. 3
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[269] Somit ist der durchschnittliche Absolutbetrag des beim
m-ten Wurfe auftretenden Ueberschusses (im Falle gerad-
zahliger m):

D 1o (5o =afi)eo(3)e

:Q_rﬁ?l
2< m )]
He m_y |
Die Differenz der beiden Ausdriicke wird also:

B 03+ ()47 )

Der Klammerausdruck hat den Wers ngl, wie man durch
Entwicklung von (1 1)™ konstatiert, somit ist:

= e 1

Da nun die GroBe |A| angendhert proportional mit Vm
wichst, so sieht man, daB der durchschnittlich innerhalb von
m Wiirfen einmal auftretende einseitige Maximaliiberschull
fiir groBe Zahlen m iibereinstimmt mit dem durchschuitt-
lichen Absolutwerte ' des beim m-ten Wurf auftretenden
Ueberschusses:

10) imE = |4].

Somit wird auch bei Brownscher Bewegung fiir langere
Zeitdauer die durchschnittliche Maximalverschiebung in posi-
tiver Richtung (wobei die Durchschnittshildung sich auf
simtliche Teilchen bezieht und jene, die immer auf der nega-
tiven Seite geblieben sind, mit dem Wierte Null eingestellt
werden) zahlenm#Big gleich dem durchschnittlichen Absolut-
wert der am Schlusse des betreffenden Zeitraumes erreich-
ten Blongationen aus der Anfangslage.')

[270] Den Unterschied zwischen Maximalelongation Ep und
Endelongation kann man auch in folgender Weise charakte-
risieren. Von den die Brownsche Bewegung ausfithrenden
Teilchen besitzt am Schlusse der Zeit ¢ die Halfte eine durch-
schnittliche positive Elongation + [A|und die Halite eine
ebensogroBe negative Elongation — [A|. Handelt es sich uns,
wie in der ganzen obigen Ueberlegung, blof um positive Ver-

1) Sje steht also zur mittleren Elongation VA2 in dem Ver-

hiltnis [66];
s e 2 g
Bp=H =) V&
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schiebungen und werden negative Werte derselben nicht mit-
gezihlt, so hat also der Durchschnitt der positiven Verschie-

bungen, bezogen auf die Gesamtzahl der Teilchen, den XVert'—%—
1

wahrend die im Laufe der Zeit ¢ irgendeinmal eingetretene
positive Maximalelongation den Durchschnittswert [/ |besitzt.

Hs ist natiirlich von vornherein klar, daBl die einseitige
Maximalelongation im allgemeinen groBer sein muf als die
schlieBlich erreichte Endelongation und im obigen Sinne
kb‘nglte man sagen, daB sie durchschnittlich zweimal so groB
T

Hs sei jedoch ausdriicklich betont, daB unser Satz nur
fiir die Brownsche Bewegung und fiir analoge .astatische®
Molekularsysteme gilt. Handelt es sich dagegen um ein mole-
kulares System mit stabiler Gleichgewichtslage, so wird die
GroBe [A|mit der Zeit einem bestimmten endlichen Grenzwert
zustreben, wihrend die einmalige Maximalelongation schlieB-
lich iiber jede Grenze wachsen mul.

In letztere Kategorie gehort ein sehr hiufiger Grenz-
fall: Nehmen wir an, es handle sich um irgend ein ,.statisches®
Molekularsystem, bei welchem der gewohnliche Fall stabilen
Gleichgewichtes herrscht, indem die behufs Verschiebung aus
dem Normalzustande heraus geleistete Arbeit eine quadratische
Funktion der Verschiebungskoordinate ist (z. B. Brownsche
Bewegung eines Teilchens, auf welches eine in die Ruhelage
[271] gerichtete welastische Kraft einwirkt?). Nehmen wir
weiter an, daB wir dasselbe in (dquidistanten) Zeitintervallen
beobachten, welche so lang sind, daB man die Zustinde in
den aufeinanderfolgenden Punkten als voneinander annidhernd
unabhingig ansehen darf.

In diesem Falle gilt fiir die Wahrscheinlichkeit einer ge-
wissen Elongation aus der Normallage das Gaussche F'ehler-
gesetzt ®) ohne Riicksicht auf den vorhandenen Zustand:

Wxde=Ae * du

1) Noch groBer miiBte der maximale Absolutbetrag der innernalb
einer gewissen Zeitstrecke auftretenden Elongationen sein, eine Grolie,
mit der wir uns im fiibrigen hier nicht zu beschiftigen haben werden.

) Gott. Vortrag, p. 105; Bull. Acad. Cracovie, 1913, 6, 418; dieses
Bindchen Seite 25; in diesem Beispiele miiiten die Zeitinteryalle grol
sein im Verhiltnis . Auch das in jenem Vortrag erwéihnte Beispiel
p.- 100 gehort hierher,/ falls die Teilchenzahl und die Zeitintervalle ge-
niigend groB werden: [67] :

%) Gott. Vortrag, Gleichung (14). Dieses Bindchen, .Seite 32,
Gleichung (14)
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und die- durchschnittliche, in beliebig langer Zeit erreichte
Absolutelongation betragt:
— 1
[4]|=—,
Veom :

wahrend sich auf die Berechnung der durchschnittlichen
Maximalelongation die frither erwidhnten, urspriinglich in
anderem Zusammenhange entstandenen Ueberlegungen von
Przibram und Hasendhrl iibertragen lassen. IEs
folgt daraus, daB letztere fiir eine groBe Zahl m von Be-
obachtungen annghernd im Verh#ltnis von Vlog m wachst.

Bingangs bemerkten wir schon, dall unsere Ueberlegungen
auch eine praktische Anwendung finden, und zwar im Hin-
blick .auf gewisse, von L. Brill ouin?') behufs Messung der
Diffussion von Emulsionen angestellte Versuche, zu deren
Besprechung . wir nun iibergehen wollen. Wird ndmlich eine
Glaswand mit einer schwach angesiduerten Gummiguttemul-
sion in Beriihrung gebracht, so bleiben die auf die Wand
auftreffenden Emulsionsteilchen an derselben haften. Die da-
durch bewirkte Verarmung der anliegenden Schichten wird
aber teilweise durch Diffusion aus dem Innern der Flissigkeit
ausgeelichen, so daB auf Grund der Zahl der in einer ge-
wissen [272] Zeit sich ansetzenden Teilchen der Wert des Dif-
fusionskoeffizienten erschlossen werden kann,

Um die Versuchsresultate theoretisch zu verwerten, nimmt
Brillouin an, daB die Hilfte der Teilchen nach der einen
Seite, die Halfte nach der anderen wandert, so daB also in
der Zeit t sich die-Anzahl

10) el

derselben an die Flicheneinheit der Wand ansetzt, wo N die
Anzahl der Teilchen pro Volumeinheit, 4die in der Zeit ¢ er-
lanete mittlere Verschiebung der Teilchen in der X-Richtung
bedeutet, welch letztere -bekanntlich gleich ist:

11) A=Virm=y2Dt.
Somit setzt Brillouin schlieBlich:
; 2 42

12) : o

Demgegeniiber bemerken Svedberg und West-
gren?) ganz richtig, daB hier nicht die mittlere, sondern die
durchschnittliche Verschiebung in Betracht komme, deren

Y L. Brillouin, Ann. chim. phys., 27, 412, (1912).

2) Th: Svedberg, Jabhrb. d. Rad. u. Elektr., 10, 493, (1913)
A. Westgren, Zeitschr. f. phys. Chem., 89, 65, (1914).
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Absolutwert im Verhéltnis !/7 kleiner sei als jene [66]. Somit
7T
sollte gelten:
18) 4=N 1/ ot :
vis

Aber auch diese Ueberlegungsweise erscheint uns mangel-
haft, denn es kommt ja nicht nur auf die am Ende der Zeitt
erlangte Elongation der Teilchen an, sondern auch auf deren
Lagen wihrend des ganzen Zeitraumes ¢, da alle Teilehen,
welche nur einmal mit der Wand in Berithrung gekommen
sind, schon and derselben haften bleiben miissen und ihre Be-
wegung gar nicht bis zum Zeitpunkt ¢ fortsetzen konnen.
[278] Will man also die Sache ganz streng durchfiihren, so
muB man offenbar auf die vorher abgeleitete Flormel (1) zu-
riickereifen. Man denke sich ndmlieh die Emulsion im un-
gestorten Anfangszustand als ein System von gquidistanten
Teilchen, welche sich dann infolge der Molekularbewegung
mit gleicher Wahrscheinlichkeit gegen die Wand zu wie von
derselben weg verschieben. Schematisieren wir den Vor-
gang so, daB in Intervallen = eine der Teilchendistanz 0
oleiche Verschiebung stattfindet, so entspricht das bekannt-
lich einer Brownschen Molekularbewegung, welche durch

- : : e ) 2 Hi :
einen Diffusionskoeffizienten D = ;—T charakterisiert ist. [68]

Nun werden bei der m-ten Wiederholung des Verschie-
bungsvorganges diejenigen Teilchen an die Wand stoBen,
welche die entsprechende Gesamtverschiebung nd zum er -
stenmal beim m-ten ,Wurf® erhalten haben. Die durch-
schnittliche Anzahl derselben betrdgt bei Anwendung unse-
rer friheren Bezeichnungsweise:

Fh =" m
E a, , oder E @
7 n =1

je nachdem die Zahl m gerade oder ungerade ist; dabei be-
zieht sich die Summierung, ebenso wie in der Formel (4) im
ersteren Fall auf simtliche geradzahlige, im zweiten auf die
ungeradzahligen n. Nun 14Bt sich mit Hilfe der Stirlingschen
Formel der Naherungswert entwickeln:

14) [69]
= 1S =) e __]/ 1
zanm_lzm 2 246 . m zlszgm (m‘_);” 2mom’
Y

also betriigt die Anzahl der pro Zeiteinheit anklebenden
Teilchen: ;
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i
[274] Bemerkt man nun, daf die Beziehungen gelten:

t J2 1
i R B Fel
—, D——, N——,

wo N die pro Volumeneinheit entfallende Teilchenzahl be-
deutet, so sieht man, daB diese Formel iibergeht in

. [100
15) M:N‘/Q B
et

und fiir die seit Anfang an die Flicheneinheit der Wand an-
gesetzte Teilchenzahl folgt:

16) A:QNVJ_)f.
7T

Anstatt sich auf die Formeln (1), (4), zu berufen, hitte
man aber auch eine weit einfachere Methode versuchen kon-
nen, indem man sich erinnert, daB die Zusammensetzung der.
Brownschen Molekularbewegungen der einzelnen Teilchen als
Gesamtbild einen Diffusionsvorgang ergibt und daB auch
mathematisch die Formel fiir Brownsche Molekularbewegung
das der .quellenmgBigen* Zerlegung entsprechende Teil-
integral der allgemeinen Diffusionsgleichung bildet. So wird
man darauf gefiihrt, die gewohnliche Diffusionstheorie zur
Berechnung der an die Wand geleiteten Substanzmenge zu
benutzen, und zwar indem man die Formel anwendet, welche
v die Verteilung in einer einseitigt unendlichen Fliissigkeits-
il sgule darstellt, die anfinglich iiberall gleiche Konzentration
i besitzt, aber von der Zeit =0 angefangen an der Stelle
i x =0 fortwihrend auf der Konzentration Null erhalten wird:
i Durch letztere Grenzbedingung wird nimlich erreicht, daB
! die einmal an die Stelle x =0 gewanderte Substanz nicht
wieder zuriickdiffundiert — was gerade der Wirkung der
klebrigen Wand x = 0 entspricht. [70]

Somit nehmen wir an:

¢

/21/w o

17) = No V7Z' d Y,
[275] woraus sich fiir die durch den Querschnitt x =0 in der [
Zeiteinheit hindurchtretende Menge

e po

0w
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and fiir die seit Anfang ausgeschiedene Teilchenzahl A genau
dieselben Resultate (15), (16) ergeben wie frither.

Von dem Umstande, daB man derart die detaillierte Be-
rechnung der Teilchenverschiebungen durch die weit ein-
fachere makroskopische Diffusionstheorie ersetzen kann, wer-
den wir iibricens bei einer anderen Gelegenheit noch Ge-
brauch machent). Vergleichen wir dies nun mit dem Ergebnis
der Brillouin schen Berechnungsmethode (13), so sehen
wir, daB jene fir A ein um die Hilfte zu kleines Resultat
ergibt. Das ist unmittelbar verstdndlich, denn gemiB dem,
was iiber das Verhiltnis der maximalen und der Endelonga-
tion gesagt wurde, wire die Gleichung (10) zu ersetzen durch

18) A=NE, =N[pl.

Die Formel (13) entspricht eben nicht der Voraussetzung, -
daB die Teilchen an einer klebrigen Wand haften bleiben,
sondern dafB sie daselbst (gleichsam durch ein weitmaschiges
Sieb) in eine von Teilchen freie Fliissigkeitssiule eintreten,
aus welcher sie teilweise wieder zuriickwandern wiirden.

Da aber Brillouin auf Grund seiner urspriinglichen
Formel fiir D das Verhiltnis von chemischem und wahrem
Molekulargewicht in naher Uebereinstimmung mit Perrin
zu N = 69-10?2 bestimmt hat, wirde in Wirklichkeit hierfiir
gin ganz unmoglicher Wert N = 176:10%% resultieren.

Fs ist also anzunehmen, daB in seinen Versuchen noch
ein anderer entgegenwirkender Umstand mitspielt, welcher
jenen ungefihr kompensiert. Ks liegt nahe, anzunehmen,
daB nicht ein jedes an die ‘Wand stoBendes Teilchen sofort an
derselben haften bleiben muB [71]. Vor allem aber ist zu be-
denken, daB die iibliche Formel fiir Brownsche Bewegung
auf die [276] unmittelbare Nachbarschaft einer festen Wand
ear nicht angewendet werden kann, da der Zahigkeitswider-
stand durch deren Gegenwart vermehrt wird.?) Hs kommt
dies nur in einer Schichte von der GrioBenordnung der Teil-
chendurchmesser in Betracht, aber gerade das Verhalten der
Teilchen in der unmittelbaren Nahe der Wand ist ja fiir das
Haftenbleiben wesentlich. : ;

Da, kaum eine Aussicht besteht, dal} man diesen Umstdn-
den durch Vervollkommnung der Rechnung gerecht werden
konnte, erscheint leider die Brillo uinsche Versuchsme-
thode, so geistreich auch ihr Grundgedanke ist, fiir quantitative

1) Siehe die nachfolgende Abhandlung. Seite T
%) Vgl. H. A. Lorentz, Abhandlungen iiber theor. Physik,
Teubner, 1907, p. 23; J. S toeclk, Bull. acad. Cracovie, 1911, p. 18,
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Messungen der Diffusion nicht geeignet. Man miiBte sie
hochstens so modifizieren, daB man gleichzeitic auch die
Teilchenverteilung in verschiedenen Entfernungen von der
Wiand bestimmt, shnlich wie dies Westgren bei einer anderen,
auch sehr hiibschen Versuchsanordnung eetan hat'); aller-
dings geht hierbei die Einfachheit der Methode verloren.

| ) A. Westgren, Zeitschr. £. phys. Chemie, 89, 63 (1914). W e s t- !
i g 1 en s mathematische Darstellung der Diffusion der Teilehen, die sich an 4
i einer Geféifiwand abgesetzt hatten und sodann von dort aus in die leere
Fliissigkeit zuriickdiffundieren, ist ganz richtig, falls wie fiir seine Ver-

suche wohl anzunehmen - die Dicke der urspriinglich sedimentierten
Schichte gering ist. - Wiirde es sich um eine dickere Schichte handeln, " i
1l 80 wiren Korrektionglieder einzufithren, die eine gewisse Anniherung

an die Formel (17) bewirken wiirden.
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(3391 Molekulartheoretische Studien tiber Umkehr
thermodynamisch irreversibler Vorgénge und
tiber Wiederkehr abnormaler Zustinde.

Von M. von Smoluchowski.

(Aus den Sitzungsberichten der Kaiserl. Akademie der Wis-
senschaften in Wien, Mathem.-naturw, Klasse, Abteilung ITa,
124. Band, 1915, p. 339—368.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 10. Juni 1915.)

Die beiden Haupteinwinde, welche seitens der dogmati~
schen Thermodynamik gegen die Molekularkinetik vorge-
bracht wurden, sind bekanntlich der Loschmidtsche Umkehr-
einwand und der Poincarésche Wiederkehreinwand [72].
welche beide dahin zielen, daB thermodynamische Irreversibi-
litdt sich auf keinerlei Weise mittels der Mechanik konser-
vativer Molekularsysteme erkldren lasse'). Man hat oft ver-
sucht, diese Finwidnde in Anlehnung an Boltzmanns Ge-
danken durch mehr oder weniger klare Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen von allgemeiner Natur zu entkriften?). Doch
scheint es eigentlich passender, es klar herauszusagen, daB
der Molekularkinetik zufolge sdmtliche Vodginge prinzipiell
reversibel sind, und zu untersuchen, in welcher Weise in be-
stimmten Fillen trotzdem eine scheinbare Irreversibilitit
vorgetduscht wird.,

Der erste Versuch einer Spezialuntersuchung ) in dieser
Richtung wurde geliefert, als es gelang, ein fingiertes Bei-
spiel [340] aufzufinden (wanqahe Bewegung eines unter
EinfluB einer elastischen Kraft stehenden Teilchens), in wel-
chem sich der allmihliche Uebergang vom thermodynamisch
irreversibeln Verhalten (durch innere Reibung verzogerte Be-

1) Siehe z.B. den trefflichen Artikel von P. u. T. Ehrenfest
in der Enzyklop. d. math. Wissensch., IV, 2, IIL

?) Z.B. Gibhbs’ ,,Umrithrvorgang® (Statist. Mechanik, XII. Kap.).

) M. v. Smoluchowski, Bull. Acad. Cracovie, 1913, p. a18;
Gottinger Vortrige iiber kinet, Theorie, Teubner, 1914, p. 89. Dieses
Bindchen, Seite 25.
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wegung gegen die Ruhelage hin) zur ungeordneten Brown-
schen Molekularbewegung mathematiseh genau verfolgen 148t.

Nachdem ich nun kiirzlich die Formeln®) abgeleitet habe,
welche in analoger Weise fiir den Fall einer kolloidalen
Losung den Uebergang zwischen dem Stadium gewohnlicher
irreversibler Diffusion und dem Stadium der ungeordneten
automatischen Konzentrationsschwankungen darzustellen er-
lauben, mochte ich im folgenden weitere Untersuchungen
iiber das obige Thema ankniipfen, wobei der Vorteil ins Ge-
wicht fallt, daB betreffs dieser Vorginge bereits experimen-
telles Beobachtungsmaterial zur Verfiigung steht, das leicht
noch weiter vervollstindigt werden konnte.

I Umkehrbarkeitder Zeitiolse,

In dhnlicher Weise, wie in dem frither erwihnten fingier-
ten Beispiele geschlossen werden konnte, daB die den mole-
kularen Vorgang darstellende Formel auch fiir den umge-
kehrten Zeitverlauf giiltig ist, kann man auch in dem jetzi-
gen Falle nachweisen, daB hier das von Loschmidt ge-
forderte Verhalten vorliegt, indem man die betreffenden For-
meln (18) 1. ¢. Seite 49 zu Hilfe zieht. Dieselben besagen
folgendes:

Wlenn sich in einem bestimmten Augenblick in einem
gegebenen Volumteile n Teilchen einer kolloidalen Losung
befinden, so betrigt die Wahrscheinlichkeit, daB sich -jene
Anzahl im Laufe der Zeit # um k vermehre oder vermindere:

m—=n
P,(+BH=c"P (”)(1_P)""mpm(yp)k+m
m B A S
1 HiE=io (k4 m)!
m=n o

B (—H—e PEU CHI =P R e

m P S

m=k (m—k)!
[341] Hierbei bedeutet » die normale Anzahl von Teilchen,
welche auf jenes Volum bei gleichmidBiger Verteilung entfal-
len wiirde, und P kann man als jenen Bruchteil der anfing-
lich darin enthaltenen Kolloidsubstanz auffassen, welcher sich
daraus unter Annahme der iiblichen Diffusionstheorie in der
Zeit t entfernen wiirde, falls jenes Volum anfangs von reinem
Losungsmittel umgeben wire. Dieser Wert von P hidngt so-
mit vom Diffusionskoeffizienten D, der Zeit ¢ und den Di-
mensionen des betreffenden Volumteiles ab. Im Falle, wenn
derselbe eme planparallele Schichte von der chke h bildet,

haben wir:

1) M. v. Smoluchowski, diese Sitzungsber., 123, 2381 (1914).
Dieses Béndchen, Seite 40.




Abhandlungen iiber die Brownsche Bewegung 7o)

8
2) P=1——i/6_ygdy+—1:[1—c"_ﬁz
V;O T

Y

= h :
wo zur Abkiirzung 8=-—— gesetzt ist.

2V Dt

Bei oftmaliger Wiederholung der Beobachtung erhilt
man also die Anzahl Fille, wo die Zahl n erscheint und dar-
auf eine Zahl (n+ k) folgt, indem man P, (+ k) mit der
GriéBe W (n) multipliziert, welche die Wahrscheinlichkeit
ausdriickt, daB im Zustande statistischen Glemhgewmhts die
Teilchenzahl n bestehe: [73]

3) W(n)=

Nun 148t sich durch Einsetzen der betreffenden Ausdriicke
leicht direkt nachweisen, daB die Identitit besteht: [74]

4) Wi Pal B =W (n+k) P, (—F).

Der Ausdruck auf der rechten Seite bedeutet aber nun in
analoger Weise die Anzahl Fille, wo die Zahl (n + k) sich
um k Hinheiten vermindert, also wieder auf n zuriickgeht.
Daher ist auch allgemein im stationdren Zustande die Wahr-
scheinlichkeit, daB auf die Zahl n eine m folge, gleich der
Wahrscheinlichkeit, daB in einem gleich groBen Zeitintervall
der Zahl n eine m vorausgegangen sei.

Dieser die Gleichberechtigung des positiven und negati-
ven Zeitverlaufes illustrierende Satz erfordert also, daB bei
[342] systematischen Bestimmungen der wechselnden Teil-
chenzahlen die Anzahl der Ambogruppen (nm) und (mn)
gleich sei. Tatsichlich geniigt die von Svedhberg ange-
gebene Beobachtungsreihe, welche ich in der erwéhnten Ar-
beit einer statistischen Untersuchung unterzogen habe, an-
nihernd dieser Relation: die in der. Tabelle p. 2402 (I. c.)
(Dieses Bindchen Seite 57) symmetrisch zu beiden Seiten
der Diagonale stehenden Hiufigkeitszahlen sind so nahe
gleich, als man das in Anbetracht des erhebhchen Ein-
flusses zufidlliger Fehler nur erwarten kann.

Wie von vornherein zu erwarten war, erfiﬂlen also die
von uns fiir die beiden Spezialfille entwickelten Formeln die
Loschmldtsche Forderung der Umkehrbarkeit der Zeitfolge.
Nun wollen wir niher untersuchen, wie trotzdem der Chamk—
ter der Irreversibilitit zustande kommen kann.
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II. Wiederkehr-und Erwartungszeit
molekularer Zustidnde.

A Intermittierende Beobachtung.

Als Zermelo gegen Boltzmanns Irreversibilitits—
erklérung den Poincar éschen Wiederkehrsatz ins Treffen
tiithrte [75], suchte Boltzm ann') diesen Binwand dadurch
zu entkraften, dal er fiir einen gewissen Fall die Linge des
Zeitraumes abschétzte, nach dessen Verlauf der urspriing-
liche molekulare Zustand wiederkehrt [76]. Die ganz un-
geheure Lidnge jenes Zeitraumes sah er als Beweis an, daB
die Umkehr thermodynamisch irreversibler Vorginge zwar
manchmal vorkommen miisse, aber in der tdglichen Praxis
nicht beobachtet werden konne.

Nachdem wir aber seither eine ganze Reihe von soge-
nannten molekularen Schwankungsvorgingen kennen gelernt
haben, wo man das .antientropische® Verhalten direkt be-
obachten kann [77], erscheint es wiinschenswert, ein Krite-
rium aufzusuchen, nach welchem man beurteilen konnte, ob
ein gegebener Vorgang in den Anwendungsbereich des Entro-
piesatzes fillt oder nicht.

[343]° Die Boltzmannsche Berechnungsweise des Poincaré-
schen Periodizititszyklus eignet sich hierzu nicht, denn sie
stellt nur fest, nach welcher Zeit die einzelnen Molekiile einer
gewissen Gasmenge in dieselben Geschwindigkeits- und
Raumgebiete zuriickkehren konnten, die sie anfangs einge-
nommen haben. Sie bezieht sich also nicht auf den beobacht-
baren makroskopischen Zustand, sondern auf den Mikrozu-
stand, bei welchem die einzelnen Molekiile ihrer Individuali-
tdt nach unterschieden werden®). Auch hingt die Lange
dieses Zyklus von der willkiirlichen Uebereinkunft dariiber
ab, was man als Koinzidenz zweier Zustinde ansieht, da die
Molekularvorginge im allgemeinen nicht exakt, sondern nur
quasiperiodiseh sind. Daher fiihrte ich an der mehrfach er-
wihnten Stelle den Begriff einer Wiederkehrzeit ein, welcher
sich auf einen experimentell beobachtharen Parameter be-
zieht und hiermit auch die zweite Schwierigkeit vermeidet,
da bei ,statistischen® Systemen im Falle eines einzigen Para-
meters im Laufe der Zeit exakte Koinzidenz mit den Anfangs-
werten eintreten mufl. Die Bedeutung jenes Begriffes war
in dem damals behandelten Spezialfall mathematisch gegeben,
doch fehlte eine allgemeinere Definition und ein strenger

Y) L. Boltzmann, Ann. d. Phys., 57, 773 (1896).

?) Die Dbeobachteten Vorginge kehren also unvergleichlich
hiufiger wieder, als die Linge jenes Zyklus vermuten lieBe, da die
Individualitit der Molekiile fiir uns gleichgiiltig ist.
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Nachweis der Rolle, welche diese GroBe spielt [78]. Nun
mochte ich versuchen, jene Erwidgungen in dieser Hinsicht
einigermalen zu ergidnzen und zu prizisieren, und zwar, in-
dem ich das eingangs erwidhnte Beispiel — betreffend die
Verdnderlichkeit der in einem gegebenen Volum enthaltenen
Teilchenzahl, welche durch Svedbergs Zahlenreihe illustriert
wird — als Anhaltspunkt benutze®).

Der spezielle Charakter des molekularen Systems ist
tibrigens prinzipiell gleichgiiltig, nur nehmen wir vorderhand
als wesentlich bestimmenden Umstand an, daB der beobach-
tete [344] Parameter eine diskontinuierliche Verinderliche
(Teilchenzahl) bilde, und daB die Beobachtung intermittie-
rend, in dquidistanten Zeitintervallen erfolgt, so wie dies in
Svedbergs Versuchen der Fall war. Die von selbst vor sich

gehenden Verinderungen der Teilchenzahl oder des sonst

in Betracht kommenden Parameters lassen sich dann durch
eine gebrochene Linie, nach Art der ein Stiick der Svedberg-
schen Zahlenreihe illustrierenden Fig., 2, darstellen:

.

: | I

Fig. 2.

Hierbei ist die Abszissenlinie, welche die Zeit vorstellt,
in gleich groBe Stiicke 7, entsprechend der Dauer der Be-
obachtungsintervalle, eingeteilt, wihrend die Ordinaten die
beobachteten Teilchenzahlen bedeuten, Ziehen wir nun eine
gewisse Ordinate, beispielsweis n =4, in Betracht. Dann
wird als ,,Wahrscheinlichkeit des betreffenden n-Wiertes® die
dem stationdren Zustande entsprechende relative Haufigkeit
desselben bezeichnet, das ist das Verhiltnis der Zeitstrecken,
wo n =4 ist, zu der gesamten Zeitstrecke. Nun moge die An-
zahl der wahrend einer gewissen, auBerordentlich langen
Zeitstrecke eintretenden Fille, wo der n = 4-Wert gerade
nur wihrend der & Intervalle andauernd geherrscht hatte, mit

1) Es eignet sich hierzu besser als das von mir frither beniitzte
Beispiel, in welchem der beobachtbare Parameter eine stetige Ver-
dnderliche war. Ein Teil der im Folgenden entwickelten Uebker-
legungen liBt sich allerdings auch auf das letztere iibertragen.
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Ny bezeichnet werden, und analog sei M, die Anzahl der

Fille, welche durch ununterbrochene (und nicht iiberschrit-
tene) Andauer des .Nicht-n“-Zustandes wihrend % Inter-
valle charakterisiert sind.

Dann wird jene Wahrscheinlichkeit des n-Zustandes aus-
gedriickt durch:

Nir 2N, 8N o Sy
[345] Dies ist also jene GréBe, welche durch die Formel (3)
gegeben ist.

Andrerseits erméglichen unsere Formeln (1), (2) die Be-
stimmung der Wahrscheinlichkeit, daB nach einem n-Werte
im darauffolgenden Intervall abermals ein n-Wert auftrete,
daB also die Zahl n ungesindert bleibe; diese GrsBe 14Bt sich
mit Hilfe jener Symbole offenbar folgendermaBen definieren:

Nyl g s S
6) O oy e

Hiervon ist ein verwandter Begriff wohl zu unterschei-
den, den wir nun neu einfiihren und in der Folge noch 6fter
benutzen werden, die ' Wahrscheinlichkeit, daB ein augenblick-
lich vorhandener n-Zustand nur noch durch ein weiteres
Intervall andauere, d. h. daB auf die Zahl 7 im nichsten Inter-
vall abermals ein n folge, spiter aber eine andere Zahl.

Diese Wahrscheinlichkeit, welche wir mit ¢ (2%) bezeich-
nen wollen, betrigt:

§ e e
9 ¢@ﬂ*m+2m+3m+.u
Analog wird der Ausdruck:
Q0

>

k=
8) gl —— =

Eakm

K —1

die Wahrscheinlichkeit bezeichnen, daB auf einen augenblick-
lich vorhandenen n-Zustand im néchsten Intervall ein Nicht-n
folgee, und allgemein bedeutet
. @ :
>
h=k
. ’ pha)—oe =

Yoo

-
-
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die Wlahrscheinlichkeit, daB ein vorhandener n-Zustand noch
gerade durch k Intervalle fortdaure und im (% + 1)-ten [346]
Intervall in einen anderen Zustand iibergehe. Die analogen
Ausdriicke fiir ,,Nicht-n“-Zustinde sollen mit ¥ bezeichnet
werden, so daf} also ¥ (kz) die Wahrscheinlichkeit bedeutet,
daB ein Nicht-n gerade nach Ablauf von k Intervallen in ein 7
tibergehe.

Nun konnen wir definieren, was unter Wiederkehrzeit
und verwandten Begriffen verstanden werden soll.

Als ,,durchschnittliche Dauer* des n-Zustandes mag das
arithmetische Mittel simtlicher durch Andauern des n-Zu-
standes charakterisierter - Zeitstrecken bezeichnet werden;
diesen Ausdruck wollen wir mit T, bezeichnen und kénnen ihn
mit Hilfe der obigen Symbole folgendermaBen darstellen:

oAb s o
Ny PN, LN E o)’

Demgegeniiber wire die durchschnittliche Dauer des Nicht-
n-Zustandes:

10) T, —

Moo ML z
11) @1:T - = i
M+ Mo+ Mg+ ... Y (17)
Diese GroBe kann man ebensogut auch als durchschnittliche
Wiederkehrzeit des n-Zustandes bezeichnen.

Dagegen wollen wir mit dem Namen ,,wahrscheinliche Er-
wartungszeit® eine andere GroBe belegen, welche gebildet
wird, indem man fiir jeden Nicht-n-Punkt die Zeit bis zum
néchsten Eintreffen ‘des n-Wertes bestimmt und daraus das
Mittel nimmt:

12) L M) Myt 43 M
= M, Fe M, 3

:2.0 kzy (k).

k=1

Analog lieBe sich natiirlich auch die Erwartungszeit des
Nicht-n-Zustandes bilden, die man auch als ,,wahrscheinliche
Fortdauer des n-Zustandes bezeichnen konnte:

18) 5 M OFANH A 2L N
= Nyi+2N,+8N;+. ..

:ikrrp(k’r).
k=1

[347] Der Unterschied zwischen T, und T, beruht also darauf,




80 M. v. Smoluchowski
daB die erstere GroBe einem Durchschnitt in bezug auf simt-
liche Uebergangsstellen aus dem n- in den Nicht-n-Zustand
entspricht, die letztere dagegen einem Durchschnitt in bezug
auf samtliche Nicht-n-Zustinde,

In dhnlicher Bedeutung kénnte man auch eine GroBe:

- N-bol N 32y b
S oL NG RS

definieren, indem man fiir jeden n-Punkt die Zeitstrecke seit
dem Beginn des n-Zustandes bis zu dessen Ende nimmt und
aus denselben das Mittel bildet. Doch gibt diese nichts
wesentlich Neues, denn man findet leicht, daB infolge der
Beziehung: :

14)

k
1+248+ .. . +k=2(1+5H
die Formel .besteht:
1
15) Ty =5 (Ts +).

Was nun die Berechnung der ,,durchschnittlichen Dauer®
anbelangt, so 1dBt sich diese auf ganz einfache Wiise auch
ohne Kenntnis der Funktionen ¢, ¥ ausfithren; da es nimlich
offenbar ebenso oft vorkommen muB, daB n in Nicht-n iiber-
geht, wie umgekehrt, so ist:

Ny+ Ng+ No+...= M+ My+ Mg+ ...
und infolgedessen: [79]

16) (»)1=T1{Wl(n)—1}.

Mit Zuziehung von (6) und (10) findet man also:

= T 5 G e
1Y Lo v ol B0
) WI-P,

Es schien mir interessant, diese Formeln an der von
Svedberg angegebenen Beobachtungsreihe zu priifen,
welche ich in der mehrfach erwihnten Arbeit schon ofter zur
Hlustration theoretischer Berechnungen benutzt hatte, obwohl
in [348] diesem Falle angesichts des zu geringen Zahlen-
materials von vornherein eine genaue Uebereinstimmung nicht
zu erwarten ist. Die folgende Tabelle gibt eine Uebersicht
der aus jener Zahlenreihe gem#B den Definitionen (10), (11)
empirisch bestimmten sowie der nach den Formeln (17) theo-
retisch berechneten Werte der durchschnittlichen Dauer T,
und der durchschnittlichen Wiederkehrzeit @1 (wobei die
Lénge eines Intervalls als Einheit genommen wird) fiir die
in der ersten Reihe angefiihrten Teilchenzahlen n:
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" I 2oi) ' W (n) ’ T, ber. T emp. ' 61 ber. ’ O, emp.
i

0l 0,321 | 0,212 1,47 1,66 | 5,54 f 448

1 0354 | 0329 1,55 150 | 816 3,09

2| 0218 | 0255 | 138 137 ‘ 4,05 l 3,98

3 ;i 0,185 | 0,182 1,23 1,23 8,09 7,13

4 o111 | 0051 1,12 123 | 209 | -i6p

Die Grofenordnung wund der allgemeine Verlauf der
GroBen @y und T, wird also cewiB geniigend bestitigt, wenn
auch natiirlich an eine ins einzelne gehende Uebereinstimmung
nicht zu denken ist?). [80]

Im Zusammenhang mit diesen Begriffen sei noch ein
zahlenmiBiges Beispiel angefiihrt, welches uns begreiflich
macht, daB der von Svedberg beobachtete Vorgang im Falle
merklich abnormaler Anfangszustinde den Charakter eines
irreversibeln DiffusionsprozeBes annimmt.

In der Svedbergschen, 518 Einzelmessungen umfassenden
Beobachtungsreihe, treten die Teilchenzahlen 0, 1,2 3.4 5
sehr viele Male auf, die Zahlen 6 und 7 nur je einmal; wollte
man das Auftreten noch hoherer Zahlen beobachten, so miiBte
man den Versuch dementsprechend linger fortsetzen. In
welchen Zeitrdumen konnte man nun erwarten heispielsweise
eine Wiederholung der Zahl 17 konstatieren zu kénnen?
[849] Wiirde man P, (0) fiir n = 17 berechnen (nach Formel
(1), so ergibe dies einen auBerordentlich kleinen Wert: es
ist duBerst unwahrscheinlich, daB auf eine Zahl 17 abermals
eine 17 nachfolge, und man kann beinahe sicher auf eine Ab-
nahme dieser abnormal groBen Zahl 2) J‘erhnen Ebenso ist
W (17) eine duBerst kleine Zahl.

Die Formel (17) reduziert sich also fiir derart abnormale
Zustinde auf den Wiert:

18) : hi—

d. h., die Sache verhilt sich so, als ob die sukzessiven Ver-
andelunﬂcn der Teilchenzahl vonmmnder ganz unabhingig
wiren °). .

Wird nun in (18) die Zahl 17 eingesetzt, so ergibt sich fiir
T, ein Zeitraum von 10% 7, d. i. zirka 500000 Jahre, falls, so
wie es Svedbere tat, 39 Messungen pro Minute gemacht wer-

’) Bei léngeren (J1-Zeiten wiirde die Tatsache, daB nur eine be-
grenzte Beobachtungsreihe zur Verfligung steht, eine Quelle systema-
tischer Fehler bilden. [81]

?) Die normale Anzahl Teilchen betriigt niimlich in jenem Versuche
= 5.

%) Siehe die Ausfithrungen betreffs Formel (20) und (36).

Ostwalds Klassiker 207. 6
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den. Hs ist also begreiflich, daB man bei einem Anfangswert
n =17 den Diffusionsvorgang in der kolloidalen Liosung fiir
irreversibel halten wiirde, da man eine Wiederkehr zum An-
fangszustand nie erleben diirfte.

iWiesentlich schwieriger als die Berechnung von T, ist
die ' Ermittlung der wahrscheinlichen Dauer T,, da: sie die
Kenntnis der Funktionen ¢, ¥ voraussetzt, die viel komplizier-
tere Berechnungen erfordert, als jeme der- Funktionen W, P.
Man kann iibrigens den diesbeziiglichen Ausdruck auch in
anderer Gestalt darstellen, indem man (13) umformt in:

Ty g, Mt 2N+3N+. ..
= N s DN s Nl

1+AE—{—2AT4—|—3N5+... 1+N4+2N5+3N6—!—...}1
RS by e IAEEDE AL e |

Das erste der gebrochenen Polynome der rechten Seite ist
zufolge (6) gleich der Wahrscheinlichkeit, daB ein n-Wert
abermals von einem n-Wert gefolgt werde, welche wir durch
[850] P, (0) bezeichneten. Statt dessen wollen wir an dieser
Stelle das Symbol W (nn) gebrauchen. Analog bedeutet dann
der zweite Bruch den Prozentsatz unter allen n-n-Fillen, auf
welche noch ein dritter n-Wert folgt, welchen man durch
W(nnn) bezeichnen kann usw. Somit erh4lt man:

19) To==|1-F 117(7@92)'[1 + W(nnn) 1+ W mnnn) . . J]J

Leider aber ist die Ermittlung der weiteren Ausdriicke
W(nnn) usw. fiir dieses Beispiel so verwickelt, daB ich bis-
her von einer Berechnung derselben Abstand genommen habe.
Auf die gleichen Schwierigkeiten stoBt die Berechnung der
Brwartungszeit des n-Zustandes @, .

Nur in einem Grenzfall ist die Rechnung ohne weiteres
durchfiihrbar, wenn namlich die Zeitintervalle = so groB sind,
daB die Nachwirkung des vorhergehenden Zustandes auf den
nachfolgenden vernachlissigt werden kann, also dieselben als
gegenseitigt unabhingig anzusehen sind. Dann gilt ndmlich:

Weln) — W Gin) — W (Ginn) —- -

und infolgedessen wird s
T 2 T
et b S e
20) =g )’ 27 W m)

Dieselben Wierte erhiilt man.in diesem Falle auch fiir T,, @y,
da dann P, (0) = W (n) ist. Also werden in diesem Grenz-
falle die beiden in Rede stehenden Begriffe identisch). [80]

Die Bedeutung dieser Tatsache moége noch durch die

*) Siehe diesbeziiglich auch Gleichung (86) und Anmerkung.




Abhandlungen iiber die Brownsche Bewegung 83

Analogie mit einem Wiirfelspiel illustriert werden, bei wel-
chem die fiir irgend eine der Zahlen von 1 bis 6 gleich groBe
Wahrscheinlichkeit W = 1/6 besteht. Erfolgen die Wiirfe in
Zeitintervallen z, so betrigt die durchschnittliche Linge des
Intervalls, welches zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ein-
serwiirfen verflieBt (die .,Wiederkehrzeit® der HEins) ©;=b6=.
[851] Berechnet man aber die Zeit, welche von irgend einem
Nicht-Einserwurf bis zum n#chsten Einserwurf im Mittel ver-
flieBt (die Erwartungszeit der Eins), so findet man sie eben—
sogroB. [82]

B. Kontinuierliche Beobachtung.

Insoweit haben wir vorausgesetzt, daB die Beobachtung
intermittierend, in Hquidistanten Zeitpunkten erfolgt. Nun
iberlegen wir noch, wie sich die Sache andert, falls alles auf
kontinuierliche Beobachtung bezogen wird.

Die allgemeinen Fomeln (10)—(13) nehmen dann die Ge-
stalt an:

1 1
21 . ot
! =
o o
22) T2:/tg> ) dt @2:/1,1;) (t) dt;
.

wenn nun, dhnlich wie frither, ¢ (9)d¢ (beziehungsweise ¥ (¢)-d?
die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB — von einem beliebigen
Zeitpunkt innerhalb des n-Zustandes (beziehungsweise (Nicht-
n-Zustandes) aus gerechnet der beobachtete Parameter
bis zur Zeit ¢ den Wert n (beziehungsweise Nicht-n) beibe-
halte und bis zur Zeit ¢ + df in einen anderen (beziehungs-
weise in n) iibergehe. Dies 148t sich auch noch weiter im
Detail verfolgen; wenn nimiich f (x, n) dt die Wahrschein-
lichkeit bedeutet, daB ein von X ausgehendes System zum
erstenmal im Zeitabschnitte £...¢ + df in den Wert n iiber-
gehe, und wenn die relative Wahrscheinlichkeit der verschie-
denen x-Wierte im stationiren Zustand durch W (x) be-
stimmt ist. so gilt offenbar:

v O="3" Fla,n) W@

Andrerseits hingt die Funktion f mit der Maximalabweichung'
zusammen, denn in #hnlicher Weise wie in der voranstehen-
den Abhandlung®) zeigt man, daB die durchschnittliche ein-

') Siehe den auf Gleichung (8) derselben folge.nden’ Absatz,; Seite 65.
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seitige [352] Maximalabweichung aus der x-L ge sich aus-
driicken 148t durch:

t
23) B, = 2 n [fl@n)—f@nt1)]dt

n
(7]

und mittels weiterer Mittelbildung tiber die verschiedenen
x-Werte wiirde man die allgemeine Maximalabweichung er-
halten,

Fiir unser spezielles Beispiel erscheint os einfacher, an
Stelle der allgemeinen Formel (21, 22) auf das frithere Resul-
tat (17) zuriickgreifen und den Grenzwert fiir limz —0 zu
bilden. Nun zeigt sich aber, daB in diesem Falle infolge der
Beziehung:)

24) S P () =lim[l—(n+») P+ .. ]

2(n+2)1/ D~
=lea i
der Grenzwert lim T, =0 zum Vorschein kommt ‘
Dies wird. verstindlich, wenn man naher iiberlegt, in wel-
cher Weise die Verinderungen der Anzahl der Emulsions-
teilchen zustande kommen. Sobald sich ein Teilchen den
Grenzflichen des heobachteten Volums nihert, wird im allge-
meinen zufolge der Brownschen Bewegung desselben ein
rasch alternierender Wechsel der Teilchenzahl stattfinden,
indem bei jedesmaligem Hindurchtritt des Teilchens die Zahl
sich diskontinuierlich um eine Einheit indert. Dieses Hin- und
Herschwanken sollte sogar, den betreffenden Formeln ge-
m&B, unendlich rasch vor sich zehen, da die Brownsche Be-
wegungshahn des Teilchens bekanntlich eine nicht differen-
zierbare Kurve mit unendlich vielen Zacken hildet2). Bei
kontinuierlicher Beobachtung wiirde somit an Stelle der
Fig. 2 eine graphische Darstellung von der Art der Fig. 3
treten.
[853] Da nun die Anzahl der Zacken unendlich eroff gedacht

werdenmuB, alsozz\*k = 00, die gesamteZeitstrecke aberend-
k

lich ist, wird der Durchschnittswert natiirlich unendlich klein.

Somit scheint es, als ob der Begriff der durchschnitt-

lichen Dauer und.Wiederkehrzeit T,, @; bei kontinuierlicher

1) Aus Formel (1) Firk =0
wert von (2). [83]

, mit Riicksichit auf den Grenz-

2) Die bekannte F01‘11xclAw=\/2Dt wiirde besagen, daB f£iir un-
endlich kleine Zeitstrecken unendlich kleine Verschiebungen mit unend-
lich grofier Geschwindigkeit durchlaufen werden. [84]
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Beobachtung gegenstandslos wiirde. Anders stellt sich die
Sache dar in bezug auf die wahrscheinliche Dauer und Er-
wartungszeit T,, @3; dieselben werden von Null verschieden
sein, sobald es nur Zeitstrecken von endlicher Linge gibt,
wihrend welcher der betreffende n-Zustand ununterbrochen
andauert, in der Art, wie es die Figur andeutet.

Nun 148t sich aber auch den GroBen T,, ©1 ein verniinf-
tiger Sinn beilegen, wenn man beachtet, daB die Formel fiir
Brownsche Bewegung nur giiltie ist fiir Zeiten, die weit
groBer sind, als das zum Durchlaufen der . mittleren an-
nihernd geraden Wegldnge* notige Zeitintervall z.

Zer

C
—

Fig. 8.

; Tatsdchlich erfolgt die mittlere Momentanbewegung mif
einer der Teilchenmasse entsprechenden Molekulargeschwin-
digkeit') und diese Beziehung ist an Stelle der Brownsehen
[354] Bewegungsformel fiir erheblich kiirzere Zeiten als
zu setzen — was auch eine dementsprechende Aenderung in
d.em ff\usdrucke (2) fiit P nach sich zieht., Letzteres ist nim-
lich jener Bruchteil der in der Schichte h anfidnglich vor-
% @ = . .

handenen Substanz, welcher infolge der diffusen Molekular-
bewegungen wihrend Ablauf der Zeit f aus den beiderseitigen
Grenzflichen ausgetreten ist.

1) Bei einer anderen Gelegenheit (Festsehrift. anl. d. 250jihr. Jubil:
-d. Universitiit, Lemberg; Krakau 1911) habe ich die Frage diskutiert, ob
die durch Gegenwart des fliissigen Mediums bewirkte ,,scheinbare Masse®
bei Ermittlung der Molekulargeschwindigkeit der Emulsionsteilchen in
Betracht zu ziehen ist oder nicht. Hier wollen wir yvon jener Kompli-
kation ganz absehen.
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Da nun laut der bekannten Formel fiir die molekulare
StoBzahl die Anza;hI‘ der pro Flichen- und Zeiteinheit auf-

NC :
treffenden Teilchen Vb:?_r betriaet, [85] wo N die Zahl der Teil-

chen pro Volumeneinheit bedeutet, so wird
: 20t [86]
lim p__
=) t—0 - h 1@
und hiermit erhalten wir fiir die durchschnittliche Dauer eines
Zustandes, der durch die Anwesenheit von n-Teilchen in der
betrachteten Schichte charakterisiert ist:®)
hy6n
26 YARIE S e e
) o 2(m+»)C
Dementsprechend folgt fiir die durchschnittliche Wieder-
kehrzeit des n-Zustandes der Wiert: i
e /6 7 sy 87
27) 0 hY6m 1— W(n) [87]
2mt-2)C W (n)
[355] In der Svedbergschen Versuchsreihe bestimmt sich nun
die wahre mittlere Teilchengeschwindigkeit C aus der MasseM
der Teilchen nach der Formel [_4]
: . 1/3H®6
O lvw
zu' C = 26 cm/sek. Somit wiirde sich die durchschnittliche
Linge des Intervalls zwischen dem jedesmaligen Auftreten
der Zahl 17 bei ununterbrochener Beobachtung auf 161 Tage
belaufen und auch da wiirde eine solche Teilchenzahl jedes-

mal durchschnittlich nur wihrend der Zeit T = 9107 Sek. Zi s

beobachten sein, so daB der betreffende Physiker, selbst falls
er eine solche Beobachtung gemacht hitte, gewiB glauben
wiirde, daB er sich geirrt habe. Das Resultat ist also inso-
fern #hnlich wie bei intermittierender Beobachtung, indem
solche Anfangsbedingungen auch in dem jetzigen Fall einen
fir ‘die Praxis irreversibeln Verlauf des Vorganges be-
dingen [88].

Gehen wir nun dazu iiber, die wahrscheinliche Dauer T
des Zustandes zu bestimmen, welcher durch die Anwesen-

heit von 7 Teilchen in der Schichte A charakterisiert ist, in-

') Diese Formel 14Bt sich 'ebenso wie die nachstehende, im Sinne
von (21) auch unmittelbar begreifen, denn die Teilchenzahl n Andert sich,
50 oft irgend eines der inneren (mit der Dichte n/h verteilten) oder der
duBeren (mit der Dichte »/h verteilten) Teilchen eine der beiden Grenz-
fldchen der Schichte durchschreitet. Die Anzahl der Wechsel betrigt

2(m--»)C

A

also pro Sekunde.




Abhandlungen tiber die Brownsche Bewegung 87

dem wir uns dabei auf die Definition (22) berufen. Ein sol-
cher Zustand dauert nur so lange, als keines der n Teilchen
das betreffende Raumgebiet verlaBt und als kein neues Teil-
chen von auBen hineingerit. Es konnte allerdings auch vor-
kommen, daB gleichzeitig® ein Austritt und Eintritt erfolgt,
wobei die Anzahl n erhalten bliebe, doch ist die Wahrschein-
lichkeit eines solchen Ereignisses offenbar verschwindend
klein.

Ueberlegen wir also vor allem, mit welcher Wahrsehein-
lichkeit bis zu einem gegebenen Zeitpunkt der erstmalige
Rintritt eines duBeren Teilchens zu erwarten ist.  Eine strenge
Antwort erhilt man mittels einer analogen Methode, wie die
in' der voranstehenden Abhandlung angewendete, unter Be-
nutzung der daselbst definierten Koeffizienten @nm: Aber
praktisch gleichwertige Resultate liefert auf viel einfachere
Weise eine entsprechende Anwendung der Diffusionstheorie,
welche wir schon in jenem Falle als Aequivalent der detail-
lierten Berechnungsweise erkannt hatten.

[356] Stellen wir uns nidmlich vor, daf anfangs innerhalb
einer Schichte von der Dicke H (welche als beliebig groB
vorausgesetzt wird) ein einziges Teilchen sich befinde, wo-
bei alle Werte der Abszisse X, innerhalb der Grenzen 0 bis ,
als eleich wahrscheinlich vorausgesetzt werden. Dann ist
dies zu vergleichen mit einer Schichte einer anfinglich gleich-
formie konzentrierten Substanz, und wenn deren Grenzflache
¢ — 0. vom Zeitpunkt =10 angefangen, fortwihrend auf
der Konzentration Null erhalten wird, so ist die Wahrschein-
lichkeit, daB jenes Teilchen bis zur Zeit ¢ die Grenzfliche
x =0 kein einziges Mal iiberschritten habe, zahlenmiBig
identisch mit jenem Bruchteil der anfinglich in der ganzen
Schichte enthaltenen Substanzmenge, welcher trotz des Dif-
fusionsvorganges die Grenzfliche derselben noch nicht iiber-
schritten hat [70].

Da nun die iibergetretene Substanzmenge betrigt)

t
28) a=w[)2 a=rw|/2t
(]

und da die urspriingliche Menge HN war, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB jenes Teilchen die Grenzflache noch nicht
iberschritten habe: ;

_U=1~%L?.

Sind nun anstatt eines Teilchens deren 7 in jener Schichte

) Vgl. vorstehende Abhandlung, Formel (16), Seite 70.
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vorhanden, so ist die Wahrscheinlichkeit W,, daB keines der-
selben ‘bis zur Zeit ¢ jene Grenzfliche itherschritten habe,
gleich: W, = U".  Wenn als MaB der Teilchenverteilung die
Anzahl » eingefiihrt wird, welche normalerweise im Mittel

auf die beobachtete Dichte h entfillt, so daB 7 — ;LH wird,

und wenn dann die Schichtdicke H gentigend groB gewihlt
wird, kann immer mit geniigender Anngherung gesetzt

werden: 5
iy 2 )
29) W ol L g 20 D s hT-v VD—t'
R e e .
[357] Nun ist eine analoge Ueberlegung betreffs der n Linne- L

ren® Teilchen anzustellen. Wird eine anfinelich gleich kon-
zentrierte Schichte /i, von der Zeit f — () angefangen, an hei-
den Grenzflichen fortwihrend auf der Konzentration Null er-
halten, so 1Bt sich deren Verteilung bekanntlich darstellen
durch die Reihe:

i
30) e E = - gin

b4 k

k=1

in weleher sich die Summation auf alle ungeraden Zahlen %
von 1 bis CO erstreckt [89].

Fiir unseren Zweck ist jedoch eine andere Entwicklung
geeigneter, welche aus der partikuliren Liosung (17), loe. cit.
i d. B. Seite 70, nach Analogie mit dem d’Alembertschen Spie-
gelungsverfahren erhalten wird [90], namlich

2
31) U=Z0@+20—2)— o (+2)— 0@—a)
FO@I £ 4 DBl —a)— .. ],

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

i X

i r2+/Dt 5

fH D () :/ Ve dy .

i 0

| o s L Do
it Wie hieraus ersichtlich, kann, solange der Wert o klein

ist, fiir die auf jeder Seite austretende Substanzmenge wieder
die Formel (28) benutzt werden [91], so daB der prozentuelle
Gesamtinhalt ausgedriickt wird durch v

U=1-%]/Dg.

Sind also anfangs i Teilchen in jener Schichte vorhanden,
so ist die Whahrscheinlichkeit, daB keines derselben his zur
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Zeit t eine der beiderseitigen Grenzflichen passiere, bestimmt

durch
[0
V=i

[358] was sich fiir geniicend kurze ¢ wieder durch eine Expo-
nentialfunktion ersetzen 14Bt. Kombiniert man dies mit den
zwei Ausdriicken (29), welche fiir den Eintritt der duBeren
Teilchen gelten, so 1aBt sich also der Prozentsatz der Fille,
wo die urspriingliche Teilchenzahl n bis zur Zeit ¢ unver-
indert andauert, angenihert darstellen durch

[ 4
32) W e
s Vs P h

=
W Wi Wi -

Die Wahrscheinlichkeit, daB die Anzahl n im Zeitraume
.t+ dt zum erstenmal in (n-+1) oder (m— 1) iibergehe.

33)

5 aw ; et
wird also gegeben dureh ———dt,und die wahrseheinliche

dt
Dauer des n-Zustandes resultiert daraus zu
: (l W T h2
34) —‘] U lt_[Wdt 8+ »2D "

BEs ist bemerkenswert, daB man einen Ausdruck derselbens
GroBenordnung mittels einer ganz primitiven Ueberlegungs-

. weise findet, indem man nidmlich die seinerzeit abgeleitete

Formel®)
299 P

zu Hilfe zieht, welche das durchschnittliche Quadrat der in
einer gewissen Zeit vor sich gehenden Aenderung der Teil-
chenzahl bestimmt. Fiir kurze Zeiten 148t sich P in der Art

approximieren, wie bei Formel (24) erwiahnt wurde, also fin-
2

: e 7 h? - :
det man [92], daB eine Zeit f:% ablaufen muB, damit

sich die Teilchenzahl im Mittel um Eins #ndere. Eine genaue
Uebereinstimmung mit dem obigen Resultat ist schon darum
nicht zu erwarten, weil die Art der Mittelbildung verschie-
den ist, indem es sich dabei um die durchschnittliche, in 2e-
wisser Zeit eintretende Aenderung, im obigen aber wm die
erstmalige Aenderung handelt.
[359] Wenn wir nun die jetzt erhaltene wahrscheinliche
Dauver T, mit der friiher (26) abgeleiteten durchschnittlichen
Dauer T, des n-Zustandes vergleichen, so fillt uns ein wesent-
) M. v. Smoluchowski, diese Sitzungsberichte, 123, 2331
(1914), Gleichung (23). Dieses Béindchen, Seite 50.
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licher Unterschied auf, sowohl in bezug auf die Gestalt der
Formel wie auf die GroBenordnung des Resultats. Bs wiirde
sich ndmlich fiir jenes Beispiel (fiir n =17, v = 1,55, D = 10-7)
ergeben: T, = 4,6:102 Sek.

- Und wenn auch hier dasselbe Verhiltnis zwischen @, und
T, herrschen wiirde, wie zwischen ©; und T, 1), hitte man

h2 7z 1
35 6, — ‘
! T 82D W)
was ergeben wiirde, daB man im Mittel wihrend 2000 Jahren
fortdanernd beobachten miiBte, um wunter Svedbergs Ver-
suchshedingungen einmal das Auftreten der Zahl 17 erblicken
zu konnen. :

III. Veranschaulichung durch Analogie

mit anderen Vorgingen,.

Auf den ersten Blick erscheint es merkwiirdig, daB den
zwei etwas abweichenden Definitionen der Dauer eines Zu-
standes, welche wir die durchschnittliche und die wahr-
scheinliche genannt haben, quantitativ und qualitativ so sehr
verschiedene Grofen entsprechen. Diese Tatsache kann man
sich aber durch Analogie mit einigen anderen Erscheinungen
leicht veranschaulichen, wodurch man ein klares Bild der
Verianderlichkeit molekularer Vorginge gewinnt. :

Denken wir beispielsweise an die Entladungen einer mit-
tels eines Induktors gespeisten Leidener Flasche. Jeder
Funken besteht dann aus einer groBen Anzahl rasch auf-
einanderfolgender Partialentladungen, deren Zeitintervalle
duBerst kurz sind im Vergleich mit den Intervallen zwischen
den einzelnen [360] Funken. Das durchschnittliche Intervall
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Entladungen ©; (be-
zogen auf die Gesamtzahl der Hntladungen) ist dann nur
wenig grofer als die Schwingungsdauer des BEntladungs-
kreises. Die wahrscheinliche Erwartungszeit @s (bezogen auf
samtliche Zeitmomente als Ausgangspunkte) wird dagegen
ungefihr mit dem halben Intervall zwischen zwei Funken
iibereinstimmen, wird also von ganz anderer GréBenordnung
sein und von anderen Versuchsbedingungen abhidngen als .

Das wesentliche Moment, welches den Unterschied dieser
zwel GroBen bedingt, ist offenbar die Tatsache, daB die Par-
tialentladungen nicht in zufdllicer Wieise erfolgen, sondern
daB der Eintritt der ersten notwendigerweise gleich eine
ganze Reihe weiterer nach sich zieht. In dieser Hinsicht

') Dies wird im allgemeinen nicht der Fall sein (siehe den auf
Gleichung (43) folgenden Absatz), daher gebrauchen +wir im obigen
diese hypothetische Ausdrucksweise.
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konnen wir dreierlei Kategorien von Vorgidngen unter-
scheiden:

1. Zufdllige Ereignisse, die einander gegenseitigz gar
nicht beeinflussen, wie z. B. die ZusammenstoBe eines Mole-
kiils eines verdiinnten Gases mit anderen Gasmolekiilen oder
der Zerfall der Atome radioaktiver Substanzen, verteilen sich
derartig unregelmiBig auf die Zeitlinie, daB ©; und O, iden-
tisch werden. Bedeutet dann kd¢ die Wahrscheinlicheit,
daBl ein solches Ereignis im Zeitraum ¢...f -+ df erfolge, so
ist die durchschnittliche Intervallinge, respektive die Erwar-
tungszeit:

36) O =6 — ]l
und es 148t sich leicht beweisen, daB dann die relative Wahr-
scheinlichkeit verschiedener Intervallingen bestimmt wird
durch die Formel

37) W () dt = ke *lat,

welche in der Theorie der mittleren Weglinge bereits von
Clausius abgeleitet, fiir Szintillationsheobachtungen des ra-
dioaktiven Zerfalles zuerst von Marsden und Barrat
verwendet wurde.?) [88]

[361] 2. Wenn es Phinomene gibt, wo die Wiederholung
eines Ereignisses durch den Eintritt des Vorangehenden nicht
begiinstigt (wie im Fall der Funkenentladung), sondern er-
schwert wird, wiirde 1> 03 werden. Im extremsten derar-
tigen Fall werden die HEreignisse in gleichen Zeitabstinden
erfolgen und dann ist offenbar

3. Wenn der Eintritt eines Ereignisses die Wiederholung
desselben begiinstigt oder mit anderen Wloorten: Wenn eine
positive Wahrscheinlichkeitsnachwirkung besteht (wie in den
in dieser Arbeit besprochenen Molekularvorgingen), so treten
die Ereignisse schwnm&rtig auf und dies bedingt die Ver-
griBerung des @sim Vergleich mit @1. [80]

Noch besser als in dem Beispiel der I‘unkenentladun
wo die Erscheinung zu regelm#Big verlduft und dem Zufall
zu wenig Spielraum gegeben ist, tritt die Analogie mit unse-

Y) Der naheliegende, aber fehlerhafte SchluB, daB@;— 26;sein
misse, bildete die Grundlage eines gegen die Clausiussche Berech-
nung der mittleren Weglinge gerichteten Einwandes von Korteweg
(Clausius, Wgrmetheorie, 3. Bd., p. 208) Siehe sonst: E. Marsden
und . Baratt , Proe. Phys. Soc., 23, 867, (1911); Phys. Zeitschr., 12, 193,
a911) ;- L. Beor t kiewicuz, Dle radioaktiven Strahlungen, 'ipunfrer,
Bulm, 1913,
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rem Problem in dem folgenden Beispiel hervor, welches da-
mit unmittelbar zusammenhingt und iibrigens auch an und
tiir sich ein gewisses Interesse bietet.

Denken wir uns innerhalb eines mit einem idealen Gase
gefiillten GefiBles eine Kugelfliche (mit dem Radius @) be-
schrieben und stellen wir uns die Frage: Wie lange hilt sich
durchschnittlich ein Gasmolekiil innerhalb jener Kugel auf?
Bei priziserer Ausdrucksweise werden wir zu unterscheiden
haben zwischen:

a) der durchsehnittlichen Aufenthaltsdauer T,, d. i. der
durchschnittlich zwischen Eintritt des Molekiils in die Kugel
und dem néchsten Austritt aus derselben verflieBenden Zeit,
wobei sich die Durchschnittsbildung auf alle Bintrittsereie-
nisse bezieht:

b) der wahrscheinlichen Aufenthaltsdauer oder Austritts-
erwartungszeit 7,, von der momentanen Lage des Molekiils
in der Kugel bis zum nichsten Austritt, wobei alle Anfangs-
[362]lagen wihrend des Aufenthaltes in der Kugel mit elei-
chem Gewicht beriicksichtigt werden.

Nun ist die GroBe T, sehr leicht zu berechnen, indem man

. sich die Kugelfldche als starre Wand denkt, da dann T, als

Jene Zeit aufgefalt werden kann, welche im Durchschnitt

zwischen zwei aufeinanderfolgenden = StoBen verstreicht,

welche von einem gewissen Molekiil gegen die Wand aus-

geiibt werden. Da alle im Inneren befindlichen Molekiile
€L

4a‘2n1_/6—nStb'Be ausiiben [86], folet, daB ein einzelnes unter

Y

: g L c] E; ; :
ihnen pro Zeiteinheit “Von Male an die Wand stoBt. also ist

T [
) =]

Dasselbe Resultat kann man mittels direkter Berechnung
der durchschnittlichen Linge der in der Kugel zuriickgeleg-
ten Strecken unter Voraussetzung einer im Verhiltnis zum
Radius groBen Weglinge 4, ableiten, wenn man dabei das
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz beriicksichtigt. Einfache
Ueberlegungen zeigen aber, daB dieses Resultat von der
GroBe der mittleren Weglinge gar nicht abhingen kanmn,
daB also jene Formel allgemein gelten muB, [93]

-Dagegen wird offenbar die fiir jedes in der Kugel befind-
liche Molekiil durchschnittlich bis zu seinem nichsten Aus-
tritt aus derselben verstreichende Zeit T, in hohem Grade
von der GroBe der freien Weglinge 4 abhingen. Die Be-
rechnung stiitzt sich dabei auf die selbstverstindliche An-
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nahme, daB im Laufe der Zeit alle Volumelemente im -Innern
der Kugel gleich hiufig als Ausgangspunkt dienen werden.

Ist namlich die mittlere Weglinge sehr groB, so daf die
von den Molekiilen in der Kugel zuriickgelegten Wege als
Gerade angesehen werden konnen, so wird die durchsehnitt-
liche Linge derselben jedenfalls von der GréBenordnung a
und die Zeit' T, wird ebenso wie T, von der GroBenordnung
alC sein.t)
[3638] 1Ist aber die freie Wegldnge sehr klein, so fithren die
Molekiile eine Art Brownseher Bewegung aus, und zwar wer-
den die tiefer im Innern befindlichen, sehr komplizierte, rela-
tiv lange Zickzackwege zuriicklegen, bis sie an die Oberfliche
gelangen. Die Zeit, welche sie hierzu im Durchschnitt be-
notigen, wird ebenso wie im vorhergehenden Abschnitt auf
Grund der gewohnlichen Diffusionstheorie erhalten, indem
man berechnet, wie eine anfinglich die Kugel gleichformig
ausfiillende Substanz nach auBen diffundiert, falls die Kon-
zentration an der Oberfliche konstant gleich Null erhal-
ten wird.

Man findet nach bekannten Methoden, daB die Konzen-
trationsverteilung zur Zeit £ definiert wird durch: [94]
‘ B 1) -1 Dk =2t -
39) a9 — 00 2 a2 sin——.

T k @

k=1

Somit nimmt die mittlere relative Dichte innerhalb der
Kugel — welche uns nun die Wahrscheinlichkeit reprisentiert,
daB ein anfangs irgendwo im Innern befindliches Molekiil
die Kugelflache noch nicht uberachntton habe — nach MaB-
gabe der Funktion ab: :

2
. - 6 o0 1 ‘D_k:?t
0 TelL 0
k=1
und hieraus ergibt sich die durchschnittlich zum Austritt be-
notigte Zeit:

w e () ]

Cl o
Setzen wir den Diffusionskoeffizienten D ——, [95] so

erhalton wir den Nidherungswert:

') Es sei bemerkt, daB lum T, quantifativ von T, verschieden ist,
was damit zusammenhiingt, daB in der zeitlichen Verteilung der Ein-
tritt- und Austrittereignisse kein vollkommener Zufall herrscht; das ist
schon daraus ersichtlich, daB nach “jedem Einftritt der Awustritf innerhalb
eines Zeitraumes erfolgen muf, der micht groBer sein kann als 2a/C.
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: 18 a2
L (6p)

. [864] welcher also im Verhiltnis 2 groBer ist als T;. Ganz

V)

analoge: Resultate wiirden fiir den Aufenthalt eines Emul-
sionsteilchens in bestimmten Réumen gelten. :

Der Unterschied von T, und T, wird offenbar auch in dié-
sem Beispiel durch die charakteristische ,;Wiahrscheinlich-
keitsnachwirkung bedingt: es dauert relativ lange, bis ein
Teilchen unter Ausfithrung seiner Brownschen Bewegungen
an die Oberfliche gelangt, aber wenn es dieselbe einmal iiber-
schritten hat, so wird es héchstwahrscheinlich in einer kurzen
Zeit zu wiederholten Malen ein- und austreten. Bei Ab-
schitzung der Aufenthaltsdauer entspricht die GroBe T, viel
besser unserem physikalischen Gefiihl, weil man instinktiv
alle Anfangslagen in der Kugel als gleichberechtigt ansieht.
Um zu T, zu gelangen, muB man sich vorstellen, daB das
Teilchen zu wiederholten Malen an die Oberfliche der Kugel
gebracht wird, und daB wir das Mittel der betreffenden Durch-
wanderungszeiten nehmen. Dasselbe ist natiirlich darum viel
kleiner als T,, weil ein solches Teilchen relativ selten in die
tieferen Schichten eindringen wiirde.

Auch fiir die GriBen ©; und Oy existieren in unserem
Beispiele genaue Analogca. Die erstere ist die durchschnitt-
liche Wiederkehrzeit fiir den Eintritt eines Teilchens, welche
vom Verhiltnis des Kugelinhaltes zum Volumen des ganzen
GefdBes V abhingt:

4 v aB
43) : Loy ;‘0 .

Dagegen hingt die wahrscheinliche Erwartungszeit fiir
den Eintritt des Teilchens auch von der Gestalt des GefiBes
ab. und 14Bt sich, falls diese gegeben ist, in ganz dhnlicher
Weise berechnen wie T

IV. Kriterien der Irreversibilitat
molekularer Vorginge.

Die in den vorhergehenden Abschnitten in priziser Form
gefaliten Begriffe der Wiederkehrzeit eines molekularen Zu-
standes bilden das eigentliche Kriterium fiir die Giiltigkeits-
grenzen des Fntropiesatzes. Ob uns ein (einparametriger)
[365] Vorgang reversibel oder irreversibel erscheint — das
ist ja der Kernpunkt der ganzen Frage — hingt nicht von
der Art desselben ab, sondern vom Anfangszustand und der
Beobachtungsdauer, und zwar 168t sich alles in die einfache
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5 fIrreversibel
Regel zusammenfassen: G

gang, wenn der betreffende Zustand eine im Verh#ltnis zur
lange

Beobachtungsdauer {kurze

Brwartungszeit) besitzt.

Welche der beiden von uns hauptsidchlich angewendeten
Definitionen fiir die Wiederkehrzeit dabei anzuwenden ist,
hangt offenbar von folgenden Umstinden ab:

Geht unser System von dem in Rede stehenden Zustand
als Anfangszustand aus und fragen wir, ob dessen automa-
tische (Wiederkehr in der zu Gebote stehenden Zeit zu er-
warten steht, so ist hierfiir die durchschnittliche Wiederkehr-
zeit ©; maBgebend. Tassen wir dagegen den Ausgangspunks
unbestimmt (dem thermodynamischen Gleichgewicht ent-
sprechend) und wollen wir wissen, wann ein gewisser —
eventuell thermodynamisch abnormaler — Zustand von selbst
eintreffen diirfte, so beurteilen wir dies nach der Linge der
wahrscheinlichen Erwartungszeit@s.

Dabei diirfte in der Regel, wie in den bisher untersuchten
Fillen, eine positive Wahrscheinlichkeitsnachwirkung des ur-
spriinglichen Zustandes vorhanden sein, weshalb®, groBer, oft
von ganz anderer GroBenordnung ist, als @1.[80]

Letzterer Behauptung scheint auf den ersten Blick die
Tatsache zu widersprechen, daB man in unseren Formeln
(26), (34), durch VergriBerung der Flichenausdehnung der
beohachteten Schichte die Zahl » und damit auch den Wert
des Verhiltnisses T,/T, beliebig vergroBern konnte. Doch
16st sich dieser Widerspruch durch die Bemerkung, daB
unsere Formel fiir 7, %) nur fiir Zeiten giiltig ist, die eine ge-
wisse [366] untere Grenze nichit unterschreiten, da die hierbei
benutzte Diffusionstheorie nicht exakt richtig ist. Denn in-
folge der Diffusion kann durch die Flichencinheit doch nie
eine groBere Substanzmenge iiberfithrt werden, als der Ge-
samtzahl der daran stoBenden Molekiile entspricht. Somit
gilt fiir (34) die Bedingung:

NC -
Vbﬂ t"t ;

Also ist die Berechnung mittels der gewdohnlichen. Dif-
fusionstheorie erst anwendbar nach Ablauf einer Zeit, die grof
ist im Verhiltnis zu

}m?scheint uns ein Vor-

}\Vl‘iederkehrzeit (beziehungsweisé

6D

r

) Ebenso wie iiberhaupt die Formeln unserer frither erwihnfen
Arbeit: Diese Sitzungsherichte, 123, 2881, (1914), dieses Bandchen, 8. 40.
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und die Formel (34) ist nur dann giiltie, falls die Teilchen-
dichte die Bedingung erfiillt:

e .

h > 8D

Uebersteigt sie dagegen merklich diese Grenze, so wird
jene Formel ungiiltie und ist T, =T, zu setzen, was auch
unmittelbar verstindlich ist, da dann die ganze Zeitlinie von
den gegenseitie: unabhéngigen und daher ganz zufilligen
Schwankungen verschiedener Molekiile iiberdeckt sein wird.

Fiir Versuche an Emulsionen, nach Art der Svedberg-
schen, kommen diese Eventualititen aus praktischen Griin-
den nicht in Betracht, wohl aber fiir einen nunmehr noch zu
besprechenden Fall. Wir wollen ndmlich beispielshalber
unsere jetzigen Methoden noch auf ein Problem anwenden,
das wir in provisorischer Weise schon a.a. 0. behandelt
haben'): die Reversibilitit der Diffussion von Sauerstoff und
Stickstoff.

Denken wir uns in athmosphérischer Luft von normaler
Dichte eine Kugelfliche vom Radius ¢ gezogen und fragen
wir, nach welcher Zeit man erwarten kann, daB eine teilweise
FEntmischung von selbst eintritt, indem der Sauerstoff in jenem
1367] Volum eine um 19 hohere Konzentration annimmt als
die normale. Nach Analogie mit (26), (27) und (34) lassen
sich fiir die Kugel leicht die Formeln ableiten [96] :

S
44) pasehdn ok
3 490’
= a2 7

- =SatpD
von denen jedoch die zweite aus dem oben erwidhnten Grande
praktiseh nicht anwendbar ist, und die Wiederkehrzeit ©, er-
hilt infolge Niherungsentwicklung der Formel (3) die Ge-
stalt:

a7
gl
oyY3»

Setzt man also die Zahl der Gasmolekiile pro Volumeinheit
gleich 3:10*° und nimmt man C = 4,8:10%, & = 0,01 an, so folgt
fiir eine Kugel von 1 cm Radius eine Wiederkehrzeit @ von
der GroBenordnung

4
1010 ) Sekunden

92
U)) (")1 e o

) Es ist schon oft besprochen worden, so namentlich von Boltz-
mann (Ann. d. Phys., 60, 329, 1897), doch liegt auBer dem obenerwiihnten
kein Versuch einer quantitativen Lisung vor.
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von 310° ecm Radius eine Wiederkehrzeit @; von der GroBen-
ordnung
10% Sekunden

von 2,5-10°° em Radius eine Wiederkehrzeit @1 von der GrsBen-
ordnung
1 Sekunde

von 1-10° e¢m Radius eine Wiederkehrzeit @; von der GroBen-
ordnung
101t Sekunden.

Diese kolossalen Unterschiede: in den Wiederkehrzeiten
jenes teilweisen Emntmischungsvorganges erkliren uns hin-
reichend, warum man die Diffusion von O, und N, fiir sicht-
bare Raumteile als ganz irreversibel betrachten darf, wihrend
sie im ultramikroskopischen und teilweise auch im mikrosko-
pischen Gebiete eine durchaus reversible!) Erscheinung [368]
ist. So laBt sich fiir derartige Fille der Geltungsbereich der
thermodynamischen Methoden exakt feststellen.

Quantitativ ungefihr {ibereinstimmende Schitzungen
hatte ich a.a.O. auf Grund einer anderen mehr hypotheti-
schen Ueberlegung erhalten. Fir das Resultat ist wesentlich
der Exponentialfaktor maBgebend, daher kann man mit einer
gewissen rohen Anniherung auch sagen: der zweite Haupt-
satz gilt fir solche Diffusionsvorginge, welche erheblich
auBer den Bereich der mittleren Schwankung 321/—1_ fallen.

&
Der Vergleich mit dem Betrag der mittleren Schwankung
kann als erster Anhaltspunkt auch sonst, und zwar in sol-
chen Fillen von Nutzen sein, wo wir auBerstande sind, die
Wiederkehr- oder Erwartungszeiten zu berechnen [97].

*) Richtiger wire zu sagen: ,revertierende’’, denn sie kehrt sich
von selbst um; dabei hiingt es von den unkontrollierbaren Mikrovor-
gingen ab, wann 'die Umkehr stattfindet, und nicht von einer etwa
von uns vorgenmommenen unendlich kleinen Aenderung der #uBeren
makroskopischen Parameter. Dieses indeterministiseche Moment ist ein
der Thermodynamik ganz fremder Gedanke.

Ostwalds Klassiker 207, 7 l




VI.

[318] Notiz {iber die Berechnung der Brownschen

Molekularbewegung bei der Ehrenhaft-Millikan-
schen Versuchsanordnung [%8]

von M. von Smoluchowski

(Aus der Physikalischen Zeitschrift, 16. Jahrgang, 1915,
Seite 318—321.)

In Anbetracht der Wichtigkeit, welche die Messungen von
Millikan, Fletcher u. a. fiir die Begriindung der Elektronen-
theorie erlangt haben, sowie der noch immer ungelésten
Streitfrage nach der Erklirung der denselben widerstreiten-
den Versuche Ehrenhafts, [99] mag es von Interesse sein,
einen gewissen Punkt der darauf beziiglichen, insbesondere
von Fletcher') ausfiihrlicher entwickelten mathematischen
Theorie klarzustellen, wenn sich auch zeigt, daB die SchluB-
resultate der betreffenden Untersuchungen durch diese Be-
richtigung nicht wesentlich geidndert werden.

Ts handelt sich namlich um die Aufgabe, die Kombination
von Fallbewegung und Brownscher Bewegung mathematisch
darzustellen und aus ofters wiederholten Messungen der Fall-
zeiten, welche - einer bestimmten = Fallstrecke entsprechen,
jene heiden Bestandteile -auszusondern.

Bekanntlich?) lautet die Wahrscheinlichkeit, daB ein
unter EinfluB einer konstanten Kraft stehendes Teilchen, wel-
ches urspriinglich vom Punkte x = b ausgegangen war, sich
nach Ablauf der Zeit ¢ zwischen den Abszissen x...x + dx
befinde:

1 @ bty
1) W)de=—-¢ 4 Dt da,
: 2V Db

1 H. Fletscher, Phys. Rev., 33, 81, 1911, Diese Arbeit bringt
eine Verbesserung der Ueberlegungen, welche den Verf. zu der unrich-
tigen in dieser Zeitschr., 12, 202, 1911, verofféntlichten Formel (20) gefiihrt
‘hatten. Anwendungen  jener Theorie: H. Fletsec her, Phys. Rev.
4, ‘440, 1914; C. F. Eyring, Phys. Rev., 5, 412, 1915,

2) Siehe Fletscher a. a. O. oder M. v. Smoluchowski, .
Bull, Acad. Cracovie; 1913, S. 418; dieses Bindchen, Seite 25.
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wobei ¢ die bei Vernachldssigung der Brownschen Bewegun-
gen durch die konstante Kraft hervorgebrachte Geschwindig-
keit, D den mit Gestalt des Teilchens und Zihigkeit des um-
gebenden Mediums zusammenhingenden .Diffusionskoeffi-
zienten des Teilchens™ bedeutet.

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein solches Teilchen in jener
Zeit durch die Ebene x = 0 in den negativen Halbraum iiber-
gegangen sei, ist somit:

w (6 — V/Q W (x) d 2

und die Wahrscheinlichkeit, daB es wohl zur Zeit ¢ + df, aber
noch nicht zur Zeit ¢ sich unterhalb der Nullebene befinde; ist
offenbar

M at =" g
)i dbi i

Wird der Exponent in (1) mit y2 bezeichnet und fiihren
wir dann die Abkiirzung

ein, so erhalten wir sukzessive:

X

Lid e
MO dt=—— e ¥ dydt
: ® 1/2(1(7‘/‘ y
0 et
2) 2 VDt
(b—ct)
e, VOl S apee g
V= dt 4V Di3

Man konnte somit letzteren Ausdruck als die Wahrschein=
lichkeit ansehen, daB jenes Teilchen im Zeitpunkte ¢...¢ + df
die Nullebene iiberschritten habe. Hs ist aber wohl zu be-

_merken, daB dieselbe nicht der bei jener Versuchsanordnung
beobachteten Haufigkeit der Ueberschreitung einer gegehenen
Dlsta,nz entspricht. Denn man kontrolliert dabei nicht, ob
sich das Teilchen in gegebenen Zeitmomenten oberhalb oder
unterhalb eines Teilstriches hefinde, sondern man pflegt den
Zeitpunkt zu notieren, sobald das Teilchen zum ersten -
mal den festen Nullstrich erreicht, und die Berechnung der
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_ Wahrscheinlichkeit fiir eine derartige Fallzeit ist ein- wesent-

lich verschiedenes Problem?®).
Ausfiihrlicher dargestellt, gibt es fiir die Lageninderun-
gen des Teilchens vier Moglichkeiten:

A) fiir t ist x < O; fiir t -+ dt ist x < O,
B) ” ” n x > 07' ”» n » Z > ()’
0) » ”» 2 x < 01‘ ” » » x > Ot
‘D) » » » &€ > O/" » » » &x < ()

Eine der Fallbewegung entgegengesetzte Verschiebung
im Sinne von (D) ist fiir langere Zeitriume natiirlich wenig
wahrscheinlich, mull aber fiir kurze Zeitintervalle fortwihrend
vorkommen, da in der Formel (1) der BinfluB des ¢ fiir £ =0
verschwindet. Nun' stellt die Formel (2) das zusammenge-
setzte Resultat dieser vier Moglichkeiten dar, indem sie die
Differenz der Haufigkeiten (C)-— (D) angibt, wahrend bei
jener MeBmethode nur die ersten drei Moglichkeiten beriick-
sichtigt werden.

Fletcher erwiahnt in seiner oben erwihnten Arbeit diesen
Unterschied nicht; seine Berechnungsmethode, welche im
Grunde mit der obigen iibereinstimmt, fithrt ihn somit dazu,
die Formel (2) als MaB der Wahrscheinlichkeit fiir eine Fall-
zeit ¢ bei jener Versuchsanordnung anzusehen. Auf Grund
dessen kommt er weiter zu dem Schlusse, daB die durch-
schnittlich zur Zuriicklegung der Strecke b erforderliche H'all-
zeit t groBer ist als die normale, bei Weegfall der Brownschen
Bewegung zu erwartende Fallzeit, welche kurz mit fg be-

zeichnet sei, namlich:
3) t=t,+

Um weiter aus den Messungen der ¢ die Intensitdt der
Brownschen Bewegung berechnen zu konnen, ermittelt Flet-
cher aus jener Formel separat die Durchschnittswerte der
Fallzeiten, welche groBer, und jener, welche kleiner sind

‘D
rh

1) Merkwiirdigerweise erklirt keiner der zahlreichen Beobachter,
die Messungen dieser Art vorgenommen haben, nach welcher Methode
sie bei Notierung der Fallzeit vorgingen, falls das Teilchen einmal nach
Ueberschreitung eines Teilstriches sich anfangs wieder riicklaufig, der
Schwere entgegen bewegte, den eben passierten Teilstrich beim Auf-
steigen und dann wieder beim Herabsinken durchschritf und spiter den
nichsten Teilstrich erreichte. Wir wollen annehmen, dal immer die
Zeitpunkte der erstmaligen Erreichung des Teilstriches notiert werden.
Es 148t sich zwar auch Gleichung (2) anwenden, was aber ein viel
komplizierteres Verfahren zur Berechnung der Beobachtungen voraus-
setzt, indem dann die Zeitintervalle fiir rechtliufige Durchkreuzungen
als positiv, jene fiir riickldufige als negativ einzustellen wéren.
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als tg. Fiir die halbe Differenz dieser beiden Durchschnitts-
werte ergibt sich die Beziehunc'

t ., —t i,
4 T:Lw;wéije—xl/m—i—z?.dx,
2 = 2
o

,/~_
(wobei z eine Abkiirzung ist fiir z = l/%c), wahrend ihre
halbe Summe gleich ist dem allgemeinen Durchschnittswert:
=
E—( +t)

Durch Entwicklung des Integrals (4) erhdlt Fletcher
schlieBlich die Nidherungsformel:

Jbe by 1
5) Z—l/j T}/nt: +22 TZT—[—....],
welche ihm zur Berechnung des D aus den experimentell er-
mittelten =-Werten dient.

Das in Wirklichkeit vorliegende, oben niher prizisierte
Problem bildet eine Verallgemeinerung einer Aufgabe, welche
ich unldngst bei einer anderen Gelegenheit!) behandelt habe,
nimlich die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, daB ein bloB
der Brownschen Bewegung unterworfenes Teilchen bis zi
einem bestimmten Zeitpunkte eine gewisse, vorher noeh nicht
erreichte positive Verschiebung erfahre. Hier ist die Sache
insofern komplizierter, als noch der EinfluB der Schwerkraft
dazu kommt; es lieBe sich zwar dieselbe direkte Methode an-
wenden, welche dort zum Ziele fithrte, doch ist es weit ein-
facher, eine andere indirekte SchluBweise zu benutzen, welche
[820] sich dort als berechtigt erwies und auch fiir den jetzigen
Fall ohne weitere Rechnung verallgemeinern 1aBt [70].

Die Formel (1) 14Bt sich ndmlich auch als Verteilungs-
gesetz fiir eine Substanz auffassen, welche zu Anfang der
Zeit im Punkte x = 0 konzentriert war und sodann mit der
konstanten Geschwindigkeit ¢ zu Boden sinkt, wihrend sie
sich gleichzeitiz durch Diffusion (nach MaBgabe des Diffu-
sionskoeffizienten D) allseits verbreitet. Sie bildet also das

) M.v. Smoluchowski: ,,Ueber durchschnittliche maximale Ab-
weichung bei Brownscher Molekularbewegung und Brillouins Diffusions-
versuche®, Wien Ber., 124, 263, 1915; dieses Béndchen, Seite 61. Die
daselbst entwickelte Formel ( ) geht durch den Grenziibergang

. a
l 3 nm s S s
A i <fur e 523 yb=mné; lim —m o)

in unsere Formel (8) (fiir den Fall c=0) iiber. Daraus wiirtde man auch
auf einfache Weise die Formel (15) jener Arbeit erhalten. [100]
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zur quellenmédBigen Darstellung erforderliche partikulsire
Integral der Differentialgleichung ) fiir Diffusion einer
schweren Substanz, welche lautet: [101]

ow o2y Ou

D— |

8) & o

Wenn wir aber nach der Wahrscheinlichkeit der ,erst-
maligen Ueberschreitung der Abszisse x = 0 fragen, so han-
delt es sich um die Verteilung mit der Nebenbedingung, daB
ein® Teilchen in dem Augenblick von der weiteren Betrach-
tung ausgeschlossen wird, wenn es in der Nullebene ankommt.
Eine Illustration g#be beispielsweise die Verteilune von
Gummigutteilchen, welche in schwach angesiuertem wisseri-
gem Medium suspendiert, vom Punkte x = b ausgehen und
beim Auftreffen auf eine in der Nullebene befindliche Glas-
wand an derselben kleben bleiben 2).

Wir benétigen somit das Quellenintegral der obigen Diffe-
rentialgleichung fiir den Fall, daB in der Nullebene fortwih-
rend die Konzentration # = 0 aafrecht erhalten wird. Hier-
fiir habe ich folgenden Ausdruck gefunden:

1 = et RG] = (bl
D)y — = T 2Dy e T ADE e 4Dt
2V = Dt

Man iiberzeugt sich durch Ausrechnen leicht, daB durch den-
selben wohl die Differentialgleichung (6), wie die
Grenzbedingungen: u =0 fiir x =0 und x = b, erfiillt sind,
und daB er sich fiir duBerst kurze Zeiten £ bei welchen der
BinfluB der Schwere im Vergleich zur Diffusion verschwin-
det, auf die Gleichung (1) reduziert.

Hieraus ergibt sich schlieBlich der von uns gesuchte Aus-
diuck fiir die Wahrscheinlichkeit, daB das von b ausgehende
Teilchen zum erstenmal in der Zeit ¢...¢ + df die Nullebene
iiberschreite:

8) . M(t)dt:p(a”) el
: Ohlis ; 2ym DB

Falls annghernd b = ¢t ist, also insbesondere bei Vor-
herrschen der Schwerebewegung, verschwindet somit der
Unterschied gegentiber der Formel (2), fir den entgegen-
gesetzten Grenzfall ergibt jedoch unsere Formel zweimal so
*) Ebensogut konnte dieselbe als Darstellung von Wirmeleitung
verbunden mit konvektiver Stromung: in Richtung der negativen X, inter-
pretiert werden. o

%) Siehe z. B. die a: a. 0. diskutierten Wersuche Brillouin i
dieses Bindchen, Seite 61. 3
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groBe Werte als jene. Aus (8) erhalten wir nun an. Stelle
von (3)—(5) folgende Resultate:

9) f— it

ch i s
2 — %% oduziert sich der letztere Ausdruck durch Benutzung

D
der Formel:

© — a2 1 ol
> _yz g :i s
2{6 ¢y 2o {1 ?(!,2—{—""7‘
in erster Naherung auf:
¢ g | 3 103
11) T:-i:fl’gl 1—1f3f,+...]. s
Vo Z Q2R |

Somit sind Fletchers Formeln (4) und (5) bei Beschrin-
kung auf das Glied erster Ordnung brauchbar und ihre Mén-
ool zeigen sich erst in den hoheren Gliedern der Entwicklung.
Doch ist die Uebereinstimmung nicht so weitgehend als es
den Anschein hat, denn falls man jene Formeln in konsequen-
ter Weise benutzen wiirde, miite man als normale Fallzeit ¢, ,
in bezug auf welche die Durchschnittswerte 1, t— gebildet
werden, nicht den Gesamtdurchschnitt der Fallzeiten t, son-
dern den kleineren Wert (3) ansehen, was im berechneten 7
schon einen Fehler von der GroBenordnung 1/z hervorrufen
miiBte.

DaB Fletchers Resultate trotzdem sehr angendhert rich-
tig sind, ist dem Umstande zu verdanken, daB er in seinen
spiteren Arbeiten die unrichtige Gleichung (3) gar nicht be-
nutzt, sondern den Wert von fg aus der durchschnittlichen
Gresamtfallzeit des Teilchens iiber die ganze Skala, mittels
einfacher Division durch die Anzahl der [821] Teilstriche be-
rechnet. Ungere Formel (9) beweist, daB dieser. Vorgang,
welcher dquivalent ist mit der Durchschnittsbildung der indi-
v1due¥1en Tallzeiten iber die einzelnen Skalenteile, wirklich
den richtigen Wert liefert: gleichzeitig treten aber eben dar-




104

M. v. Smoluchowski

in die Widerspriiche zuta
sich schlieBt.

Uebrigens bemerken wir, daB die normale Fallzeit nicht
gleich ist dem Mittel der Durchschnittswerte i+ und ¢, son-
dern es ‘gilt angenihert: [104]

12) z}(h i t_):tg (1 +”—2;2>.

Diese Formel findet sich tatsdchlich der GroBenordnung nach
durch jene Messungen bestitigt. Die Differenzen zwischen
unseren Formeln (8) und Fletchers Forme] (2) lassen sich an
dem vorliegenden Versuchsmaterial leider nicht experimen-
tell kontrollieren, da die in der ersten Arbeit jenes Forschers
ausgefiihrten Messungen hierzu nicht zahlreich genug sind,
wahrend wieder bei den spateren, viel umfangreicheren Unter-
suchungen die betreffenden Binzeldaten = nicht mitgeteilt
sind [105].

Im ganzen muB wohl zugegeben werden, daB Fletchers
Formeln eine recht gute Néherung: an die im obigen ent-
wickelte exakte Theorie bilden. Was aber die Verwertung
derartigen Beobachtungsmaterials zur Bestimmung
Brownschen Bewegung anbelangt, erscheint ein anderes
Rechnungsverfahren rationeller, obwohl es etwas komplizier-
ter ist, namlich jenes, welches von WeiB angegeben und auch
von Ehrenhaft u. a. benutzt worden ist.

Es stiitzt sich auf die von WeiB allerdings ohne hin-
reichende Begriindung aufgestellte Gleichung?): [106]

ge, welche jene Gleichung (3) in

der

13) 2]):_.(1{3): ﬁ)z jS)z}’

: ? = f
welche wir durch Entwicklung des Quadrates weiter in die
einfachere Form iiberfiihren konnen:

1y 20 —n[(H)-1].

Es wiirde' demnach die Differenz zwischen dem durch-
schnittlichen Wert der reziproken Fallzeiten und dem rezi-
proken Wert der durchschnittlichen Fallzeit ein direktes MaB
fiir die Brownsche Bewegung bilden: ' An der Hand unseres
Verteilungsgesetzes (8) 1Bt sich nun diese Formel leicht
verifizieren, indem man in dag zur Berechnung des durch-

L)ERE WeiBl, Wien. Ber., 120, (2a), 1021, 1911; siehe daselbst

AP
8. 1029. WeiB nimmt stillschweigend die Vertauschbarkeit von7 mit (_F)

an, welche nicht allgemein giiltig sein kann und wohl nur in diesem
Spezialfall gelten diirfte, we eine konstante Kraft mitspielt.
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Ui
(vel. (2) substituiert und dasselbe durch Rationalisieren der
Waurzelausdriicke und Weglassen der die unpaaren Potenzen
von o enthaltenden Glieder vereinfacht. Es hat somit WeiB
mit jener Formel wirklich das Richtige getroffen.

1
schnittlichen <—> Wertes dienende Integral die Variable @

¥
Die Bildung des (T) erfordert wohl einen groBeren

Rechenaufwand als die Bildung der z-Werte, doch diirften
dabei zufillice Fehler den resultierenden D-Wert weniger
beeinflussen als bei Benutzung der Formel (5). [107]

Uebrigens kommt fiir den Vergleich jener Versuche mit
der Theorie der Brownschen Bewegung noch ein weiterer,
namentlich fiir ultramikroskopische Teilchen wichtiger Um-
stand in Betracht, dem wir eine eigene Studie widmen mach~
ten, namlich der Unterschied zwischen der wirklichen und
der sichtbaren Bewegung. [108]

AbschlieBend sei bemerkt, daB wir im obigen zwar die
praktischen Anwendungen unserer Untersuchung auf die er-
wihnten Versuche in den Vordergrund gestellt haben [109],
daB uns aber das theoretische Interesse derselben hauptsidch-
lich in dem Zusammenhang mit dem friiher von uns behandel-
ten Wahrscheinlichkeitsproblem und mit dem Integral der
Differentialgleichung (6) zu liegen scheint.

Krakau, Physikalisches Institut d. Universitif, Juli 1915.

(Eingegangen 1. September 1918.)
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[1103] Uleber Brownsche Molekularbewegung unter

Einwirkung duberer Krafte und deren Zusammen-

hang mitderverallgemeinertenDiffusionsgleichung
von M. von Smoluchowski.

(Aus den Annalen der Physik, Band 1915, Seite 1103—1112.)

Im folgenden moge das Problem einer gewissen V erallge-
meinerung der Formeln fiir Brownsche Molekularhewegune
behandelt werden; welches ich in einzelnen Spezialfillen be-
reits anldBlich anderer Untersuchungen beriihrt habe.l)
Wiéhrend sich namlich die bekannte, von Einstein, mir und
Langevin [110] entwickelte Theorie der Brownschen Bewe-
gung auf den einfachsten Fall bezieht, in welchem ein Teil-
chen vorausgesetzt wird, das von den unregelm#Bigen Mole-
kularstoBen des umgebenden Mediums, aber sonst von keinen
duBeren Kriften beeinfluBt wird, wollen wir nun unter-
suchen, wie sich die betreffenden Gesetze dndern, falls es sich
um Teilchen handelt, die unter Einwirkung gezebener duBe-
rer Krifte stehen.

Diese Aufgabe bietet vor allem theoretisches Interesse,
indem sich dabei, wie 1. ¢. gezeigt wurde, der allmihliche -
Uebergang zwischen dem Stadium der ungeordneten Browi-
schen Bewegung und dem Geltungshereich des Irreversibili-

tatsbegriffes der makroskopischen Physik mathematisch genau

verfolgen 14Bt. Sie bietet aber auch Gelegenheit fiir direkte
experimentelle Anwendungen, wie weiterhin gezeigt wer-
den wird.

Stellen wir uns vor, es sei eine Schar gleichartiger, unter
EinfluB der molekularen Agitation und einer Kraft f (x)
stehender Teilchen vorhanden, die alle zur Zeit £ =0 von der
Abszisse X =x, ausgegangen seien. Hs mige dann
W (x4, x, ) dx den Bruchteil derselben bedeuten, welcher
zur Zeit ¢ auf das Intervall x...x + dx entfillt. Da die Be-

) M. v. Smolucho6wski, Bull. Acad. Cracovie, p. 418, 1913;
dieses Biindchen, Seite 25; Gothngel Vortrige iiber kinet. Theorie der
Materie, p. 87, Leipzig, 1914
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wegung eines jeden [1104] Teilchens ganz zufillie erfolgt, in
dem Sinne, daB sie unabhingig ist von seiner Vorgeschichte'),
wie auch von den Bewegungen der iibrigen Teilchen, so er—-
hilt ‘man eine allgemeine Bedingung fiir die Funktion
W (x,, %, 1), wenn man sich die Verteilung zur Zeit t aus
einer auf einen fritheren Zeitpunkt beziiglichen Verteilung
. entstanden denkt, in der Form:

1) W, x, )= Wity,a,d) Wie,z,t—>)de,

wobei die Integration iiber die Grenzen des zur Verfiigung
stehenden x-Bereiches zu erstrecken ist.

Mit Hilfe dieser Integralgleichung konstruierte ich in
meiner fritheren Arbeit eine Losung unseres Problems fiir den
Fall einer elastischen Kraft f (x) = — ax, indem ich von der
physikalisch evidenten 2) Tatsache ausging, daB die Funktion
W (x,, x,9) sich fiir gentigend kurze Zeitintervalle ¥ auf die
gewshnliche Formel der Brownschen Bewegung

1 __(x~xn‘,2
2) TV (g, 0, N de—=——e *D? dx
2Ym DY
reduzieren muB, und daB sich bei weiterer Annidherung die
Wirkung der Kraft f (x) durch Binfithrung einer — fiir die

Umgebung des x-Punktes als konstant anzusehenden — Ver-
schiebung des Ausgangspunktes X, ersetzen 14Bt. Bedeutet
also p die Beweglichkeit des Teilchens, so gilt fiir entspre-
chend kurze 9 die Formel ‘
ol B
3) Wz @y ) de =t 4D dac:
2V DI

Mittels derselben erhilt man durch n-malige wiederholte
Integration nach (1) die Verteilung fiir n sukzessive Inter-
valle und hieraus ergibt sich mittels Grenziiberganges fiir
verschwindende 9 bei konstanten nd = ¢ die Losung unseres
Problems. Diese direkte Methode ist jedoch wegen der Kom-
plika[1105]tion der betreffenden Integralausdriicke in kom-
plizierteren Fillen praktisch kaum anwendbar. Daher ist es
von Interesse, daB sich die Aufgahe auch durch Losung einer
Differentialeleichung erledigen 1aBt, was meist viel weniger
Schwierigkeiten bietet. :

1) Es gilt das allerdings nur fiir Zeiten, die wesentlich linger
sind, als die ,mittlere Dauer der annihernd geradlinigen Bewegung® des
Teilchens; in der Praxis sind das auBerordentlich kurze Zeiten und ist
diese Einschrinkung ohne Bedeutung. [60] ;

2) Denn die Mittelwerte der Brownschen Verschiebung nehmen
proportional zur Wurzel aus der Zeit & ab, withrend die durch duBere
Krifte hervorgebrachten Verschiebungen proportional sind zu ¥
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Es ist ndmlich dem ehen Gesagten zufolge leicht einzu-
sehen, daBl die Anzahl der Teilchen, welche in einem ent-
sprechend kurzen Zeitraume 4¢ durch die Abszisse x hin-
durchtreten, sich additiv zusammensetzt aus der Diffusions—
stromung und der durch die Kraft f bewirkten konvektiven
Teilchenstromung, somit gegeben ist durch

ow
—D—— 44 TVf(w)JL\t.

Berechnet man also die pro Zeiteinheit auf den Abschnitt
... x4 dx entfallende Anhdufung der Teilchen, so ergibt
dies die Differentialgleichung [111]

oW EW
4 e e

welcher die Verteilungsfunktion W Geniige leisten muB. Die-
selbe kann auch makroskopisch als Gleichung fiir die Diffu-
sion einer solchen Substanz aufgefaBt werden, welche von
der #uBeren Kraft f beeinfluBt wird, da ja der Diffusions-
prozeB gérade aus der Superposition der Brownschen Bewe-
gung der einzelnen Substanzmolekiile resultiert. Natiirlich
1aBt sie sich auch als verallgemeinerte Wirmeleitungs-
gleichung interpretieren, doch ist eine solche Auffassung nur
in dem Falle f (x) = const. ungezwungen durchfiihrbar, wel-
cher die Verbreitung der Wirme in einer konvektiv in Rich-
tung der X stromenden inkompressibeln Fliissigkeit darstellt:
fiir andere Formen von f miiBte man in x variable spezifische
Wirme einfiihren, oder die Kontinuititsgleichung aufeeben.

Zur naheren Bestimmung der Verteilungsfunktion W ge-
hort natiirlich noch die Angabe des ‘Anfangszustandes, und
zwar moge, um den erwihnten Voraussetzungen zu entspre-
chen, W fiir =0 iiberall gleich Null angenommen werden,
mit Ausnahme der unmittelbaren Umgebung des Punktes x,,
wihrend gleichzeitig dex:l ist. ‘Diese Anfangsbedingung
definiert das Quellenintegral der Differentialgleichung (4) und
daraus erhilt man die allgemeine Lisung fiir eine heliebige,
[1106] durch eine Funktion F (x) dargestellte Anfangsver-
teilung durch Superposition der voneinander unabhingigen
Partialprozesse in der Form:

5) W (e, 1) = [ F (w5) W (o, , t) daco.

Ls ist wohl anzunehmen, daB derartige Losungen der ver~
allgemeinerten Diffusionsgleichung (4) ofters untersucht wor-
den seien, obzwar ich solche Arbeiten nicht auffinden konnte.
Auf jeden Fall diirfte es von Interesse sein, die Integration
fiir die nachstehenden einfachen Spezialfille durchzufiihren,
welche theoretisch oder praktisch von Wichtigkeit sind.
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A) Den einfachsten Fall eines ,statischen® Systems, wo
die Teilchen von einer in die Normallage zurtickwirkenden
elastischen Kraft f(x) = — ax beeinfluBt werden, habe ich
1. ¢. mittels der direkten Methode behandelt, und habe als
Losung gefunden:

Fomae y@—me =Y’
6 W;./‘,:1____* et
) (z0r0,t) /ZnD(l_e_m) ¢ 9Dl —e )
wobei y zur Abkiirzung fiiry =@ gesetzt ist.

Tatsichlich verifiziert man mittels direkter Ausrechnung,
daB diese Funktion der Differentialgleichung

oW 02 W oW
i ot — 0 x? +7'T/690 i

Geniige leistet. Auch ist ohne weiteres ersichtlich, daB sie
sich fiir kurze Zeiten auf (3) bzw. (2) reduziert. Wir sehen
also, daB unsere damalige Losung sich in unsere jetzige ver-
allgemeinerte Theorie richtig einordnet.

Wias die experimentelle Verwirklichung dieses Falles an-
langt, wurde schon damals darauf hingewiesen, daB die Win-
kelversechiebungen eines an einem Torsionsfaden befestigten
Spiegelchens von demselben Wahrscheinlichkeitsgesetze be-
herrscht werden; und daB die Moglichkeit diesbeziiglicher -
Messungen nicht ausgeschlossen erscheint. [30]

B) Der Fall einer konstanten Kraft, welcher z. B. durch
die Brownsche Bewegung von Teilchen reprisentiert wird,
die spezifisch schwerer sind als das umgebende Medium, er-
lediet sich ohne weiteres, falls keine speziellen Grenzhedin-
oungen im Endlichen in Betracht kommen, da dann [1107]
offenbar (3) mit konstantem f (x) fiir beliebig lange Zeiten
oiiltie bleibt. Es kommt dies natiirlich einfach auf eine Super-
position von Diffusions- und Fallbewegung hinaus. [28]

() Komplizierter wird die Sache, falls beispielsweise die
Nebenbedingung auftritt, daB an der Stelle x =0 fortwihrend
die. Teilchenkonzentration W =0 herrschen muB. = Dies
wiirde durch Versuchsbedingungen verwirklicht, dhnlich den
von Brillouin angewendeten, bei welchen jedes an den Ge-
tiBhoden x — 0 ankommende Teilchen an demselben fest-
klebt.. Dann gilt, wie ich kiirzlich gezeigt habe:t)

= 2 5
= (X2DXU) __‘_4‘:? o (X—xo)‘ & g+ xo)z ]
et 1

e 4Dt —e 4 D¢t
2Vx Dt

8) Wy, ,8) =2

1 M. v. Smoluchowslki, Phys. Zeitschr., 16, p. 318, 1915;
diesen Biindehen, Seite 102; E. Schrodinger, 1. c., D. 289. Vgl. auchn
L. Brillouin, Ann. chim. phys. 27, p. 419, 18125 M. v, S'miotl -
chowski, Wien Ber., II, 124, p. 263, 1915; dieses Béndchen, 8. 61.
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wenn ¢ die normale Fallgeschwindigkeit ¢ = — ff bedeutet,

was durch die Transformation auf ein mit der Geschwindig-

keit ¢ bewegtes Koordinatensystem in die von Schrodinger

angegebene Losung iibergeht. Dieselbe findet praktische

Anwendung bei der Berechnung der Ehrenhaft-Millikan-
: schen Versuche.

D) Nehmen wir im Gegensatz zum letzten Falle an, daB
der GefaBboden x = 0 fiir die auftreffenden Teilchen undurch-
dringlich sei, und dieselben wieder reflektiere, wie dies bei
den Versuchen') von Perrin, Ilijn, Westgren u a.
tiber Schwereverteilung von sedimentierten Gummiguttemul-
sionen u. dgl. der Fall war. Diese Bedingung, welche das
astatische System (B) in ein statisches verwandelt und welche
als ,ausgearteter /Fall“ der linearen Differentialgleichung zu
bezeichnen wire, lautet 2):

[1108] pi Lo g fiir @ — o
(o1
und als Losung habe ich hierfiir mittels Fourierscher Me-
thoden [113] gefunden:
1 { = e ) (x +xg)z} e )T ot
e e

Wilgor ) —— =2 4Dt e ED¢ 2D iD
i 0, % 7) oV Dt
9) cxs
| ﬁ'h—fc—,c_ﬂi/cfzdz
| D) r )
E X Fx —«t
? 9/Dt

Derartige Spezialfidlle der mit Schwere kombinierten Dif-
i fusion lassen sich aber auch sehr einfach auf Grund des nach-
fitti stehenden Satzes allgemein losen: Das Quellen-Integral der
;’ Differentialgleichung

10) ou __ ,0%u 0w

welches einer der fiir. x = 0 geltenden Grenzbedingungen:

a) %= O oder b) g% — 0 oder o) 33: + =0 i

) J. Perxrin, zusammenfassende Darstellungen: Rapp. d. Congrés
Solvay, p. 179, Paris 1912.. Die Brownsche Bewegung usw., Kolloid-
chemische Beihefte, 1, p. 221, 1910. Vgl. auBlerdem: B. Ilijn, Journ.
Russ.: phys.-chem. Ges., 44, p. 157, 1912; A. Westgren, Zeitschr. f.
phys. Chem., 83, p. 151, 1913; J. Perrin, Compt. rend., 158, 'p. 1168,
1914 R.- Cogtantin, 1 6, 158, p. 1170, 1841, 1914 [119]

%) Wir vernachlissigen die Widerstandsvermehrung in der Nach-
barschaft der: ebenen Wand, da dieselbe nur bis zu Entfernungen von -
der GroBenordnung des Teilchendurchmessers merklich ist.




Abhandlungen iiber die Brownsche Bewegung 111

entspricht, ist gegeben durch die Formel:
: i

@
'(X—XU)_ZD’

11) w=Ue 2D

worin U das der entsprechenden Grenzbedingung:

N o
c 00X
o ey

oder c) (h_ 21)) U45-=0

Geniice leistende Quellen-Integral der Differentialgleichung
: (GElgs G G

) °

bedeutet.

Mittels dieses a posteriori leicht direkt verifizierbaren
Satzes lassen sich derlei Aufgaben auf die geniigend bekann-
ten Losung der gewohnlichen Wéirmeleitungsgleichung zu-
ritckfithren, und sobald man auf diese Weise das Quellen-
integral von (10) ermittelt hat, erhilt man die einer beliebigen
Anfangsverteilung angepaBte Losung mittels des durch For-
mel (5) gekennzeichneten Superpositionsverfahrens.

[1109] Da der zuletzt bhehandelte Fall, wie erwahnt, in der
Praxis eine hervorragende Rolle spielt, seien noch einige dies-
beziigliche Bemerkungen hinzugefiigt. Wie die Kormel 9)
zeigt, ist die Verteilung der von X, ausgehenden Teilchen an-
fanclich dieselbe, als: wie wenn der feste GefaBboden gar
nicht vorhanden wire, also identiseh mit (3) bzw. (2). Mit
zunehmender Zeit macht sich dagegen der Einflub der letzte-
ren in wachsendem MaBe bemerkbar und schlieBlich stellt sich
die statiomsire Sedimentationsverteilung

cX

W(w)dm:%émﬁdw

her, deren Giiltigkeit seinerzeit von Binstein und mir theore-
tisch vorausgesehen und namentlich durch die schonen Ar-
beiten Perrins und seiner Schiiler so genau experimentell er-
wiesen worden ist. [112] Werden namlich in letzterem Aus-
drucke der Diffusionskoeffizient
JEIH
D
und die Fallgeschwindigkeit ¢ durch ihre Werte ersetzf, so
sehen wir, daB der Koeffizient
¢ 4datmle—e) gN
D s T
ist, in Uebereinstimmung mit dem fiir jenen Fall giiltizen
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aerostatischen Exponentialgesetz. Letzteres stellt natiirlich
auch bei beliebiger Anfangsverteilung den schlieBlich ein-
tretenden Endzustand dar.

Theoretisch interessant ist in unserem Falle der allmih-
liche Uebergang zwischen den -drei durch entsprechende
Linge der Zeit ¢ charakterisierten Stadien mit vorherrschen-
dem Typus der Brownschen Bewegung, Fallbewegung und
Sedimentationsverteilung, welche bisher immer gesondert
untersucht wurden.

Die Gleichung (9) bzw. deren Verallgemeinerung im
Sinne von (5) gilt iibrigens noch fiir manche andere in der
Praxis ofters vorkommende Fille; erwahnt seien beispiels-
weise die Sedimentierung eines chemischen Niederschlages,
der ProzeB des Filtrierens, das Durchstromen eines Fliissig-
keits- oder Gasgemisches durch eine halbdurchlissige Wand,
die Verteilung einer beigemischten Fremdsubstanz an Orten,
wo Kristallbildung, Kondensation oder Verdampfung statt-
findet u. dgl. [1110] Auch ein von Gouyl) kiirzlich mittels
niherungsweiser Schitzungsmethoden behandeltes Problem
gehort hierher, betreffend die Geschwindigkeit, mit welcher
sich in der Athmosphire das aerostatische Gleichgewicht zwi-
schen Stickstoff und Sauerstoff herstellt [113]. ;

SchlieBlich erwihnen wir noch, daB man in (9) nicht ¢ — 0
setzen darf. Fiir diesen Fall; welcher den Verlauf der ge-
wohnlichen Diffusion bei Gegenwart eines undurchdring-
lichen Bodens darstellt, erhilt man aber nach der bekannten
Spiegelungsmethode die Lisung?) ;

9 ~_(X_Xo)z _(X+Xu)2
14 Wiy, 2 ,t) =— 4Dt e 4Dt
) ( 09 Ly ) QVﬂDt[e +

[113] Zu der allgemeinen Gleichung (4) zuriickkehrend, be-
- merken wir noch folgendes:

Fiir unendlich lange Zeiten, wo sich eine stationire Ver-
teilung herstellt, resultiert aus (4) fiir vollstindige Systeme

infolge der Relation %;/V =0 die Formel: [114]

u
/&3 T
st (T AL Q1 A6 S HE
15) W=4e¢D / =de 4
welche mit dem hekannten Verteilungsgesetz der statistischen
Mechanik iibereinstimmt, das die allgemeine Hiufigkeit eines
Parameterwertes als Funktion der bei Verschiebung aus der
Normallage zu leistenden Arheit U ausdriickt.

) L.Gouy, Compt. rend., 158, p. 664, 1914.
) M. v. Smoluchowsk i, Bull, Acad. Cravovie, p. 418, 1913;
dieses Bindchen, Seite 25
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Multipliziert man (4) mit x oder x% und integriert iiber
den ganzen Bereich der x, so gelangt man zu den folgenden
Beziehungen fiir die Durchschnittswerte jener GroBen: [115]

o e
16) Wg—) =07
0 S
17) 57 (= 20)2 = 2D 28 [(ep—x []-

Die zweite Gleichung stellt die Abweichung dieses all-
gemeinen Falles-von der bekannten, fiir die astatische Brown-
sche Bewegung giiltigen Formel

(x — 29)2=2 Dt

dar, wobei das Zusatzglied die Form des aus der Gastheorie
[1111] als Virial bekannten Ausdruckes besitzt)) Der Ein-
fluB des letzteren verschwindet selbstverstindlich fiir kurze
Zeiten t, so daB man in diesem Grenzfall, wie schon erwihnt,
auf die gewshnliche Formel zuriickkommt,

Die Gleichung (16) konnte man der Beziehting gegeniiber-
stellen, welche die gewdhnliche Dynamik fiiv die Bewegung
des Teilchens ergibt, wenn die Brownsche Bewegung ver-
nachldssigt und nur die Wirkung der Kraft f(x) und des
Reibungswiderstandes in Rechnung cezogen wird.

dx

18) e BT (@)

Da letzteres der makroskopisch thermodynamischen Auf-
fassung der Reibung als eines irreversibeln Vorganges ent-
spricht, konnte man (18) auch kurz als thermodynamische
Bewegungsformel bezeichnen. Dieselbe stimmt also gemiB
(16) im Falle einer elastischen Kraft f= - ax, wie schon
seinerzeit gezeigt wurde, vollstindig mit den zeitlichen Aen-
derungen der durchschnittlichen Verschiebung der Teil-
chen iiberein.
~ Nun sehen wir aber, daB dies nur in speziellen Fillen gel~
‘ten kann, denn 7(x) und f(x) sind wohl identisch, wenn f
eine lineare Funktion ist, aber durchaus nicht allgemein.
Tatsichlich sieht man beispielsweise in dem Falle der Glei-
chung (9) ohne weiteres, daB die durchschnittliche Entfer-
nung x des Teilchens vom GefiaBboden immer endlich bleibt,
wihrend die gewohnliche, der molekularen Agitation des um-
gebenden Mediums keine Rechnung tragende Dynamik ver-
langen wiirde, daB das Teilchen mit konstanter Geschwin-
digkeit zu Boden sinke und daselbst liegen bleibe.

1) Darauf wurde ich infolge einer Unterredung mit Herrn Pr9f.
Ph. Frank aufmerksam, welcher dem Zusammenhang zwischen Virial
und Brownseher Bewegung ein eingehenderes Studium gewidmet hat.[116]

Ostwalds Klassiker 207. 8
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Ebenso 14Bt sich leicht nachweisen, daB die Bewegung
gemiB Formel (18) zwar im Falle (A) unter allen laut (6)
moglichen Molekularbewgungen die wahrscheinlichste ist, daB
aber die Uebereinstimmung der thermodynamischen und der
wahrscheinlichsten Vorginge durchaus nicht allgemein gilt
und insbesondere nicht im Falle (9). [117]

Das bisher Gesagte bezog sich auf die Geschwindigkeit,
mit welcher die Aenderungen in einem System erfolgen, das
von einem gegebenen Anfangszustand ausgeht. Aber auch
der [1112] noch weit prignantere Gegensatz, welcher zwischen
der thermodynamischen und molekularen Auffassung beziig-
lich der Art des schlieBlich resultierenden Endzustandes be-
steht, wird durch das letzterwiahnte Beispiel klar illustriert.
Piir ein individuelles System gibt es natiirlich tiberhaupt kei-
nen Endzustand im Sinne des Entropiesatzes oder des
H-Theorems [118], indem dasselbe sich von dem durch ein

Maximum der Entropie S, charakterisierten Zustand be-

liebig weit entfernen kann. Hs kann sich also nur noch um
die Frage handeln, ob jenes Theorem den wahrscheinlichsten
oder aber den durchschnittlichen Endzustand des Systems
richtig angibt, Begriffe, die allerdings meist durcheinander-
geworfen werden.

Diesbeziiglich zeigt nun unser Beispiel, daB wohl die
erstere, aber nicht die zweite Eventualitit zutrifft. Denn die
wahrscheinlichste Endlage eines Teilchens im Schwerefelde
ist natiirlich auch gem&B (9) der niedrigst gelegene Punkt
x = 0, dagegen bleibt die durchschnittliche Entfernung des
Teilchens vom Boden endlich und betrdgt lim x = Dfc. Wiirde
gine Schar derartiger Teilchen vom GefdBboden x, =0 als
Anfangslage ausgehen, so wiirden sie auf Kosten der Warme-
energie gegen die Schwerkraft Arbeit leisten und deren
durchschnittliche Entropie wiirde im Widerspruch mit dem
II. Hauptsatz bis zu einem Grenzwert S=S,— HIN ab-
nehmen. In diesem Beispiel treten also die Méngel der klas-
sischen ,thermodynamischen® Betrachtungsweise noch greif-
barer zutage, als in dem frither von mir untersuchten Falle
(4). [97]

Kra‘kau, Phliysik. Institut der Jagiellonischen Universitit,
Olktober 1915. (Eingegangen 29. Oktober 1915.)



Anmerkungen.

1. Zu Seite 2. Eine kurze Zusammenfassung der dieser
Arbeit vorausgehenden Literatur iiber das Brownsche Phino-
men findet der Leser auch in Ostwalds Klassiker Nr. 199, A.
Einsteins Arbeiten iiber die Theorie der Brownschen Bewe-
gung, Anmerkung 1, S. H4.

2. Zu Seite 5. Die vollkommen schwarze Kugel vom Radius
@ sei umgeben von einem unendlich ausgedehnten Medium der
Wirmeleitfahigkeit k&, das auBerdem vollkommen diatherman
sein soll. Dann absorbiert ‘die Oberflicheneinheit der Kugel
pro Sekunde die Warmemenge ¢. FEbenso groB muBl im Falle
des stationdren Gleichgewichtes auch die durch Leitung nach
auBen abgegebene Warmemenge sein. Nennen wir die Tem-
peratur im AuBenraum u und #, die Temperatur der Ober-
fliche, dann ergibt die Theorie der Wirmeleitung fir die
stationdre Temperaturverteilung die Bedingung 4u =0, wo-
bei aus Symmetriegriinden die Flichen @ = const zur Kugel
konzentrische Flichen sein miissen. Beriicksichtigen wir, dal
fiir 7 = @, & = 1, sein soll, und verlegen wir den Nullpunkt der
Temperatur ins Unendliche, so ist die Losung eindeutig und
lautet:
Ay

== 7

fiir den AuBenraum der Kugel. Daher die durch die Flache
r=a pro Sekunde nach auBen transportierte Wiarmemenge

% 614)  —kn
»<6n st @
Dies muB nach dem Obigen gleich |¢ sein, woraus sich fiir
u, die Bedingung ereibt u, :%;, was gleichzeitie die maxi-
male Temperaturdifferenz zwischen der Oberfliche und ihrer
Umgebung darstellt,

3. Zu Seite 7. Fiir den Fall eines geraden n konnen wir
die Summe zerlegen in
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9 L 2m~n 4)1 ‘n—1\ 1
ES m)  gn 2 <M~4)@*1

m=o 41 m=2 11

Loyl
: ~2n2 <m>2*ﬁ°
m= g +1
Die letzte Summe stellt genau die Hilfte der Summe aller
Wahischeinlichkeiten der Zahlen von m = 1 bis 7 dar, ist also
gleich 1/2; die erstere stellt dasselbe dar fiir die Zahl n— 1
statt n, wobei aber zu beriicksichtigen ist, daB jetzt bei der
Halbierung ein unpaares Glied iibrig bleibt, und zwar das
Glied m = n/2, das man also noch zu addieren hat. Das gibt
fiir die gesuchte GroBe

n—1 1
1)=n—l~n<n 1)§n—_i—"n,
—

was fiir nicht zu kleine 7 in die im Text angegebene Form
iibergeht. Fiir sehr groBe 12 gebrauchen wir die Stirlingsche
Niherungsformel

nre "Y2mn-n 1 2n
v = __]

n

(B sy ™

4. Zu Seite 8. Dieser Satz der statistischen Mechanik,
der sogenannte Gleichverteilungssatz, bildet in Hinsteins Ar-
beit die Grundlage fiir seine Theorie der Brownschen Bewe-
gung, indem er aus diesem Satz folgert, daB bei der Diffusion
kleiner Kugeln in einer Flissigkeit, diese auf eine semiper-
meable (Wand einen osmotischen Druck ausiiben werden, der
ebenso groB ist, als der osmotische Druck einer Liosung mit
gleich viel Molekiilen gelgster Substanz pro Volumseinheit,
wie hier Teilchen. Auch die Ableitung von Langevin (vergl:
dieses Bindchen Seite 199) und die auf Grund des Virialsatzes
von Ph. Frank®) beniitzen den Gleichverteilungssatz direkt.

5. Zu Seite 9. Annghernd folgt dieser Satz aus folgender
einfachen Ueberlegung: Wir nehmen an, daB M » m und C &
¢.sei. Den Winkel zwischen ¢ und der Zentrale der beiden Ku-

geln im Moment des StoBes nennen wir ¢, den Winkel zwischen

der Zentralen und der 'Senkrechten zu C nennen wir f. Dann
ist die bei dem StoB: von m auf M ubertlagene Bewegungs-
groBe anndhernd 2 me.cos ¢, was fiir M in der Richtung der
Zentralen den Geschwingigkeitszuwachs 2 me/M. cose  ergibt.

) Ph. Frank, Ann. d. Phys., 52, 323, 1917.
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In ‘der Richtung senkrecht zu C also die Geschwindigkeit
2 melM - cosa - cof . Von dieser GroBe ist nun der Mittelwert
zu bilden iiber alle mgglichen ‘Wlrte vone und g, und zZwar

e ; 7 -
variiert @« zwischen 0 und—, 8 zwischen ———~und + s da-

her die gesuchte Wahrscheinlichkeit

7T 7T
2o
2 2m Smc me
7[/ / 7 (os(ccos Bdx dp_?j[-_OSOG s
(0] 7T

e

Zm Seite 11. Die Formel folet direkt aus dem Kosinus-
satz de1 sphirischen Trigonometrie,
7. Zu Seite 12.

2 cos ¢ 1—cosn e
v ey e —_— i £ e
Tn =l 1~r<ose< 1~003e°“)+1
7‘1+008£n . Qcose? T2 9cos2e L q
|1—cos s {1 — cosep A

8. Zu Seite 12. Durch Entwicklung von (9) nach Potenzen
der kleinen GroBe O erhalten wir: ;

2n 2
,TIZ:(I——12)+—S~—-E\§,

/ el '{\3 ’
[J(—2+(n+2>)+os(1_.<” ! 1>2(“+22>+> <n+2(>5w+1)¢+_‘}
. : Ee 730
n2 ——g~
TR 1/ nd no
:91l!/1~?:7ll<1—%~)

9. Zu Seite 18. Der innige Zusammenhang zwischen Brown-
scher Bewegung und Diffusion bildet die Grundlage fiir die
erste Hinsteinsche Arbeit®) iiber die Brownsche Bewegung, und .
wurde namentlich von Smoluchowski in seinen spdteren Ar-
beiten vielfach ausgeniitzt, die zum GroBteil in diesem Band-
chen vereinigt sind. Weitere Literatur iber dieses Thema
findet man in dem zusammenfassenden Bericht von R. Fiirth?).

10. Zu Seite 14. Nach dem Maxwellschen Geschwindig-
keitsverteilungseesetz ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Gas-
molekiil (oder Brownsches Teilchen) eine Geschwindigkeit
zwischen ¥ und y -+ dy¥ habe gegeben durch

32
e 72208
) A. Binstein, Ostwalds Klassiker, Nr. 199, Seite 13 ff.

%) R. Furth, Jahrh. d. Rad. u. Elekir. 16,2319, 1920,

h
W (y) dd = 7

ye dy,
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worin C die mittlere Geschwindigkeit des Teilchens bedeutet.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiiv, daB » unter einen
gewissen Betrag I herabsinke, ist offenbar

9
. yatic 41

: 9 S - A
/W(”/)d}’:—_/e Ad:c:““[?g 702
J Vﬂ; 7TC
o o

B\ : L :
oder, da.(?) eine kleine GroBe ist, durch Entwicklung nach

Potenzen dieser GroBe
S B
Da nun I'— me [ M, und die Beziehung gilt me2 = MC?, er-
8/,
gibt sich durch Einsetzen rund (%) ® . Pir M= 10
(Grenze der Beobachtharkeit) egibt dies fiir die gesuchte
Wahrscheinlichkeit den auBerordentlichen kleinen Wert 10-°.

11. Zu Seite 14. Siehe Ostwalds Klassiker der exakten
Wissenschaften Nr. 199, A. Einsteins Arbeiten iiber die Theo-
rie der Brownschen Bewegung, Anmerkung 30, Seite 72.

12. Zu Seite 15. Die Formel fiir die StoBzahl ergibt sich
ohne weiteres, wenn man sich die einzelnen, wihrend einer Se-
kunde von M zwischen den aufeinanderfolgenden StoBen zu-
riickgelegten Wegein gerader Richtung aneinandergelegtdenkt.
i Da C>> ¢ sein soll, so kann man sich M ruhend denken, oder,

| was auf dasselbe hinauskommt, man denke sich alle Molekiile
ruhend und punktférmig und M mit der Geschwindigkeit ¢
geradlinig hewegt, dann bestreicht es wihrend einer Sekunde !
einen Zylinder vom VolumR27c¢in dem sich NR27 ¢ Molekiile '
befinden. Mit allen diesen miissen nun ZusammenstoBe er-
folgen, dies ist also gleichzeitig der Wert von 7.

i 13. Zu Seite 16, 26. Ndheres iiber diese in der Theorie der

i Brownschen Bewegung so viel verwendete Formel und iiber

il die Grenzen ihrer Anwendbarkeit siehe Ostwalds Klassiker

it der exakten Wissenschaften Nr. 199, Seite 58 ff., Anmerkung 10.

14, Z Seite 17. DaB der Unterschied in den beiden Resul-

il taten in der Tat auf der Verwendung vereinfachender An-
nahmen beruht, sieht man daraus, daB eine etwas Zenauere
Berechnung unter Zugrundelegung des Maxwellschen Ge:-
schwindigkeitsverteilungsgesetzes durch A. Snethlage *) den

Smoluchowskischen Zahlenfaktor ]Fln ]/ verindert, also

Einsteins Formel schon sehr nahe kommt. In seinen spiteren |

) A.Smethlage, Versl. Kon. Akad. v.

Wetensch., 24, 1539, 1919.
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Arbeiten hat Smoluchowski selbst immer die Formel von Ein-
stein bentitzt.

15. Zu Seite 17. Siehe z. B. J. Jager, Gastheorie, Braun-
schweig 1906, S. 39. :

16. Zu Seite 17. Hier muB es gemidB dem derzeitigen
Stand unserer Kenntnisse richtiger heiBen N = 2,8 - 10%°, was
den Wert von 4 in 1,7 .10—° em verdindert.

17. Zu Seite 19. Als erster hat F. Ehrenhaft?) die Brown-
sche Bewegune von Metallpartikeln in Gasen als solche be-
schrieben und gezeigt, daB sie der GroBenordnung mach mit
Smoluchowskis resp. Binsteins Resultaten iibereinstimmt. Eine
direkte Bestitieune der Formel konnte nur dann erbracht wer-
den, wenn man die Radien der verwendeten Teilchen aus an-
derweiticen Beobaclitungen genau genug kennen wiirde. In
Fliissigkeiten ist dies zwar nun sehr wohl mit den verschieden-
sten Methoden, z. B. Abzihlung und Wigung gentigend grofer
Mengen, mikroskopische Bestimmung und vor allem durch
Messung der Geschwindigkeit des gleichformigen Niedersin-
kens der Teilchen in der Fliissigkeit infolge ihrer Schwere
moglich, da dieses Niedersinken gemdB der fiir Fliissigkeiten
unter allen Umstinden giiltigen Stokesschen Widerstandsfor-
mel erfolgt.

Tn Glasen jedoch ist der letztere Weg derzeit der einzige
halbwees genau gangbare, und gerade hier fehlt® uns die

_sichere Kenntnis des Widerstandsgesetzes. Fiir geniigend
kleine R/A treten an Stelle des Stokesschen Gesetzes andere
(siche Anmerkung 13), deren Grenze fiir sehr kleine R/L das
von Smoluchowski verwendete Gesetz bildet. Bis jetzt sind
aber alle diese Formeln, deren Grundlage mehr oder weniger
hypothetisch ist, noch ‘nicht einwandfrei experimentell nach-
gepriift, eben deshalb, weil man die Teilchengrofe ander-
weitig kaum feststellen kann.

Da dieses unbekannte Widerstandsgesetz in die Formeln
fitr die Brownsche Bewegung eingeht, ist eben die Priifung
der Theorie an Teilchen in Gasen duBerst schwierig und wird
erst dann einwandfrei zu maehen sein, wenn es gelingt, die
Abhéngigkeit des Widerstandes vom Radius bei kugeligen
Partikeln in Gasen sicherzustellen.

18, Zu Seite 22. Maxwell hat sich ein Modell ausgedacht,
wie man, wenn die kinetische Anschauung die richtige wére,
entsegen dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik Arbeit
auf Kosten von Wirme gewinnen konnte, derart, daB man sich
in einem geschlossenen, mit Gas gefiillten Gefdl eine feste

i ., Whrenhaft, Wiener Ber, 116, (2a), 1139, 1907.
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Scheidewand angebracht denkt, die eine Klappe enthilt, welche
eine Oeffnung verschlieBt, gerade groB genug, um ein Molekiil
hindurchzulassen. An dieser Klappe steht ein »Didmon®, der
sie immer aufmacht, wenn er ein Molekiil beispielsweise von
vorn nach hinten auf sie zukommen sieht, um sie hinter ihm
schnell wieder zu schlieBen. umgekehrt dagegen 14Bt er kei-
nes hindurch.  Auf diese Weise wiirde die Anzahl der Mole-
kiile in der hinteren Hilfte des Gefilles standig zunehmen,
in der vorderen abnehmen, und daher eine immer groBer wer-
dende Druckdifferenz zwischen beiden Hilften entstehen, die
man schlieBt etwa zur Bewegung eines Kolbens im Arbeits~
zylinder einer Maschine beniitzen konnte.

Dieses Experiment ist allerdings undurchfiihrbar, aber
wenn man sich statt eines Gases eine Suspension kleiner Teil-
chen in einer Fliissickeit denkt, dann wire die Konstruktion
eines solchen Ventils eventuell schon im Bereiche der Mge-
lichkeiten und man kénnte sich so denken, daB es méelich
wire, in der einen Hilfte des GefiBes die Konzentration auf
Kosten der anderen Hilfte zu vergroBern und dann vermoge
des entstandenen osmotischen Druckes Arbeit zu gewinnen.
Praktisch ist das Verfahren natiirlich vollkommen wertlos,
aber sein theoretisches Interesse ist groB, da es zum ersten-
mal den Gedanken einer moelichen Durchbréchung des zwei-
ten Hauptsatzes der Thermodynauik ausspricht, ein Gedanke,
dem dann Smoluchowski in seinen spateren Arbeiten (siehe
diese) endgiiltic zum Siege verholfen hat.

19. Zu Seite 22, Nach Einstein®) ist der Zusammenhans
zwischen dem mittleren Verschiebungsquadrat pro Zeiteinheit

X*/t und dem Diffusionskoeffizienten D gegeben durch die
Formel

Siehe auch Anmerkung' 9, sowie die folgenden Arbeiten die-
ses Bindechens.

20. Zu Seite 24, Auch diese Frage ist von Smoluchowski,
in seiner letzten groBen Arbeit?), zum erstenmal exakt ance-
gangen worden und hat sich auch experimentell gut bestiti-
gen lassen. Niheres iiber djeses Thema in der zusammenfas-
senden Bearbeitung von R. Fiirth?),

21. Zu Seite 25. A. Einstein, Ostwalds Klassiker Nr. 199;
M. v. Smoluchowski, dieses Bandchen, nachstehende Arbei-
ten; P. Langevin, Comptes Rendus 146, 530, 1908; G. de Haas

) A, Einstein » Ostwalds Klassiker Nr. 000, S. 1 bis 15, 43 bis 53..

) M.y. Smoluechowski , Zeitsehr. f. phys. Chem., 92, 129, 1917,

?) R. Fiitth, Jahrh, d. Rad. u. Elektr. 16, 349, 1920.
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Lorentz, Die Brownsche Bewegung und verwandte Hrschei-
nungen, Braunschweig 1913.

22. Zu Seite 25, 46. A. Hinstein, Ostwalds Klassiker Nr.
199, Seite 13 f.

23. Zu Seite 26. Beziiglich des Zahlenkoeffizienten vet-
gleiche Anmerkung 14. Beziiglich ‘der Literatur vergleiche
Ostwalds Klasikér Nr. 199, A. BEinstein, Arbeiten  iiber die
Theorie der Brownschen Bewegung 8. 63ff, Anmerkung 13.
und Seite 67 f., Anmerkung 17,

24. Zu Seite 26. Die Erkldrung fiir diesen: Umstand sieht
man heute in derAnnahme,daB sich beiBeriithrung eines festen
Korpersmit einer Fliissigkeitan der Berithrungsfliche eine elek-
trische Doppelschichte ausbildet, deren Betrag und Vorzeichen
von der Natur der aneinander stoBenden Substanzen abhingig
ist; wahrscheinlich spielen im Sinne des sogenannten La-
dungsgesetzes von Coehn die Dielektrizititskonstanten der
Substanzen, sowie auch die Art'und Menge der'in der Fliis~
sigkeit enthaltenen Elektrolytionen mit. Ist nun das Vor-
zeichen der Teilchenladung das gleiche, wie das der GefaB-
wand, so findet-eine AbstoBung von Teilchen und Wand statt.
wenn dagegen die Wand oder das Teilchen oder beide unge-
laden sind oder entgegengesetztes Vorzeichen haben, kleben
die Teilchen an der Wand fest.  Dies kann man im allgemei-
nen durch Zusatz von Siaure zu dem Kolloid erreichen.

Dieser Umstand spielt auch bei dem gegenseitigen An-
haften der Teilchen aneinander, der Koagulation, eine Rolle
(vergl. auch Anm. 20).

25. Zu Seite 27. Definitionsgemi findet man bei Einfiith~
rung der Variabeln
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26. Zu Seite 27 .Formel (5) erhélt man ohne weiteres, wenn
man sich das Teilchen zundchst an der linken Wand (im Ab-
stand @) gespiegelt denkt, dann diesen Spiegelpunkt an der
rechten Wand (im Abstand b) spiegelt, diesen wieder links
| usw.; ebenso verfahre man, mit der rechten Wand beginnend.
i SchlieBlich superponiert man die Brownsehe Bewegung aller
il dieser fiktiven Spiegelpunkte iiber die Bewegung des ur-
spriinglichen Teilchens, so wie im Falle des einzelnen Spiegel-
punktes im § 2.

Die Integration wird durchgefiihrt, indem man in allen
Exponentialfunktionen an Stelle des negativen Hxponenten
neue Verinderliche einfiihrt und diese dann alle mit dem glei-
chen Buchstaben x bezeichnet:

40 1 +bl2VD_z‘
W de) ———— o Pt e* di
/ G20 = o7 o [C S5
T —aQVE‘
b-F2n(a-+b) b+2n(a+b) —b+2n(at b
2V D¢ 2V Dt 2V D¢

o
i —I«QV_ISE /e_xﬂdw — /e—x dx fe_xzdx
n=1| "a+{2n@+® a+2n(atbd) —a—2b6+2n(ath)
2V Dt o).Dt 2) Dt
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:‘Za-—bJrQrM
2V D¢ l
+ [e*xzdm
—di @l ]
of Dt
BEs zeigt sich, daB bei passender Anordnung der Grenzen

diese Integrale gerade den Bereich von Null bis Unendlich
zweimal ausfiillen und daher den gesuchten Endwert liefern:

97. Zu Seite 28, Fiir groBe n verschwinden in den Expo-
nenten alle Glieder gegen die n enthaltenden, so dal man
bei Vertauschung der Summen mit Integralen erh#lt

o
1 n*(a+ by 1
Wi)=——=4|e Dt dn=——.
(%) 9 VuDt / a—+b
o
Die mittlere Verschiebung wird
=0 4p
- 537 s roEAt b—a
2 — /zﬂ'(z)(lz_ / e
~a “a

b ¢
e
= / a+b 3atb
CEmA
28, Zu Seite 29, 109. Das gilt aber nur dann, wenn das Wi=
derstandsgesetz ein lineares ist. Wire dies nicht der Fall, dann
wiirde sich Brownsche und Fallbewegung nicht einfach super-
ponieren, so daB man eine Abhangigkeit des Wiertes von D
von der mittleren Fallgeschwindigkeit bekommen wiirde. Aus
Versuchen von Fiirth) geht jedoch hervor, daB eine solche
systematische Beeinflussung nicht existiert.
29. Zu Seite 29. Fiihrt man statt der Variabeln z die GroBe
2 =7 - 7Pt ein, so verwandelt sich Formel (7) in Formel (1).
Man. erhilt daher fiir diesen Fall das mittlere Verschiebungs-
auadrat 22 ebenso groB, wie im fritheren Falle 2% also gleich
2Dt Oder S e
72—21 2.2y Pt (y Pt)2=2 Dt.

1@1

ferner

D

Da ferner
; Z=z+yPt=o0,

3 R Tirth, Ann..d. Phys., 60, 77, 1919.
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Jolgt durch Kinsetzen von 2z aus der unteren . Gleichung:

2— 2 Dt-L(y Pt)2.  Eine Priifung dieser Formel erfolgte
u. a. von Nordlund*) und von Ettenreich?). Der erstere unter-
suchte eine Hg-Suspension in Wasser unter dem Kardioid-
ultramikroskop derart, daB in’'kurzen Zeitabstinden automa-
tisch ganz kurze Lichtblitze /., Sek.) in den Apparat ge-
worfen  wurden. . Die Reﬂstuemno erfolgte photographisch
auf;einer Platte, die durch ein Uhrwerk: gleichzeitie horizon-
tal bewegt wurde, wahrend das Teilchen herabfiel.

Der letztere untersuchte ebenfalls Hg-Kugeln, die Re-
gistrierung jedoch geschah so;-daB miit Hilfe des Abbeschen
Zeichenapparats nach dem Taktschlag: eines Metronoms in
aquidistanten Zeitabstinden der Ort des fallenden Teilchens
in ‘einem Koordinatenpapier  mit einer Nadel - eingestochen
wurde!

Beide Beobachter finden -gute Uebereinstimmung mit
Formel (8). Jedoch zeigt sich bei Ettenreich, bei dessen Me-
thode ja an einem und demselben Teilchen (gleichzeitig die
horizontalen und vertikalen Verschiebungen gemessen wer-
den konnten, eine deutliche Verschiedenheit der GroBe D in
horizontaler und vertikaler Richtung, derart, daB = stets
Dpor> Dyert. Ph. Frank®) hat darauf hingewiesen, daB eine
solche Beeinflussung in der Tat moglich wére, da ja nach dem
Gleichverteilungssatz auf jeden Freiheitsgrad die gleiche
Energie entfallen soll, was in diesem Falle eine Verteilung
auf die Brownsche Zickzackhewegung und: die Fallbewegung
bedeutet, so daB auf die erstere allein weniger entfallen
miiBte, also ein kleineres D. Dieser Umstand kommt jedoch
infolge der auBerordentlichen Langsamkeéit der F Fallbewegung
hier keinesfalls in Betracht. -

R. Fiirth*) hat in neuerer Zeit gezeigt, daB diese Beein-
flussung bloB eine scheinbare ist, rein rechnerisch vorge-
tauscht durch die Beschridnktheit der zur Berechnung ver-
wendeten Statistik. (Siche auch Anmerkung 81.)

30. Zu Seite 30, 41, 109. Auch das untere Ende eines geo-
niigend feinen; vertikal aufgehdngten elastischen Quarzfadens
“miiBte eine solche Bewegung ausfiithren, die sich noch mi-
kroskopisch beobachten lassen mubB. Beobachtun%n dieser
Art sind in newester Zeit von P. Zeemann ausgefiihrt worden:
Siehe auch Ostwalds Klassiker Nr. 199, Seite 65, Anm. 15.

) J. Nordlund, Zeitschr. f. phys. Chem., 87, 40, 1914,

) A. Ettenreich, Wiener Bery: (9a), 191,

S Pih o F raink Ann, Phys.;» 52, 828, 1017,

) R. Fiirth, Ann. d. Phys., 59 409, 1919; Phys.- Zeitschr., 22,
625, 1921,
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31. Zu Seite 31.
1 /OO [e2(2 —287 -} f242) —2e (x| a) (1 —pB7)
e
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47])_7"00 +:z‘—{—:t'lo(1——JT)2]4DTd,
: . S ornde )il 002
1 —{xZ—}—ayo(l—pT)Z iQn)’)’f(r_’_ 27?»
tanD're
+c9—{a1"‘2f2'§;¢pe—zaﬁ(__ﬁ’“+m idd) ot
e 12 2;’[—'-‘)2 aZ.
%

Fiihrt man als neue Integrationsvariable die negativen Ex-
ponenten der e ein, so erhdlt man:

1 il
WA aarg) o — ¢ . =0 I
S 9n YDV I+ (I—p7p ./e ”“}
—
; 1 i

9yaDzV 1+ A—BoP
woraus sofort der im Text angegebene Wert folgt.
32. Zu Seite 31. Weeen lim(1 —pr)i=eFt erpibt sich als
Koeffizient der e-Potenz

2)7 D= ]/(1 po) 2 1 SDil e
R

und der Exponent von e
[x—mge P12
4Dz —¢ 20287
33. Zu Seite 31. Fiihrt man fiir den Exponenten in Formel
(10) die Velinderliehe & ein, so folgt fiir x

1""9o . il nE
mw/ 7 (@, o) d V / ds‘]/~—————-———
TT

B
1 +®___ &3
+~‘:.—_fl’()€—-ﬁt/6 §d§
Vz
5 — 00
Das erste Integral ist Null, das zweite gleich V=, also
T=axy-e Pt

J‘rr

analog erhilt man
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34. Zu Seite 32. Formel (15) ist in der statistischen Mecha-
nik unter dem Namen des Boltzmannschen e¢-Theorems be-
kannt, und gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB einer der
Parameter des betrachteten Systems ohne Riicksicht auf die
anderen, sich in gewissen infinitesimalen Grenzen befinde, wo-
bei das System selbst mit einem anderen von unendlich groBBem
Energieinhalt in statistischem Gleichgewichte steht. Niheres
hieriiber findet man in Ostwalds Klassiker Nr. 199, Seite 64,
Anmerkung 14, sowie bei R. Fiirth, Schwankungserscheinun-
gen in der Physik, Sammlung Vieweg Nr. 48, Braunschweig
1920. '

35. Zu Seite 33. Wie Smoluchowski selbst bemerkt, ist das
Verschwinden des Gliedes 3/xXdf ein schwacher Punkt der
Argumentation, der auch bei Langevin ebenso in Frage kommt.
Es ist ndmlich absolut nicht ohne weiteres einleuchtend, daf x
und X vollkommen voneinander unabhéngig sind, da ja infolge
der (allerdings sehr kleinen) Trigheit der Teilchen die Kraft
der MolekularstéBe nicht in allen Richtungen eleich grof ist,
oder mit anderen Worten, daB die Bewegungszustinde in auf-
einanderfolgenden Zeitpunkten nicht vollig voneinander un-
abhingig sind.

Besser 148t sich diese ,,Koppelung*® iibersehen, wenn man
von einer anderen Differentialeleichung ausgeht, die in der
Ableitung von G. de Haas Lorentz verwendet worden ist
(siehe Anmerkung 21).

Die betreffenden genaueren Ueberlegungen sind von
L. Ornstein®) angestellt worden, und er erhilt in der Tat eine
von der Einsteinschen abweichende Formel, die fiir geniligend
lange ¢ in diese iibergeht. Vergl. auch Ostwalds Klassiker
Nr. 199, Seite 60, Anmerkung 8, sowie dieses Bindchen An-
merkung 59.

36. Zu Seite 34. Bei der gebriuchlichen GroBenordnung
der Brownschen Teilchen liegt v zwischen 10° und 10,

) L. Ornstein, Proc. Amst., 21, 96, 1948,
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37. Zu Seite 34. Die Aussage, daB die Lagenverteilung

einer Schar gleichartiger Teilchen durch dieselbe Formel ge-
geben sei, wie die zeitliche Verteilung der Lagen eines
Einzelteilchens, bildet einen Spezialfall der in der statistischen
Mechanik so hiufie verwendeten Vertauschung von virtuel-
ler und Zeitgesamtheit. Betreffs der Berechtigung dieser
Vertauschung siehe Ostwalds Klassiker Nr. 199, Seite 61 f.,
Anmerkung 10.

38. Zu Seite 35. Wir fiihren als neue Variable die Grife

L ae Y
b
ein und setzen ¥ = fﬁr e Da,nn verwandelt sich (21)
T Viz c77/ = ~—] ¥a y
2 ; 2
=hip el
oder Y e T dy=-
.’1‘() 1— _ﬁ 4
und 2=
E Y aa_ . —2PAY

Durch Auflgsung nach 4t erhilt man daraus den im Text
gegebenen Ausdruck.

39. Zu Seite 37. GemiB Formel (14) ist fiir den statio-
niren Zustand die Wahrscheinlichkeit oder relative Verweil-
zeit innerhalb ‘des Zustandes X,...x, + 4x gegeben durch

o e
A e 2D Ax

27
und dieser Ausdruck muB auch gleich sein dem Verhéltnis
der Zeit, wihrend derer sich das System in jenem Zustande
befindet: A¢ und der ganzen Zeit T, oder auch, was mit ge-
niigender Anniherung der Fall, jener Zeit, welche zwischen
zwei aufeinanderfolgenden x-Zustinden verliuft: der Wieder-

T
kehrzeit. Also gleich T

Nun ist aber nach (11)
0 /I €X == IOr dt
aus beiden Gleichungen folg ert man

—
X

{3 %o 1 x?
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In einer spiteren Arbeit dieses Bindchens Seite 95 ‘hat Smo-
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luchowski den Begriff der Wiederkehrzeit zu einem exak-
ten Kriterium fiir die Reversibilitit oder Irreversibilitit mole-
kularer Systeme ausgebildet.

40, Zu Seite 38. Nach dem obigen kann man (24) auch schrei-
ben :
W (x) W (xy, x) dedxg.

Integriert man diesen Ausdruck von — oo bis =+ o nach

X, S0 ergibt sich
~+ oo
W(a)dL[W(oco,T) daxg= Wi(x) duw - fW' 2 o) k.
— o0

In dieser Formel, ist aber das lezte Integral gemiB Defini-

tion der Wahrscheinlichkeit gleich Fins, also kommt tatsich-
lich, wie verlangt, die stationire VertellunDP W (x) dx heraus.

41. Zu Seite 39. Auch dieses Problem ist spiter von Smo-
luchowski theoretisch gelost worden (dieses Bindchen S. 110).
Bine experimentelle Xmlf’kahon von Fiirth?).

42. Zu Seite 41. Die Behandlung dieses Problems gelingt
in sehr ecinfacher Weise mittels des e—hz Theorems (siehe
Anmerkung 34).

Betreffs der Literatur zu den Dichteschwankungen bei
idealen Gasen siehe Anmerkung auf Seite 42 des Textes, so-
wie die folgende Anmerkung. Betreffs der Verteilung von
Emulsionsteilchen im Schwerefelde vergleiche A. Rinstein,
Ostwalds Klassiker Nr. 199, Seite 19, und M. v. Smoluchowski,
dieses Bindechen, Seite 110.

43. Zu Seite 42. Eine vollstindige Zusammenfassung die-
ser Probleme, sowie ausfiihrliche Literaturangaben findet der
Leser bei R. Turth Schwankungserscheinungen in der Physik,
Sammlung Vl@weg, Nr. 48, Braunschweig 1920, sowie Jahrb. d.
Rad, u. Elektr, 16, 319, 1920,

44. Zu Seite 42. Bine einwandfreie und kurze Ableitung
der Formeln (1) bis (4) findet man bei R. Fiirth?), wo auch
diese Formeln durch einfache statistische Beispiele illustriert
sind.

45. Zu Seite 43. Die Erscheinung der kritischen Opales-
zenz besteht in einer Triibung des Gases in der Nihe des kri-
tischen Zustandes und damit zusammenhidngender seitlicher
Zerstreuung des -kurzwelligen Lichtes. Die Thlorie der
Opaleszenz von Gasen im; kritischen Zustande und von Fliis-
sigkeitsgemischeén in der Nihe des kritischen Mischungspunk-

Y R. Fiirth, Ann. d. Phys,, 53; 177, 1917.
DIRGEAL TR Sehwenkungserschemungen in der Physxk, Sammlung
Vieweg, Nr. 48, Blaunsehweln 1920, Seite 11 bis 22.
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tes ist von Smoluchowski, Einstein und Zernike aufgestellt
worden und durch Keesom und Kammerlingh Onnes, Fiirth
und Zernike experimentell ausgezeichnet bestidtigt worden.
Betreffend Literatur und ausfiihrlicher Beschreibung siehe
R. Fiirth, Schwankungserscheinungen in der Physik?).

46. Zu Seite 44, 59. Die hier beniitzten Messungen von
Svedberg leiden, wie Westgren spiter gezeigt hat, unter ei-
nem prinzipiellen Mangel, da im Spaltultramikroskop das Vo-
lumelement optiseh nicht scharf genue abgegrenzt ist. Darauf
beruht die im Text erwidhnte Abweichung bei stark konzen-
trierten Kolloiden, die demnach nicht reell ist. Wohl aber ist sie
reell bei den Versuchen von Perrin und Constantin, bei denen
stark konzentrierte Gummiguttemulsionen in der Tat Abwei-
chungen vom Boyle-Charlesschen Gesetz bewirken; die sich auf
AbstoBungskrifte (wahrscheinlich elektrischer Natur, siehe An-
merkung 24) zuriickfithren lassen. An demselben Fehler leiden
wahrscheinlich auch die Versuche von Lorenz und Eitel®) an
Rauchteilchen in Gasen. Neuere: Versuche von Westgren
wurden mittels mechanischer Abgrenzung des Volumelemen-
tes in einer sehr diinnen mikroskopischen Kammer und spalt-
oder kreisformiger Blende im Okular des Beobachtungsmikro-
skops im Kardioidultramikroskop angestellt und zeigen in der
Tat volle Uebereinstimmung mit der Theorie bis zu den groB-
ten bei Goldhydrosolen méglichen Konzentrationen. Zum
Vergleich diene die aus Westgrens Arbeit?) entnommene

Tabelle: .
o=
n| beob. | ber. gz 1/v 9] _2%#
0 383 380
1 568 542
2 367 384
S 955 184 0,743 0,700 | 0,696 | 0,680
4 67 66
5 28 19
6 5 5
7 2 2

47. Zu Seite 47. Die Wahrscheinlichkeit datiir, daB zur
Zeit Null das Teilchen zwischen x und « - dx ist und nach Ab-
lauf der Zeit ¢ das Intervall 0...#% nach links verlassen hat,
ist gegeben durch das Produkt der Wahrscheinlichkeiten.

) R. Rirth, ebd., Seite 58 bis 64.

2y Lorenz und Eitel, Zeitschr. f. anorg. Chem.; 87, 857, 1914.

8 A, Westegren: Zeitschr. f. anorg. Chem., 93, 231,-1915; 95,
39, 1916.

==

Ostwalds K assiker 207.
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0
dx [ .
- und] W(@dE,
X
1 o
also —— x| e 4DtdE.
2h )z Di
X

Die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir beliebige Anfangs-
lagen ist ‘dann gleich der Summe aller dieser Ausdriicke
fiir jede beliebige Lage von X zwischen 0 und A, und dieser
Ausdruck ist noch doppelt zu nehmen, weil ja die Wahr-
scheinlichkeit eines Entweichens nach beiden Seiten offen-
bar doppelt so groB ist, als die des Entweichens nach links
allein.

48. Zu Seite 47. Dieses Verfahren, die mikroskopische Dif-
fusionstheorie zur Losung von Problemen der Brownschen Be-
wegung eines Binzelteilchens heranzuziehen, ist in der Folge
von Smoluchowski 6fter beniitzt worden (siehe die folgenden
Arbeiten in diesem Biandchen und die darauf beziiglichen An-
merkungen sowie Anmerkung 9).

Die Frage nach der Berechtigung dieses Verfahrens steht
und fallt mit der Frage nach der Berechtigung einer Vertau-
schung von Zeit- und virtueller Gesamtheit und weiter
von virtueller Gesamtheit und tatsdehlicher Raumgesamt-
heit vieler gleichartiger Teilchen. Betreffs der ersteren
Vertauschung vergl. Anmerkung 37.. Die letztere ist immer
dann  berechtigt, wenn die Teilchen sich vollige unab-
hangig voneinander bewegen, also nur bei sehr geringer Teil-
chenkonzentration, welche Annahme ja iibrigens der gewohn-
lichen Diffusionstheorie zugrunde liegt.

Die hier mitgeteilte Losung beruht auf der Auffindung
eines sogenannten Quellenintegrals der Differentialgleichung
der Diffusiont).

%o 020

49. Zu Seite 48, 60. Fir den Fall einer Kreiszylinder-
fliche mit dem Radius @ als seitliche Begrenzung wurde der
Diffusionsfaktor P von Smoluchowski zu

P—e 2000 + 12}

berechnet, wo I,(f) die Zylinderfunktionen imagindren Argu-
mentes

Q,“ Q

1) Siehe z. B. Riemann-Weber: Die pa/1~tiéllen Differential- =

gleichungen der theor. Phys., II, § 91f; ferner A. Einstein, Ostwalds
Kilassiker, Nr. 199, Seite 13 und Anm. ¢, Seite 61.




Abhandlungen iiber die Brownsche Bewegung 151

I(t)=i="J, 60
02 J
bedeuten, und @ Dy gesetzt ist.

50. Zu Seite 50. Fiihrt man in den Ausdriicken (18) als
Hummationsvaliable an Stelle von m ein: m—k—=m’ resp.
m -+ k—=m und we1t91 an Stelle von k die Variable n— k& —m’
_z resp. n + k—m' = i und faBt die zum gleichen Werte der

arlabehl gehorigen Glieder zusammen, so sieht man daB die
zweite Summe gerade die Fortsetzung der ersten bildet und
der Ausdruck (19) herauskommt. Die darauf folgende Sum-
mation ist einfach eine Anwendung des binomischen Lehr-
satzes. (20) ergibt sich, indem man die rechts angezeigten
Operationen auch links ausfiihrt; die Formel (21) folgt aus
der unendlichen Reihe fiir die Funktion ¢“; 4,2, schlieBlich

erhalt man durch Ausfiihrung der Summation

L ~va 5 EENT B
A2 —1) P Z o 2n P il
—{—an — ,’ — Z “(Lmql_ll } PZ{ n(n—1)— 27}1}—!—?;2}

+ P(n -+ 2).
Eine wesentlich einfachere Ableitung dieser Formel findet
man bei L. Ornsteint).
51. Zu Seite 50. Formel (23) erhilt man am einfachsten,
wenn man bedenkt, daB 42 der Mittewert von A2 ist, gebildet

fiir alle moghchen Werte von 7, also gemiB ( 2) gleich

— Pifn =P — nl ) P,

nun ist aber nach (3) (n— »)2=» und nw=72, also fillt der
erste Term weg und es bleibt
=D P.

52. Zu Seite b1, Diese Verallgemeinerung ist in der Folge
von - Ornstein®) vorgenommen worden, unter der Vorausset-
zung, daf die Teilchen aufeinander Krifte ausiiben. HEs zeigt
sich, daB zu Formel (23) noch ein Zusatzglied hinzutritt, das
sich als Integral _iiber gewisse s Abhéangigkeitsfunktionen®
darstellt, ;

53. Zu Seite 52. Indem man auf dieselbe Weeise verfihrt,
wie hei der Herleitung von (19) (siehe Anmerkung 50), erhilt
man fiir : 4 _denselben Ausdruck wie dort, nur dab das Vorzei-

chen negatw istund statt (n — m — )2, (n—m —1i) zutretenhat.
) L. Ornstein, Versl. Kon. Akad. van Wet., 25, 1324, 1917,
f . Oz s te 1ind,” éhd.,  Beite 1326,
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Die Summation nach 7 ergibt sich aus der zu (20) analogen

Formel
2 (n_?_l_ é>(7l—m_i) [)”—i (1 e P)i
=L P

= |d o
X =0

worauf die Summation nach m unter Riicksichtnahme auf (21)
sofort zu (27) fiihrt.

b4, Zu Seite 54. Wil in (18) fiir den Grenzfall P =0 alle
Glieder wegfallen, mit Ausnahme des Gliedes m = Oresp. m = k.

b5. Zu Seite b4. Ersetzt man fiir kontinuierlich verdnder-
liches & die Faktoriellen durch die interpolierende I-Funk-
tion, so wird aus (33)

kl‘ o

— lim V_(L ) w1

l
i e T

56. Zu Seite b4, Vergl. dieses Bidndchen, Seite 73 ff.

57. Zu Seite Hh. Der Begriff der .. Wahrscheinlichkeitsnach-
wirkung®, der in dieser Arbeit von Smoluchowski zum ersten-
mal eingefiithrt und in der Folge oft verwendet worden ist, ist
ein der dlteren Statistik fremdes Element, da dieser Begrift
wesentlich mit der Kausalitit des Geschehens zusammenhidngt,
von der in der Statistik ja grundsitzlich abgesehen wird. Von
vielen Seiten wird daher das Operieren mit der Wahrsehein-
lichkeitsnachwirkung nur als ein Notbehelf angesehen und
ihm neben den anderen Begriffen «der Whahrscheinlichkeits-
rechnung und Statistik keine ebenbiirtige Rolle eingerdumt.
R. Fiirth') hat jedoch anldBlich der Erorterung der schein-
bharen Widerspriche zwischen statistisch-indeterministischer
und kausal-deterministischer Betrachtungsweise gezeigt, dab
sich die Statistik sehr wohl streng kausal begriinden 146t und
in dieser Auffassung die Wahrscheinlichkeitsnachwirkung
eine ebenso begriindete Stellung einnimmt, wie etwa die
»Wiahrscheinlichkeit selbst und dhnliche Begriffe.

58. Zu Seite 59. Noch besser als an den Svedbergschen
Messungenlassen sich dietheoretischen Ergebnisse des vorher-
gehenden Abschnittes anderbereits einmal herangezogenen Be-
obachtungsreihe von Westgren (Anmerkung 46) verifizieren.

Die folgende Tabelle gibt in der ersten‘Kolonne die Breite
des Spaltes h, in der zweiten den auf Grund von (8) berech:
neten Wert des Diffusionskoeffizienten, in der dritten die
Werte des Zeitintervalles zwischen zwei Beobachtungen, wo-

H-R. E s th, Phys: Zeitschr:, 21, /582, 1020
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hei zundchst alle Beobachtungen ausgeniitzt sind, dann jede
zweite, jede dritte usw. Die vierte Kolonne enthélt den Mit-
telwert » der Teilchenzahl und die fiinfte die beobachteten
Werte von 42. Aus diesen ergibt sich gemiB Formel (23)
P(beob), wihrend P(ber) mittels (10) aus D, h, ¢ berechnet
ist. Die Uebereinstimmung ldBt, wie die letzte Spalte zeigt,
nichts zu wiinschen tibrig.

P P | P (beob)

4 w
h 104 | D.108 | ¢ v 72 - ooy
J ; : ‘\(beob) ; (ber) |" P (ber)
‘ L]
[ 1,39 [ 1,068 | 0,374 | 0,394| 0,95
|| 2 | | 1,452 | 0,513 | 0517 0,99
- 4,17 1,699 | 0,600 | 0,587 | 1,02
6,56 | 3,95 ’ 1.4281] : ’ ’
6,56 | 8,95 5,56 ( 142841 oo | o656 | 0634 108
| 9,73 I 2125 | 0,744 | 0,718 1,04
|| 13.90 |} 2965 | 0,693 | 0,760 | 1,04

An Stelle der Tabellen I und II des Textes, Seite b7, er-
halten wir aus Westerens Material die folgende Tabelle, die
cenau so eingerichtet ist, wie II. Die Uebereinstimmung' ist
eine vollkommene.

e
0 1 2 4 5 ! 6 7

! |
5 Sro| 196 | 35 1 0 1 i S
991 | 119 | 82 6 e
: isk tooRl g 29 1 1 T
119 262 122 31 5 1 t o i
. o7 | 138 | 108 | 63 | 16 | 3 ‘ ol o
5 30 | 122 | 149 | 63 15 8 | — e
1 G s } 6 e
. 6 31 69 | Bo | 292 b B s
ot R e
i 2 9 14a 00 e 15 1] e
1 5 15 | 99 115 6 0 o
s | — Gl e e s
— 1 geiaa5 6 3 il

Smoluchowski macht in seinen Arbeiten ausschlieBlich
Gebrauch von der 5,Austl:ittswahrscheinlichkmt" P. E. Buch-
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wald') hat auBer dieser noch eine
GroBen, die mit den Brownschen
Losungen zusammenhidngen, berechnet
sprechende Beobachtungen auch exper
R. Tiirth®) hat gezeigt, daB die von Smoluchows
wickelten Formeln einen weit allgemeineren Sinn haben, als
den hier verwendeten und die Theorie mit bestem Erfolge
auf ein dem offentlichen Leben entnommenes statistisches Bei-
spiel angewendet.
59. Zu Seite 62. Vergl auch die wesentlich einfachere

und exaktere Behandlung dieses Problems im Falle der Dif-
fusion bei Ph. Frank 3).

o (@) (o] O O (€]

(0] o O (e] o (@)
o o (o) o o) o

o o o o o o
(@) o o O @) O

©) (®) (e] O @) @)

i L

Fig. 4.

60. Zu Seite 8, 9, 63, 107. Die hier wiedergegehene Ueber-
legung 14Bt sich -an einem sehr einfachen physikalischen
Modell direkt plausibel vor Augen fiithren, nimlich an dem
sogenannten Galtonschen Sieb. Dieses besteht aus einem
gegen die Horizontale geneigten Brett, in das nach folgen-
dem Schems Nigel eingeschlagen sind. Setzt man in der
obersten Reihe zwischen zwei Nigel eine glatte Kugel
ein, die gerade- so groB ist, daB sie zwischen ihnen

) E. Buchwald, Ann. d. Phys., 66, 1, 1921; Phys. Zeitschr.; 22,
497, 1921.

*) R. Fiirth, Phys. Zeitschr., 19, 421, 1918; 20, 21, 1919.
9 Pho ST anik - Phys. Zeitschr., 19, 516, 1918.

ganze Reihe anderer
¢ o :

Schwankungen: in kolloiden
und durch ent-
imentell gut bestitigt.
ski ent-
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hindurchgeht, so wird sie sich zwischen den Négeln einen
Weg bahnen, der vollkommen dem Mechanismus der Brown-
schen Bewegung in einer Dimension entspricht, wobei man
sich diese Bewegung schrittweise aus gleichen Stiicken zu-
sammengesetzt denkt, und beim Uebergang von einem zum
anderen die Wahrscheinlichkeit des Weitergehens in der ur-
spriinglichen Richtung oder in der entgegengesetzten vollig
gleich ist.

Auf Grund dieses Modells kann man sich auch sehr ein-
fach die Formeln fiir die gewohnliche Brownsche Bewegung
ableiten (siehe Anmerkung 68); es kann aber auch, wie
R. Fiirth!) gezeigt hat, verwendet werden, um das allgemeine
Problem der Brownschen Bewegung mit Persistenz der Be-
wegungsrichtung zu losen, das von Smoluchowski wieder-
holt erwihnt wunde, wenn man sich vorstellt, daB bei jedem
Sehrittiibergang die Wahrscheinlichkeit des Flortgehens in der
einmal eingeschlagenen Richtung groBer ist, als in der um-
gekehrten. Es 1dBt sich so eine Verallgemeinerung” der Hin-
steinschen Formel fiir die Brownsche Bewegung geben, die
im Grenzfall sehr kleiner Schritte mit der von Ornstein aus
seiner ,,Koppelungstheorie® gefundenen iibereinstimmt (siehe
Anmerkung. 35). Diese verallgemeinerte Formel ist u. a. von
Fiirth verwendet worden, um zu zeigen, daB die Bewegung
lebender Mikroorganismen (Paramaecium) den Charakter der
ungeordneten Bewegung mit Persistenz hat:

Auch die Betrachtungen iiber die Fundierung des Begritfs
der Wahrscheinlichkeitsnachwirkung lassen sich nach Fiirth
an diesem Modell bequem anstellen (siehe Anmerkung 57).

61. Zu Seite 63. Fiir n =1 wird fiir ungerades m aus (1

R 1 m!
1m_—m.2m ‘m—1 '(m—}—l>‘
(2 ) 5!
; m—1 iy
135 mo2)jE s @i =
= fm— 1 m—{—l) v
v !
2= J=
1.8...(m—2) Sl o (m—2)
Lo (mEl)

S =
<1.2.3...ﬂ~2{_—1—>2_’z

shnlich geht es fiir gerade . -
69, Zu Seite 64. Fiithrt man statt 7 die Variable £ = =
ein und beriicksichtigt, dal nach dem binomischen Lehrsatz

3 R, Pirth, Zeitschr. f. Phys, 2, 244, 1920.




M. v.

Smoluchowski

-3

s0 wird
m—1
m g 1 2
Seie ol m = 5
3 rsa =i Do 1
m=k k=o0

:—*—{m?.Q"’_l
- SO (1 —1) m—l
4 m Z(_7—~1 + 4m <]~1
+4m(m—1) \ 1 m_Q)]
e Z(k—‘z I

= ——177 ‘m gm—1_ [gpoom—2__gue /"= L
mom | m—1
A

= 4)}1 2’”"2—2410()”_1) A am2.2m % 4me /”}/—2>)
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) 2
—<4m.2m"‘!’———4m 7;;—‘2]
(?’i:i]‘
2

(m—1)!

m2m

:_1_ {m Sall— 1 -+ 2770(7/&*1)(

2(m — 2)! il
(m———?f,m—l, R
2 )( 2
63. Zu Seite 64. Fiir ungerade m unter Einfiihrung der-
selben Bezeichnung, wie in Anm. 62 erhilt man

m 1 2
m
2 Gy == - <]>(m—2k)
1 a2 — i
1 porme—1 m—1
_;{éhi'{m'z —2m2<k_1>}
[ m — 1\)
{m2m*1~2m(2m4 sl oad ;
- 2

R
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1 (m—1)! 1.8...(m —2)

2 (m—l‘),ﬂ_zmil42.244...(;71*1)’

2
ganz ahnlich ist die Sache fiir gerade m.

64. Zu Seite 64. Die Wahrscheinlichkeit, daB der Ueber-
schuB 7 in den folgenden (m— k) Wiirfen nicht iberschritten
werde, ist offenbar gleich Eins vermindert um die Wahrschein-
lichkeit, daB sich irgend ein UeberschuB in den (m — k) Wiir-
fen herausstellt. Soll aber irgend ein Ueberschufl herauskom-
men, so muB jedenfalls der Ueberschul Fins irgend einmal ui-
ter den (m — k) Wiirfen zum erstenmal vorkommen. Es ist also
die cesuchte Wahrscheinlichkeit gleich Fins, vermindert um
die ’%umm(\ aller Whahrscheinlichkeiten, daB unter (m—k)
Wiirfen der Ueberschuf Bins zum erstenmal beim v-ten Wurf
auftritt, wobei » von 1 bis (m — k) ldutt.

65. Zu Seite 65. Nach der gewohnlichen Newtonschen
Formel fiir kombinierte Wahrseheinlichkeit.

66. Zu Seite 66, 69. Man kann sich auf Grundlage des hier
verwendeten Modells der Brownschen Bewegung leicht iiber-
legen, daB der UeberschuB nach einer gewissen Anzahl von
Schritten 7 nach dem Gausschen Fehlergesetz verteilt sein
muf} (vel. Anmerkung 59). Ist aber eine GroBe nach diesem
Gesetz verteilt, also

W()de=A.e °%dx
dann ist

¢

2 =
[W(:v) .z dx / W(x) . .x2dx

por s e
s 2 Yoo
[ W (@) dw / W(w)da
o

also o = a2 . l/f

67. Zu Seite 67. Siehe auch die folgende Arbeit Seite 82.
68. Zu Seite 69. Wienn in der Zeit £ N Schritte ausgefiihrt
werden, und n davon etwa nach rechts, N — n nach links, so
ist «der UeberschuB der einen iiber die anderen 21— N und
sein mittleres Quadrat
2= (2 n ~,ﬁ2.
Da beiden Schritten die gleiche Wahrscheinlichkeit zukom-~
men soll, ist der Mittelwert von n:?=N 2 2, also
2= A—).
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Nun ist aber nach dem bekannten Resultate der Fehlerrech-
nung?)

m—R=Npq
wo p und ¢, die Wahrscheinlichkeiten des giinstigen resp.
ungiinstigen Ereignisses, in diesem Falle beide, gleich 1/2
sind. Also

2—N

Da nun bei jedem Schritte die Verschiebung d eintreten soll,
S0 ist

A—0de
A2 — 92 N :§2_t
T
daher £:£:2D
t T ?
= 02
oder D=1
Pz

Betreffs der Verallgemeinerung im Falle p, ¢=1 vergl
Anm. 59, sowie die dort zitierte Arbeit von R. Fiirth.

69. Zu Seite 69. Nach der Stirlingschen Formel ist be-
kanntlich

2l=a*e” *|)2nx,
daher
il m! ol m T en T 9y 1
lzm;———Q:l@mE— = — :
out (ﬂ ! ol ﬁ) e~ ™ am V2EM
\ 2 2

70. Zu Seite 70, 87, 101. Betreffs Anwendung der Diffusions-
theorie vergl. Anmerkung 9 und 48.

Das hier vorliegende Problem ist identisch mit dem Pro-
blem der Wirmeleitung in einer Dimension, wo anfangs in
einem endlichen Bereich konstante Temperatur herrschte, und
fiir alle Zeiten hei x =0 die Temperatur ¢ = 0 aufrecht ge-
halten wird?).

71. Zu Seite 71. Burger hat die hier behandelte Aufgabe et-
was allgemeiner gestellt unter der Voraussetzung, dafl nur ein
bestimmter Bruchteil der an die Wand treffenden Teilchen da=
selbst haften bleibt, und findet, daB man unter Annahme von
cca-1,5107 fiir diesen Bruchteil Uebereinstimmung zwischen
Theorie und Brillouins Experimenten erzielen kann. Ob die-
ser Wert jedoch den Tatsachen entspricht, miiBte erst durch
3 R, Fiirth, Schwankungserscheinungen in der Physik, p. 12
2) Vgl. Rieman-Weber, II, Seite 94f (Gleichung 3).
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eigene Experimente sichergestellt werden, was bis jetzt nicht
geschehen ist.

72. Zu Seite 73. Der Loschmidtsche Umkehreinwand be-
steht darin, daB jeder rein mechanische Vorgang notwendig
streng umkehrbar ist. Wenn ich also ein molekulares System
habe und in einem gegebenen Zeitpunkte die Geschwindigkeit
samtlicher Molekiile gerade umkehre, dann muB der ProzeB
in dem System genau wieder zuriicklaufen und wenn also
frither etwa die Entropie zugenommen hat, mufl sie jetzt
wieder abnehmen.

Der Poincarésche Wiederkehrsatz sagt aus, daB das
molekulare System nach endlicher und angebbarer Zeit immer
wieder in einen vorgegebenen Bereich um den Anfangszu-
stand zuriickkehren muB, wobei diese ,,Wiederkehrzeit® um
so groBer wird, je kleiner man den Bereich annimmt, aber
bei endlichem Bereich auch immer endlich bleibt.

73. Zu Seite 75. Dieses Bandchen, Seite 42, Formel (1).
74. Zu Seite 5. W (@n) P, (+k) =

o= Vipll Man:m = S n(vP)k+m
o 2 <m> e z (E4m)! 2
=0
ferner Wtk P, +k(—~ L) —
o= ¥Rk _T::Z"%:#_k) ikl
n—+k)! ¢ P ( m =0 (m—k)!'
m=kK

fithrt man hier statt m die Variable m — k= m’ ein, so wird
daraus

e m‘=n ‘
ey ‘(ﬂP)m +k

n 7l
Foip o vh el ML g i g Ll
W Z m'l (n — m')!(1 3 (m! + E)!
m‘=o

welcher Ausdruck offenbar dem ersten gleiech ist.

75. Zu: Seite 76. Zermelo: Wied. Ann. 57, 485, 1896.

76. Zu Seite 76. Boltzmann rechnet aus, wie lange Zeit es
dauert, bis alle Molekiile in einem cecm Luft von normaler
Dichte in ihre Anfangslagen mit einem Spielraum von 10-7 em
in jeder Dimension zuriickgekehrt sind. Br bekommt eine Zahl
mit vielen Trillionen Stellen.

77. Zu Seite 76. Vergl. R. Rirth, Schwankungserscheinun-
gen in der Physik.

78. Zu Seite 77. Siehe dieses Bindchen Anmerkung (39).

79. Zu Seite 80. GemiB Formel (5).

80, Zu Seite 81, 82 91, 95. 'Auch hier zieht man zur Be-
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statigung der Theorie besser das Beobachtungsmaterial von
Westeren (Anm. 46) heran, aus dem R. Fiirth!) die folgenden
Werte tiir T, und @, (ber) und (beob) ausgerechnet hat. Auch
hier ist die Uebereinstimmung, wie man sieht, recht gut.

n || Ty (beob) | T (beod) | T (ber) | 01 (beob) | 6, (bead) | 61 (ber)
0 H 2,20 9,76 2,41 6,98 t 9,00 7,63
11 1,98 2,08 1,93 358 | 431 | 371
2 1,43 1,47 1.63 4,95 840 | 5,90
3 1,29 1,35 1,43 9,62 = | 11088
o {99 1,23 1,30 24,6 i 29,9
5| 1,08 ‘ 1,04 1.21 500~ — 99,6

Die Tabelle zeigt iiberdies weiter noch, daB in diesem
Falle die GroBen T, und T,, sowie O und 6, zusammen-
tallen?). Es liBt sich leicht einsehen, daB dieses Zusammen-
fallen immer dann stattfinden muB, wenn die Wahrschein-
lichkeitsnachwirkung verschwindet; es muB nun aber auch
dann immer stattfinden, wenn zwar eine solche Nachwirkung
vorhanden ist, aber die Teilchen nicht individuell be-
obachtet werden, sondern, wie hier, bloB ihre Anzahl zu ge-
wissen Zeitpunkten, vorausgesetzt, daB nur die Bewegung
der Teilchen unabhingig voneinander erfolgt, was ja in ge-
niigend verdiinnten Kolloiden sicher der Fall ist. Das hat
aber mit der ,,Nachwirkung® nichts zu tun, sondern ist eine
sogenannte ,,Schwarmbildungserscheinung“, die immer mit
Abweichungen vom Boyle-Gay-Lussacschien Gesetz verbun-
den ist, wie hei den Versuchen von Costantin (vergl. Anmer-
kung 46).

Auch diese Formeln sind an einem allgemein statistischen
Material von Fiirth?) verifiziert worden (siehe Anmerkung 58).

81, Zu Seite 81. Wegen des Auftretens systematischer
Fehler bei begrenzter Beobachtungsreihe vergleiche die dies-
beziigliche Untersuchung von Fiirth?), sowie die Bemerkung
in der Arbeit von Buchwald?).

89, 7Zu Seite 83. Eine theoretische Untersuchung dariiber,
wann ganz allgemein auf eine statistische Reihe die Smo-
luchowskischen Formen angewendet wernden diirfen, und einige

1) R. Fiirth, Schwankungserscheinungen in der Physik, Seite 46.
2) Bei den hoheren Werten von @ ist diese Erscheinung durch
die Kiirze der Beobachtungsreihe systematisch im Sinne zu grofier
Py verfilscht.
3)-R. Fiirth, Phys. Zeitsehr., 22, 625, 1921. i
4 BE. Buchwald, Ann. d. Phys., 66, 8, 10247 ;
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Ueherlegungen betreffend die Ausdriicke W (1, n), W (n, n, n)
otc. stammen von L. Ornstein und H. C. Burger!).
285 4 Seite 84. Da fiir diesen Grenzfall P« 1, fallen in
(1) alle Glieder weg, bis auf das Glied m =0, also
lim P (0)=lime="P(1— P! —lim(1—vP.. )@ —nP..)
:um{L~m+@P+.“}

Da nun t« 1, istg » 1 und nach Formel (2) wird

1 2 /Dt
- i’%]”;Mﬁl o,
2(n )

m(l=E0)) ==

ader daraus nach (17)
m T—0.
== .

Q4. Zu Seite 84. Vergl. A. Einstein, Ostwalds Klassiker
Nr. 199, Seite 24 f.. tiber die Giiltigkeitsgrenzen der Formel
fiip 42 und die dazu gehorige Anmerkung, Seite 70.

Q5. Zu Seite 86. Nach Maxwells Geschwindigkeitsvertei-
lungsgesetz ist die Wahrscheinlichkeit, daf ein Molekiil ge-
geniiber einem festen Koordinatensystem die (Geschwindigkeit
¢ und die Polarwinkel ¢ und ¥, eingeschlossen in infinitesi-
male Grenzen, besitze, gegeben durch

cZ

2

——l—— e T desingdediy.

8[5 ad
Von diesen Molekiilen erreichen die Flicheneinheit der Wand,
wenn wir uns die Polarachse senkrecht zur Wand denken,
offenbar bloB diejenigen, die in dem schiefen Zylinder iiber
dem Flachenstick mit ¢ als Achse enthalten sind. Das Vo-
lumen dieses Zylinders ist abere¢ - cos ¢ und weil pro Volum-
sinheit N Molekiile im Gase enthalten sind, ist die gesuchte

StoBzahl pro Sekunde

b4 <
& 07 27 if
~L / / / e & esinpesedcdody,
bl b
00 0
Na'c
was nach Ausfihrung der einfachen Integration % gib,

= .
Da nun « mit € =) zusammenhingt durch
N Ornsteinu. Burger: Versl. Kon. Akad. v. Wetenseh, Anm.,
27, 1146, 1919. -
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2
o=
V o
ergibt dies schlieBlich fiir die StoBzahl
Vor

86. Zu Seite 86, 92. Es sei das beobachtete Volum ein Pris-
ma mit der Grundfliche f und der Héhe h, dann ist das Volu-
men gleich Af und die urspriinglich darin enthaltene Teilchen-
zahl hiN. Da wegen der Kleinheit von k bloB die Teilchen-
durchginge durch die beiden Grundflichen berticksichtigt wer-
den miissen, folgt fiir die Anzahl der pro Sekunde austreten-
den Teilchen (gleich der Anzahl der StéBe gegen die beiden
NO 0

Grundflichen) 1/87;

in der Zeit ¢ daher 7-mal so viel und der Bruchteil der ur-
spriinglich vorhandenen

st

hib6m
Der Ausdruck gilt natiirlich bloB dann, wenn die Zeit ¢ so
kurz ist, daB in ihr bloB solche Teilchen die Wand treffen, die
bereits zur Zeit 0 im Volum enthalten waren. Hier handelt
es sich ja aber gerade um den Grenzfall lim ¢ = 0.

87. Zu Seite 86. Die Formeln fiir Dauer und Wiederkehr-
zeit bei kontinuierlicher Beobachtung sind his jetzt experimen-
tell noch keiner Priifung unterzogen worden, da bei dieser
Art von Schwankungserscheinungen eine kontinuierliche Be-
obachtung wohl mit groBen Schwierigkeiten verbunden wire.

Dagegen lassen sich analoge Fdlle angeben, wo konti-
nuierliche Beobachtung von Dauer oder Wiederkehrzeiten an-
stellbar sind und auch angestellt wurden. So z. B. bei indi-
vidueller Beobachtung' eines Brownschen Teilchens durech Be-
obachtung seiner Aufenthaltsdauer oder seiner ,,Austritts-
erwartungszeit® und dergl. aus einem entsprechend abge-
grenzten Gebiete des Kolloids, wie e Buchwald) getan hat,
wobei er eine gute Uebereinstimmung mit der Theorie kon-
statieren konnte. :

‘Aehnliche Resultate erlangt man bei Untersuchung der
Hohenlagen eines individuellen Teilchens iiber einem reflek-
tierenden Boden als Funktion der Zeit und den daraus zu ent-
nehmenden Wiederkehrzeiten gewisser Hohenlagen, ein Fall,
auf den die Smoluchowskische Schwankungstheorie formell

) E. Buchwald, Ann. d. Phys., 66, 1, 1991,
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iibertraghar ist und sich experimentell wenigstens qualitativ
priifen 1aBt%).

88. Zu Seite 86, 91. Die von Fliirth?) angegebenen Formeln
fiir die Wahrscheinlichkeit einer gewissen Dauer resp. Wie-
derkehrzeit (siehe Anmerkung 82) lassen sich sehr leicht
auch auf den Fall kontinuierlicher Beobachtung iibertragen,

wobei sie die Gestalt annehmen
i t

1SR Itz
PO di= 7o @ Tat, w,¢)dt= g ()\dt,
wo wieder T und © mittlere Dauer und Wiederkehrzeit' be-
deuten. Der Geltungsbereich dieser Formeln ist keineswegs
auf den von Smoluchowski, Seite 91, angegebenen Fall be-
schrankt!

In dieser Form lassen sich die Gleichungen unmittelbar
tiir die Theorie der radioaktiven Schwankungen anwenden,
wo ja auch kontinuierliche Beobachtungsmethode vorliegt und
wo sie sich ausgezeichnet bewidhrt haben. N&heres hieriiber
und TLiteraturangaben vergl. R. Fiirth, Schwankungserschei-
nungen in der Physik, Seite 87 ff.

R. Fiirth hat auch ein allgemeines statistisches Beispiel
angegeben?), wo es sich um kontinuierliche Beobachtung han-
delt, und wo die Formel fiir @ unmittelbar gepriift werden
kénnen. Von demselben Autor ist auch eine Theorie der
Schwankungserscheinungen an der Reihe der Wiederkehr-
zeiten begriindet worden.

89. Zu Seite 88, Vergl. Riemann-Weber II, Seite 112 ff.

Betreffend eine weitere Verwendung dieser Formel fiir
die Theorie der Brownschen Bewegung siehe bei R. Fiirth*)
doppelseitigce Erstpassagezeiten.

90. Zu Seite 88. Ueber dieses Verfahren und seine Ver-
wendung in der Theorie der Brownschen Bewegung siehe
dieses Bindchen, Seite 27 und ‘Anmerkung 26.

91. Zu Seite 88. Analog dem Vorgang auf Seite-70 erhilt
man aus (31) die iibergetretene Substanzmenge, wenn man

bildet 2
/ { o G } dt.
ox A=yl
o

=0 613
Bei ‘Ausfiihrune dieser Rechnung sieht man sofort, daf in-

folge der Kleinheit von —75 alle Glieder bis auf das erste weg-

fallen.

3 R Firth, Ann. d. Phys., 53, 177, 1917.
A ROE e b Sehwankungserscheinungen in der Physik, Seite 33 £.
Sl 2o Y ke Schwankunigserscheinungen in der Physik, S. 36 ff.
4 R. Fiirth, Ann, d. Phys., 53, 177, 1917.
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92, Zu Seite 89, Durch Einsetzen aus (24) ergibt sich

= 4

h T
Es ist nun gerade jenes ¢ gesucht, bei dem die Durchschnitts-
inderung der Teilchenzahl gleich == 1= gder=—1 - ist, ‘also

A2 daher
7 h2
=
16 22 D

93. Zu Seite 92. Die Berechnung von T, fiir einen experi-
mentell leicht zu priifenden Fall ist von K. Buchwald‘) VOrge-
nommen und in guten Einklang mit dem Experiment gefun-
den worden.

94. Zu Seite 93. Wegen der Losung dieses Diffusionspro-
blems sei auf B. Buchwald?) verwiesen, der nicht nur fiir den
Fall der Kugel, sondern auch fiir den des Spaltbereiches und
des Zylinderbereiches eine exakte Losung angeg ‘ebhen und
mit der Erfahrung durch Messung der Zeiten T2 an indivi-
duellen Kolloidteilchen im Ultramikroskop verglichen hat.

95. Zu Seite 93. Siehe dieses Biandchen, Seite 22.

96. Zu Seite 96. Bei Herleitung der Formel (44) hat man
zunichst P fiir den Fall einer Kugel anzurechnen, indem man
wie im fritheren Falle (Anmerkung 86) vorgeht
NC~Lﬂa2t ST
V67 47 n’as\ ‘2w a

B

und daraus T; gemiB (17) und (24)
] /Z)j;[ a 1
T
T 3nt» C
Unter den von uns gemachten Voraussetzungen kann man
Formel (3) in die Gestalt bringen®)

1
w (n)—';:e g
V2 v

WO 0= —,

Da dieses W-(n) & 1, folgt weiter gemiB (18)

oL 1— W(n)
et 70) 3
wenn man annihernd n - »=2» setzf
a7 L 32
————¢
C \/3 v
) E. Buehwald, Ann. d. Phys., 66, 1, 1921; Phys. Zeitschr., 22
4987, 1921,
2) R. I'iirth, Schwankungserscheinungen in der Physik, S. 20-—22:

0=
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97. Zu Seite 97, 114. Diese Auffassung des zweiten Haupt-
satzes von Smoluchowski riumt endgiiltie mit dem Clausius-
<chen Satz vom Wirmetode auf, nach welchem, infolge des
stindigen Wachsens der Entropie im ganzen Weltall, schliefB-
lich ein absolutes Gleichgewicht eintreten miiBte. Nach Smolu-
chowski kann es sich héchstens um einen statistischen Gleich-
oewichtszustand handeln, in dem sich die LWelt® befindet,
gegen den aber immer wieder Schwankungen, und zwar belie-
hig groBe Schwankungen eintreten missen; nur ist deren
Wiederkehrzeit so enorm groB, daf uns dariiber jede Vor-
stellung abgeht.

Der Umstand, daB in unserem Erfahrungsbereich der
zweite Hauptsatz eine sehr weitgehende Geltung! besitzt, ist
nur darauf zurtickzufithren, daB wir uns eben zufallig gerade
in einer stark .abnormen® Phase befindén, wodurch nach
Smoluehowski der Eindruck der strengen Irreversibilitat her-
vorcerufen wird. Aber auch dies gilt nur gerade fiir uns
Mensechen, von der uns .zuféllig® sukommenden GroBenord-
nung gegeniiber der Molekiilwelt. Hitten wir die GroBen-
ordnung eines Bakteriums, so wiirden wir nie den zweiten
Hauptsatz aufgestellt haben (freilich kann man mit Recht
dagegen einwenden, dall Wesen von dieser GroBenordnung,
die aus Molekiilen zusammengesetzt sind, wohl kaum das zur
Aufstellung eines solchen Satzes notige Denkvermogen be-
sitzen konnten).

Der Einwand, den man eventuell machen konnte, daB es
doch auBerordentlich unwahrscheinlich sein miilte, daB wir
uns gerade in einem solch abnormalen Zustande befinden soll-
ten, ist vollig unzutreffend, da der heobachtende Experimen-
tator ja selbst mit zu dieser Unwalirscheinlichkeit gehort und
daher immer nur dann die Tatsache dieser Unwahrscheinlich-
keit konstatieren kann, wenn er selbst da ist.

08. Zu Seite 98. Zu dieser Arbeit erschien kurze Zeit spater
ein Nachtrae von Smoluchowski'), der foleendermalBen lautet:

.Nachtriglich bemerke ich in Nr. 16 dieser Zeitschrift
E. Schrodingers Arbeit (S. 289) ..Zur Theorie der Fall- und
Steigversuche an Teilchen mit Brownscher Bewegung®, in
welcher der Verfasser Resultate entwickelt, die mit den
meinigen im wesentlichen iibereinstimmen. Hitte ich von
diesen, um einige Wochen friitheren Berechnungen Schro-
dingers gewuBt, so wire meine Notiz wohl ungeschrieben ge-
blieben: immerhin mogen aber die Unterschiede des Aus-
gangspunktes und der Darstellungsweise einiges Interesse
bieten. Vielleicht konnen solche merkwiirdige Koinzidenzen

) M. v. Smoluchows ki, Phys. Zeitschrift, 16, 318, 1915.

Ostwalds Klassiker 207. 10
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auch als Anzeichen einer Zwangslaufigkeit der wissenschaft-
lichen Entwicklung angesehen werden.

Die kurz vor Smoluchowskis Veroffentlichung erschienene
Arbeit von Schrodingert) iiber diesen Gegenstand, geht dhn-
lich wie Smoluchowski von der Losung der Differential-
gleichung-aus. - Wichtig ist die Angabe der PrizisionsmafBe,
die bei Smoluchowski fehlt.

Was die Anwendung ‘der Formeln auf ein endliches Be-
obachtungsmaterial anlangt, so ist die Schrodingersche Be-
weisfilhrung in diesem Punkte mangelhaft, wie er selbst bei
anderer Gelegenheit?) bemerkt hat. Die exakte Losung fiir
ein endliches Beobachtungsmaterial stammt von R. Furth)
(vergl. Anmerkung 81).

99. Zu Seite 98. Es handelt sich bei diesen Versuchen um
die Frage nach der GroBe der Ladung auf kleinen Materieteil-
chen, die in Gasen schwebend erhalten werden, und ob diese
Ladungen ganzzahlige Vielfache einer Grundladung sind,
resp. welcher Grundladung, speziell ob es moglich ist, daB
alle elektrische Ladungen ganzzahlige Vielfache der bekann-
. ten Elektronenladung e = 4,77 - 10-*° e. st. B. sind.

Hine zusammenfassende Uebersicht iiber die ganze Lite-
ratur auf diesem Gebiete ist von F. Ehrenhaft*) und eine mog-
liche Losung der entstandenen Konflikte von R. Fiirth®) ge-
geben worden.

100. Zu Seite 70, 101. S%tzt man

= L
J -Y2De
und m = —und gebraucht die Stirlingsche Formel, so wird
i 7
T T =
m‘:(i) e l/2ni;
T T
3 t t
1\ 27 /¢ 27 27
2 2 \GT=a V2 DT T 2
daher
! bz ik
lim iy Wl ): 0 ‘
o mmﬂm(\m_—_” Vw D (1 b27>3
2 D2
1) B Schrodinger, Phys. Zeitschr., 16, 289, 1915.
) B. Schodinger, Wiener Ber., 128, 177, 1919.

- Ehrenhatt, Ann. 'd, Phys., 56, 1, 1918,

E

E

R, Fiirth, Phys. Zeitschr., 22, 625, 1921,
P

R. Firth, Verh d. deutsch. Phys.

Ges., 517, 1919.
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o Ab v, . 4 Dt
V= D3 ‘
daraus schlieBlich
b2
@ Q0 s e
2 4 Dt t
; %)= DB Yt
0

101. Zu Seite 102. Betreffs der Liosung der verallgeméiner-
ten Diffusionsgleichung vergleiche die folgende Arbeit in die-
sem Bindchen, Seite 106.

102. Zu Seite 103. Aus (8) kann man zunichst die fol-
genden Integrale bilden

s

g . o ane
lefM(t)dt:—;:/ e ¢ dt,
b— ct

Wﬁ ein, SO
findet man durch Auflosung
=3 P
, /’dt:-ad(i_):—g—‘i)—]f e il
Vt "‘/9'2 + _C_b
2+ 5

wo das obere Vorzeichen gilt fiir 0 <t <{, und das untere

1 :
fiar t >tg. Daraus = Ji= o a—=J).

tz
Ebenso erhilt man Jy = [t - M(t)di

0
durch Einfithrung derselben Verinderlichen, wenn man be-
riicksichtigt, daB

- 1*‘——z——— dz
= = WD S
t clt=2(l(]/t):————c--—< /z2+_ﬁ

ist und diesmal das untere Vorzeichen fiir das angedeutete
Intervall zu nehmen ist, also

b il
Jr=ge AN =5 0+ ).

Wiihlt man das Integrationsintervall anstatt von 0 bistg, von
tg his OO, so kehrt sich in.den Tormeln einfach das Vorzeichen
yon .J um.
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Daher ist die selbstverstindliche Bedingung erfiillt

a0
[M@)dt—1
0

und ferner ist

‘liaMmmz§(+n+ga_n—%
o

o o _ tg—Jh

Da nun t+, = WL e

so wird
by fg At Hh-—({1=J) = 2 b
L ) - aLh 1

Die Berechnung von J erfolgt durch Einfiilhrung vou
1w L _Z; als neue Variable.
103. Zu Seite 103. Betreffs der Naherungsformel fiir |

/e & vergl. Jahnkeu Emde, Funktionentafeln ;
X |
mit Formeln und Kurven, Leipzig 1909, Seite 31. ;
In diesem Falle ist §

it 1 |

J:;ﬁﬂm5§+,¢ |
also 1—-]2=1—2;1;(1—21§+.,.):1 —7221—7[,
i e
[ zl/; 2 2w
s 2 1 7—21
und schlieBlich T:l/;tg ;[1—"'2772@ el

104. Zu Seite 104. Aus Anmerkung 10‘2 entnehmen wir, da

2

oder bei Beniitzung der G]ewhung* (Anmerkung 103):
1
tiiﬁi 1
g i +7ﬁ
e
77 22

105. Zu Seite 104. Eine solche Priifung der Fletcherschen
Formeln hat in neuerer Zeit E. Schmidt') vorgenommen, ge-
legentlich einer Untersuchung iiber die Brownsche Bewegung
in Gasen, aus der die Brauchbarkeit der Formel hervorgeht.

) E. Schmidt, Wiener Ber., 129, 813, 1920.
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Tr hat auch die hier entwickelte Theorie bis zur zweiten
Niherung weitergefiihrt.
106.  Zu Seite 104. Das Weissche SchluBverfahren, durch
das er zu Formel (13) gefiihrt wird, ist das folgende:
Tiir konstantes ¢ lautet die Formel fiir das mittlere Ver-
schiebungsquadrat bei Brownscher Bewegung
A2

Wir nehmen nun an, daB sich dies fiir verdnderliches ¢ so
modifiziert: i o

wo A die in der Zeit t durch die Brownsche Bewegung allein
suriickeelegte Wegstrecke ist, also in unserem Kalle gleich

b
A =b—=1,
Sl t
2 [(E—1)? e
daher 21)29_—2{(__75)_,}: 2 <ﬂ>_:+:}.
t t N it

Aus der hier entwickelten Theowie erhalt  man die For-
mel am einfachsten, wenn man foleende Umformung mittels
partieller Integration durchfihrt:

: . -

& b ) __(b—ct)2 b b2 2 1
7 2D J
) 1/7‘[])0 0
(00}
2 [
— 5 | M(t).t. at
o
B2 (T ey
oder l=5% (T>_ 0] ty
b
oder wegen S

a3

107. Zu Seite 105. Nach Schrodinger ist der mittle}l@ Feh-
iy /92
ler eines nach (14) bestimmten D annahernd gleich '77 .

. Schmidt (siehe Anm. 105) hat das PrizisionsmaB auch
tiir Formel (5) ausgerechnet und findet den mittleren Fehler
= mal groBer, als oben. Tn einer weiteren Arbeit') zeigt er,
daB diese Fehlerschitzung den Tatsachen entspricht.
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108. Zu Seite 105. Die hier von Smoluchowski in Aussicht
gestellte Studie ist leider nie ausgefiihrt worden; das ange-
schnittene Problem hairt noch seiner Losung.

109. Zu Seite 105. Wiegen der Literatur betreffend die Gro-
Benbestimmung geladener Partikel in Gasen aus der Brown-
schen Bewegung zum Zwecke der Bestimmung ihrer Ladung
vergl. den zusammenfassenden Bericht von R. Fiirth?).

110. Zu Seite 106. Vergl. A. Einstein, Ostwalds Klassiker

Nt. 199, M. v: Smoluchowski: die in diesem Biandchen vereinig-

ten Arbeiten, P. Langevin, C. R. 146, 530, 1908, eine kurze
Darlegung seiner Methode: dieses Bandchen Seite 32.
111. Zu Seite 108. Gleichung (4) erhilt man auf folgende
Weise gleich verallgemeinert fiir den dreidimensionalen Fall.
Der Vektor der gesamten Teilchenstromungsgeschwindig-
keit setzt sich zusammen aus der Stromung infolge Diffusion,
welche nach dem bekannten Diffusionsgesetz dargestellt wird

durch — D grad W

und der Stromung unter EinfluB der Kraft R.
BWR,

also (— D grad W8 W R)

Nun ist offenbar an jeder Stelle die Divergenz dieses Vektors

gleich der zeitlichen Abnahme der Teilchendichte — = also
‘)al: DA R

was fiir den Fall bloB einer Koordinate in (4) iibergeht.

112. Zu Seite 110, 111. Siehe aueh R. Fiirth, Jahrb. d. Rad.
u. Elektr. 16, 319, 1920, sowie Ostwalds Klassiker, Nr. 199,
A. Hinsteins Arbeiten iiber die Theorie der Brownschen Be-
wegung, Seite 20, Anmerkung 17.

Im Gegensatz zu den im Text angefiihrten Autoren hat
Piirth 2) das Wahrscheinlichkeitsgesetz (9) nichit an einer
Schar gleichartiger Teilchen in einer ,Raumgesamtheit ge-
priift, sondern an der Zeitgesamtheit eines einzelnen Teil-
chens, das sich in einer Fliissigkeit iiber einer Wiand ,,brow-

‘nisch® bewegt. - Er findet gute Uebereinstimmung mit der

Theorie und erhilt hieraus fiir die Loschmidtsche Zahl in

bester Uebereinstimmung mit anderweitigen Messungen den
Wert 64 - 1072

113. Zu Seite 112. Aehnliche Losungen der Difftlsionsglei-

) R, Firth, Jahrh. d. Rad. u.. Elektr. 16, 319, 1920.
2) R.Firth, Ann. d. Phys. 53, 177, 1917.
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chung mit anderen Randbedingungen sind u. a. von FKiirth,
Frank, Buchwald®) angegeben worden.

114. Zu Seite 112. (5) elhé}t man aus der allgemeinen Dif-
fusionsgleichung vermoge v 0 durch zweimalige Integra-

aw <
tion nach x wie folgt: D___ew ().
Infolge der Bedingung, daB fur verschwindende Krifte auch
die Geschwindigkeit der Stromung gleich Null sein soll, und
weiter

log W— —]’% / 7)o 4= Comet

N

was durch BEinfithrung der potentiellen Energie
u=—N[f(@)dx

in (b) iibergeht.

In dieser Form ist der Satz wieder als Spezialfall des
Boltzmannschen e "2-Theorems in der Einsteinschen Fassung
dargestellt. (Vergl. Anmerkung 34.)

115. Zu Seite 113.

% I 2w

0
_— et V£ (x)
o =D Jd a2 aﬁOw[U 1 @)

oder durch Integration ﬁber den Bereich der x von X, bis x,

182 WF )] '—ﬁ/-Wf (1)@_[1)1&])(

+D[‘m a%/W—wdw::O.

1 X1
Nehmen wir an, daB an den Grenzen des Bereiches sowohl W,

V % ‘
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R, Furth, Aunn. d. ths 53, 177, 1917; Ph. Frank, Phys. &
Zeitschr., 19, 516, 1918. d
2) B, Buchwald, Ann. d. Phys., 66, 1, 1921.
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116. Zu Seite 113. Ph. Frank, Ann. d. Phys., 52, 323, 1917.
Vergl. auch Anmerkung 29.

117. Zu Seite 114, Wollen wir wissen, welches die wahr-
scheinlichste Bewegung im Falle (6) ist, so brauchen wir blo
nach dem Maximum von W fiir gegebenes X, zu fragen und
erhalten die Antwort, indem wir beispielsweise W nach X
differentiieren und den entstehenden Ausdruck gleich Null
setzen. Die betreffende Beziehung zwischen X und ¢ lautet

L=y €
i oder wegen y=ap g 1
dx ‘
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also gleich (18), wie behauptet.

i Im Falle (9) dagegen sieht man zwar, daB fiir sehr

groBe x, das Maximum der Wahrscheinlichkeit der Bewegune
S e— Xy = et !

zukommt, dagegen fiir kleine X, eine andere, kompliziertere

Bewegung an deren Stelle tritt.

118. Zu Seite 114. Das H-Theorem von Boltzmann sagt aus, i
daB es fiir molekulares System eine gewisse, aus den Zustands-
parametern zu bildendé Funktion H gibt, die bei jeder Ver-
inderung des Systems abnimmft, aber niemals zunimmt. Diese
Funktion H ist im wesentlichen mit der (negativ genomme-
nen) thermodynamischen Entropie zu identifizieren.

In dieser strengen Fassung ist nun aber das H-Theorem
keineswegs richtig, es 1Bt sich bloB sagen, dall fiir einen
groBen Wert von H im nichsten Augenblick sehr wahrschein-
lich eine Abnahme erfolgen wird, so daB die sogenannte
H-Kurve® eine Kurve mit der merkwiirdigen Eigensechaft
darstellt, ,,an jeder Stelle ein Maximum zu besitzen®. Wegen
des eigentlichen Sinnes dieses Satzes, der natiirlich ebenfalls
keine strenge Giiltigkeit besitzt, und seine Illustrierung durch
das von Smoluchowski erwahnte Beispiel des Brownschen
Binzelteilchiens iiber einem reflektierenden Boden vergleiche
die experimentelle Studie von Fiirth'). (Siehe ferner An-
merkung 112.)

L) Fiirth, Ann. d. Phys., 53, 177, 1917. 3 1 -
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