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Vorwort. 

M ar i a n v o n .S m o I u c h o w s k i wurde a,ri.L 28. Mai 
1872 in Vo:r:derbriihl hei Wien als Sohn eines hohen oste;r
reichischen Hofbeamten geboren. Er besuchte in Wien <las 
"Theresianum" und spater die Universitat in <lien Jahren 1890 
his ' 1894, wo er unter Stephan Ex ner u. a. Physik stu-

. dierte. Mit L u d w i g B o 1 t z m a n n , dessen geistiger 
N aehfolger sp,a,ter .S m o 1 u c h o w s k i weriden soll te, kam 
er in · keine personliche Beriihrung. 1894 promovierte er 
,,sub ausp-iciis imperatmis" und begab sich · zu s1einer w-eite
ren Ausbildung ins Auslå.nd; er arbeitete 1895/96 in Paris 
unter L i p m a n n iiber W'.armestrahlung, 1896/97 in Glasgow 
unter Lord K e 1 v i n iiber Radioaktivitat, und 1897 in Berlin 
unter W arb ur g. 1898 habilitierte er sich an ,dier Wiener 
Universitat fiir Physik. Ein Jahr darau·ft ging er nach Lem
berg; 1900 wurcLe er an id.er dortigen Universitat zum. au.Ber
ordentlichen Professor der theore-tischen Physik ernannt, 
welche Stellung er bis z.u seiner Berufung na.ch Krakau 1913 
bekleidete. In diese Zeit fallen seine grundlegenden Arbei
ten iiber kinetische Gastheorie, die er im Sinne Boltzmanns 
weiter ,aus baute. Die wichtigsten hiermit zusammenhang·en
den Entdeckungen sind :die ,der spontanen Dichtesc.hwankun
gen · in Gasen und ,der damit zum erst-e·n Male richtig gedeu
teten kritischen Opaleszenzerscheinungen bei Gasen und 
Fltissigkeitsgemischen; ferner die Theorie der Warmeleitung 
in v,el'!diinriten Ga.sen und d,e,s Temperatursprunges an ,der 
Grenze Gas und feste Wand. Auch die ersten Arbeiten iiber 
die Brownsche Bewegung, die mit diesen Fragen in innig·em 
Zusammenhange stehen, fallen in -diese Zeit, g1efohz,eitig mit · 
und unabhangig von E i n s t e i n s Arbeiten auf diesem Ge
biet. Auf d·em Wolfskehl-Kongre.13 in Gottingen 1913 tritt er 
attch schon in vollkommener KlarhE?it mit seinen Anschauun
gen iiber die. Giiltigke,itsgr.enzen -des 2. Hauptsatzes der Ther
modyna.mik hervor, die heute Allg·emeingut der Wissenschaft 
gewor,den sind. Auc.h sein·e Arbeiten i.iber den Mechanismus 
der elektrischen Kataphorese und verwandter El'scheinungen 
falle-n in diese Zeit. 1913 iiJhernahm er in Krak.au die Lehr
kanzel flir Experimentalphysik. Zum Teile dort und zum 
Teile in Wien baute er in ~den nachsten Jahren die Theorie 
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der Brownschen Bewegung aus unid beseitigte endgtiltig die scheinbare Unvertra.glichkeit zwischen ,der prinzipiellen Reversibilitat ,der mechanischen und der Irreversibilitat der thermodynamischen Vorgange. In einer experimentellen Arbeit bewies er ,die Richtigkeit der Lord R a yl ·ei g h schen Theorie vom Himmelsblau, als letzte gro13e Arbeit entstand eine umfass.ende Theorie der Koag·ulation von Kolloiden. Am 25. ,Septembe11 1917 starb er in Krakau als Opfer einer Dysenterieepiidemie. 



I. 

[756] Zur· kinetischen Theorie der Brownschen 
Molekularbewegung und der Suspensionen. 

V on M. von S m o I u c h o w s k i. 

Aus den Annalen .der Physik, Band 21. 1906, .Seite 756-780. 
(Bearbeitet nach einer a,m 9. Juli 1900 der Krakauer Aka

. demie vorgelegten und demnachst in den Bullet. Int. Cra.c. 
erscheinenden Abhandlung.) 

§ 1. Die vielumstrittene Fr age nach dem rW esen der von 
dem Botaniker Robert Brown 1827 entdeckten Bewe-

. gungserscheinungen, welche an mi"kroskopisch kleinen, in 
F1lissigkeiten suspen:dierten Teilchen· auftreten, ist neuer
dings .durch zwei theoretische Arbeiten von Ei il ste i n1

) 

wieder in Anregung g:ebracht worden. Die Ergebnisse der
selben stimmen nun vollkommen mit einigen Resultaten tiber
ain, welche ich vor mehreren J ahreu in Verfolgung eines 
ganz verschiedenen Gedankenganges erhalten hatte, urrd 
welche ich seither als gewichtiges Argument fur die kine
tische Natur diese,s Phanomens ansehe. Obwohl es mir bis
her nicht moglich war, eine experimentelle Prtifung der 
Konsequenzen ,dieser Anschauung·sweise vorzunehmen, was 
ich ursprtinglich zu tun bealb,sichtigte, habe ich mich doch 
entschlossen, jene U eberle,gungen nunmehr zu veroffent
lichen, da ich damit zur Klarung der Ansichten tiber diesen 
interessanten Gegensta.nd' baizutr.agen hoffe, insb'eson.dere ,da 
mir meine• Metho,d,e ,direkter, ,e.infa.cher und ,darum auch iiher
zeugender zu sein scheint, als foll'e E in s te in s. 

Dem Mangel einer direkten experimentellen V erifikation 
suche ich teilweise wenigstens ,durch eine zusammenfassende 
Uebersicht der bisher bekannten Versuchsresultate abzuhelfen, 
welc.he im Verein mit einer kritichen Analyse der verschie
denen Erklarungsversuch.e deutliche Hinweise darauf zu 
geben scheint, daB das B r o w n sche Phanomen in der Tat 

1
) A. Ei n s te in , Ann. d. Phys., 17, p. 549, , 1905; 19. p. 371, 1906_. 

Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 199 A. Ein
stein,_ ,,Untersuchungen tiber die Theorie der Brownschen Beweg·ung''. s. 3-25. 

Ostwalds Klassiker 20,. 



2 M. v. Smoluchowski 

mit den theoretisch vorauszusehenden Molekula11bewegungen 

identisch ist. Den SchluB bihien einige Bemerkungen iiber 

die Suspensionen [757] (Pseudolosungen), welche mit diesem 

Gegensta.nd im Zusammenhange stehen. 

I [i]. 

§ 2. Die bisherigen experimentellen Arbeiten1
) iiber die 

Brownschen Bewegungen geben vor allem AnlaB zu F·olge

rungen negativer Natur, d. i. indem verschiedene Erkla.rungs

arten ausg·eschlossen werden, welche von vornherein als 

moglich erscheinen. 
Die na.chstehenden Tatsachen kann man wohl als er

wiesen betrachte,n: 
Di e A 11 g• e m e i n h e i t d e s B r o w n schen P h a -

n o m e n s. - Eine a.uBerordentliche Menge der v,erschieden

artigsten Substanzen wurde im pulverisierten Zustande, in 

F'liissigkeiten suspendiert, untersucht (insbesondere durch 

Brown, Wiener, Canto ni, Gouy) und bei allen 

wurden jene Bewegungen konstatiert, wenn die Teilchen ge

niigend klein waren. Ganz dasselbe gilt auch von mikrosko

pisch kleinen Tropfchen und Gasblaschen (z. B. in den mit 

Fliissigkeit erfiillten Hohlraumen gewisser Mineralien). 

G o u y sagt: ,,Le point le plus importa.nt est la g·enera.lite du 

phenomene; des milliers d.e particules ont ete examinees, et 

dans aucun cas un n'a vu une particule en suspension qui 

n'offrit pas le mouvement habituel ... " 
Die .Bewegungsgeschwindigkeit ist ,desto gro.Ber, je klei

ner ,der Durchmess•er s •der Teilchen ist. Fiir s >0,004 mm 

ist [758) die Bew,egung kåum wahrnehmhar, wahr,en:d sie an 

der Grenze der mikroskopischen Sichtharkeit au.Beror:dient

lich 1ebhaft ist. Ahgesehen von einig,e•n rohen Ang.aben 

1 ) Die hierbei benutzten Quellen sind in der folgenden Litera.tur

~usammenstellung enthalten: R. Brown, Pogg. Ann., 14, p. 294, 1828; 

Canto ni, Nuovo Cimento, 27, p. 156, 1867; Rendie. J. Lomb., 1., 

p. 56, .1868; 22, p. 152, 1889; Dan eer , Proe. Maneh. Soe., 9, p. 82, 1869; 

F e 1 i x Ex n e r , Ann. d. Phys., 2, p. 843, 1900; S i g m u n d E x n er , 

Wiener Sitzuug·sber., 56, p. 116, 1867 ; G. G o u y, Jo11.nn. d. Phys., 7, 

p. 561, 1888; Compt. rend., 1090, 102, 1889; J e von s, Proe. Maneh. Soe., 

9, p. 78) 1869; F. Kolaeek, Beibl., 13, p. 877, 1889; K. Maltezos, 

Compt. rend., 121, p. 303, 1895; Ann. de ehim. et phys., 1; p. 559, 1894; 

M e ad e B a.e he, Proe. Amer. Phil. Soc., 33, 1894; Chem. News, 71, 

p. 47, 1895; G. v ·an der MensbF-ugghe, Pogg. Ann., 138, p. 323, 

1.869; M u nek e, Pogg. Ann., 17, p. 159, 1829; A. E. Nage 1 i, Munch. 

Sitzungsber., 1879, p. ·389; G. Q u inc k e, Naturf. Vers. Di.isseldorf, 1898, 

p. 28; Beibl., 23, p. 934, 1898; F. Ra e hl mann, Phys. Zeitschr., 4, 

p;• 884, 1903; R e g nau 1 d , Jouril. d. pharm. (3), 34, p. 141, 1857; 

F ·r. · Sch u 1 t -z e, Pogg .. Ann:,' 129, p. 366, 1866; w'.. V. Spring, 

Ree. Trav. Chim. Pays-Bas, 19, ,p. 204, 1900; 0. Wiener, Pogg. Ann., 

118, p. 79, 1863. 
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Wiener s scheinen absolute Messungen nur von Fe 1 i x Ex ner ausgeflihrt worden zu sein, welcher flir Wasser von der Temp. 23° fand: 

s = 0,00013 
V= 0,00027 

0,00009 
0,00033 

0,00004 cm 
0,00038 cm/sec. 

Bezliglich des Einflusses der Substanz finden wir dagegen bei verschie,denen Beobachtern widersprechende Angaben. G o u y und ahnlich auch J e v o ri s sagen, da.6 Teilchen von hestimmter Gro.Be wenig verschiedene Geschwindigkeit aufweisen, gleichgtiltig aus welcher Substanz sie bestehen, und ob sie · fest, flus sig oder gasformig sind, wahrend z. B. Canto ni behauptet, da.6 auch die chemische Natur der Substanz von Einflu.6 ist (Ag soll sich rascher bewegen als Fe, Pt rascher als Pb und .dergl). Hierbei mag viell.eicht der Umstand mitspielen, da.6 sich verschiedene Substanzen nicht gleich gut pulverisieren lassen. J edenfalls scheint der Einflu.6 der Substanz der Teilch.en wenig augenfåll1g zu sein. 
Unhestritten existiert jedoch eine deutliche. Abhangigkeit von der Art des fllissigen Mediums, und zwar von dessen Zahigkeit:· die Bewegungen sind am lebhåftesten in W'asser und Fltissigkeiten von gro.Ber Fluiditat, geringer in zahen Fllissigkeiten und ganz v_erschwindend in sirupartigen, wie Oel, Glyzerin, Schwefels,aure. Sie werden jedoch deutlich sichtbar, wenn -das Glycerin bis auf 50° erwarmt wird (S. Exner), wobei -dessen Zahigkeit sehr abnimmt. Canto ni behauptet, da.6 Alkohol, Benzin und· Aeth.er weniger aktiv sind als W asser, wahrend nach M u n c k e gera,de· Alkohol am wirksamsten sein soll. 

§ 3. Im Zusammenhang mit ,der Allgemeinheit dieser Erscheinungen ist deren z ei t 1 i c h e U n v er an d er -l i c h k e i t. Fast alle Beobachter beton.en dies en Umstand; solange (iie Teilchen in der Fllissigkeit schweben, dauert -die Bewegung• unv.erandert fort, nur bei denen hort sie auf, welche sich am Boden oder an den Wanden des G.efa.Ses festgesetzt -haben. Aus letzterem Grunde kann man leichter langere Zeit die Bewcgung solcher Teilchen verfolgen, welche ungefahr gleiche Dichte haben wie die umgebende Fliissigkeit (Mastix, Gummigutt), als schwere,r [759] Substanzen, welche sich rasch · absetzen, und auf demselben Grunde beruht (M a 1 t e z o s , G o u y, SP ring) die scheinbare Storung ·der Bewegu:qg durch Zusatz von Salzlosung (J e v o n s), welche bekanntli.c.h die Sedimentation der Teilcheri bewirkt. 
Canto ni beobachtete ein zwischen Deckglaschen in 
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Paraffin eingebettetes Praparat wahrend eines ganzen J ahres, 
ohne ein Nachlassen der Bewegung konstatieren zu konnen1

). 

§ 4. Sehr charakte,ristisch ist die U n a b h a n g i g k e it 
dieser Phanomene- v o n ii u B e r e n U m s t a n d e n. Die 
verschie.denartigsten Agentien erwiesen sich als vollstandig 
einfluBlos. Man mag· die Fliissigkeit mit einem Deckglaschen 
hedeck,en~ um ,die Verdampfung zu verhi:ndern (W: i ener, 
Canto ni, G o u y, Ex ner u. a.), od.er sie in einem 
Bade von gleiichma.Biger -Temperatur (G o u y) oder an einem 
erschiitterungsfreien Orte (Ex ner, G o u y) aufstellen, man 
kann sie wochenlang im Dunkeln aufbewahren (M e a d e 
B ra c he), ,stundenlang kochen (M a 1 te z os), man kann d'ie 
W!arme,strahlen aus dem einfallenderr Lichte ausschalten, 
dessen F'arbe an.dern o·der dessen Intensitat im Verhaltnis 
von 1000 : 1 vermindern (G o u y) - aUe.s dies irst ohne 
Einfl:uB. 

Nur insofern bringt intensive Beleuchtung eine Veriinde
rung hervor, als sie mit der Zeit ,die T e, m p e r at u r der 
Fliissigkeit erhoht, womit eine E r h o h u n g- -d er B e w e g -
1 i c hk e it verbunden ist (Ex ner), insbesondere bei sehr 
zahen Fliissigkeiten, bei denen die Zahigkeit mit der Erwiir
mung stark abnimmt. F. Ex ner hat in einem ·Falle (fiir 
Wasser) eine Vermehrung von v = 0,00032 cm/sec bei 20° auf -
0,00051 bei 71 ° konstatiert. 

§ 5. Hinsichtlich der Erklarung der Brownschen Be
· wegung folgt vor allem aus § 4 die Unhalt'.Jarkeit jener Theo
rien, welche eine ii u B er e Energiequelle annehmen, so ins
besondere auch jener Vermutung, welche sich zuerst auf
dDangt: daB man es hier mit Konvektionsstromen zu tun 
ha.be, welche durch Temperaturungleichheiten v.erursacht 
werden. Die Unzulassigkeit dieser letzteren Erklarung folgt 
auch auBerdem aus einfachen Erwiigungen anderer Art. So 
miiBten die Bewegungen in W asse-r bei der Temperatur 4° 
ganz aufhor.en, wiihrend sie [760] in Wirklichkeit bis zum Eis
punkt in wenig verminderter Starke andauern CM e a d e 
Bach e). Die Verminderung der Dicke der Fliissigkeits
scbichte bis auf einen geringen Bruchteil eines Millimeters 
durch Auflegen eines Dec.kglases miiBte die Beweglichkeit 
ungemein vermindern, wovon sich keine Spur zeigt. Eine 
U eberschlagsrechnung zeigt, d_aB in dies em F'alle ein Tempe
raturgefalle von der GroBenordnung 100000° auf 1 cm er-

1
) Zusatz von Gelatine hindert die Bewegungen, was auf deren 

Zåhigkeit (Wabenstruktur, B tit sch I i) beruhen di.irfte. Aehnlich (Ein
flu.B von Schaumwanden usw.) diirften sich einige analoge Beobachtungen 
Q u i n c k e s erklaren. 
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forderlich ware, um Konvektionsstrome von der heobachteten 
Geschwindigkeit zu erzeugen. GewiB treten in Gefa.Ben von 
groBeren Dimensionen auch solche Strome auf, aber die 
durch dieselben hervorgerufenen, einer groBeren Anzahl von 
Teilchen gemeinsamen Bewegungen sind von den unregel
maBig·en, zitternden Brownschen · Bewegunge·n ganz ver
schieden. 

Es sei noch hemerkt, daB die maximale~ in der Umgebung 
eines kugelformig·en, vollkommen schwarz-en, der direkten 
Sonnenstrahlung ausgesetzten Teilchens auftretenden Tempe- · 
raturdiffe-renzen einen Bruchteil des Koeffizienten calk=l/300° 
(unter der Annahme: Strahlungsintensitat e = 1/30, Radius 
a = 10--4 cm, Warmeleifongsfahigkeit k = 10-3 (Waisser) be- · 
tragen[2]. Dies geniigt wohl im Verein mit dem vorheT Ge
sa.gten; um die Unmoglichkeit der Regna u 1 t schen Erkla
rung• auf Grund. des Entstehens von Konvektionsstromen 'in. 
der Umgebung eines jeden Teilchens infolge Absorption der 
Strahlung an seine·r Oberflache darzutun. 

Die Una.bhangigkeit des Brown schen Phanomens von 
der Beleu,c-htungsintensitat spricht auch geg-en K o 1 a c eks 
und Q u i n c k e s Theorien, welche in demselben ein Analo
gon zu den Radiometerbewegungen, bzw. zu den verschiede
nen von Q u inc k e untersuchten Erscheinung·en periodischer 
Ka.pillarbewegungen erblicken. U eberha.upt scheint es schwer 
verstandlich, wie e·ine kontinuierliche Bestrahlung jene von 
Q u in c k ·e angenommenen· periodischen Ausbreitung•en der 
warmeren iiber die kalteren Fliissigkeitsschichten an der 
Oberflache jener Teilchen hervorrufen soll, und wie zwische-n 
dem nur in gewissen Fallen auftretenden auBergewohnlichen 
Phanomen der periodischen Kapillarbewegung ( Oel in Seifen
losung, Alkohol in Salzlosung und -dergl.) und den so a.llg•e·
meinen, von der Teilchensubstanz una.bhangigen B r o w n -
schen Bewegungen ein innerer Zusammenhang bestehen soli. 
Es ist fa sehr waJir[761 ]is,cihein1ich, -daB eine g>eniigend sta.rike 
Bestrahlung Bewegunge-n hervorrufen kann, doch waren diese 
etwas von den B r o w n schen Beweg-ungen ganz V er
schiedenes. 

§ 6. Es verbleiben also nur die Theorien, welche in -
·n e r e Energiequellen annehmen. V on vornhe-rein mussen 
wir die Hypothesen von der Existenz von gegenseitigen Ab
stoBungskraften (M e ad· e Bach e) und von elektrischen 
Kraften ,ahnlicher Art (J e v o n s , R a e h 1 m a n n) zuriick
weise-n, da diese nur eine gewisse Gruppierung der Teilchen, 
aber nicht eine fortwahrende Bewegung dersel_ben bewirken 
konnten und insbesondere, da deren Wesen ein neues Ratsel 
darstellen wiirde. 
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Auch die Ansicht, daB man es hier mit Erscheinungen 
kapillarer Energie zu tun habe, ist unhaltbar. M a 1 te z o s 
nimmt an, da.B geringe Verunreinigung·en die Grundursache 
~ind, welche das kapillare Gleichgewicht sto'ren, wahrend 
·M e n s b r u g g h e auf das Beispiel des auf W asser tanzen
den Sttickes Kampher hinweist. Aber unerklarlich ware in 
dies em Falle der U m.stand, daB absichtliche Verunreinigun
gen ohne EinfluB sind, daB auch vollkommen unlosliche Sub
stanzen (Dia.mant, Graphit) sich bewegen, und vor allem, daB 
die Bewegungen nicht mit der Zeit aufhoren, wenn alles sich 
ausgeglic.hen hat. Die mikroskopisch kleinen, in Mineralien 
eing•eschlosenen Gasbliischen mussen ,doch wohl ,den kapilla
ren Gleichgewichtszustand erreicht haJhen und trotzdem be
wegen sie sich. 

IL 
§ 7. Wir gehen also zu den kinetischen Theorien tiber, 

we1che di.e innere Warmeenergie als das eigentliche Agens 
ansehen. Wenn man die Brown sche Bewegung unter dem 
Mikroskop btiobachtet, ethalt man unmittelb~r den Eindruck, 
daB so die Bewegungen der Fltissigkeitsmolektile aussehen 
mussen. Es ist das keine schwingende Bewegung• und auch 
keine fortschreitende, sondem ein Zittern oder wie G o u y 
sagt: ein Wimmeln (fourmillonnement); die Teilchen be
schreiben unregelmaBige Zickzackbewe·gungen, als ob sie in
folge .der zufalligen ZusammenstoBe mit den Fltissigkeits
molekiilen angetrieben wtirden, und trotz ihrer fieberhaften 
Bewegung rticken sie nur lang·sam von der Stelle·. 
[762] Dies Phanomen wurde auch tatsachlich von zahlreichen 
F'orsc.hern (W i e n e r , C a n t o n i , R e n ar ·d , B o u s s i -
nes q, G o u y) von .diesem Standpunkt aus erklart. Dabei 
sind noch zwei Arten .der Interpretation moglich. W( i e n e r 
und G o u y nehmen an, daB inne-rhallb, eines Bereiches von 
der GroBenordnung 1 µ 3 die inneren Bewegungen der Fliis
sigkeit gleichgerichtet sind, und daB diese durch ·die Teilchen 
angezeigt werden, wogegen wieder M a 1 te, z os einwendete, 
daB gar kein Grund vorliege, um im Bereiche von i µ 3 einen 
Parallelismus der Bewegung anzunehmen, und daB diese 
Hypothese mit .der Unabhangigkeit ·der Bewegungen in groBe
.ren Entf ernungen nicht vereinbar ist. .Auf die se Ausflihnm
gen werden wir im weiteren Verlaufe noch zurtickkommen, 
einstweilen aber werden wir Elie einfachste- Art der kineti
schen Interpretation dieser Ersc.heinung naher untersuchen, 
der zu.folge die Brownsche Bewegung das unmittelbare Re
sultat der den Teilche·n seitens der Fltissiglceitsmolektile er
teilten Bewegungsantriebe ist. 
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Diese Erklarungsweise hat N a g e 1 i durch den Hinweis 
auf die Kleinheit der durch einen Zusammensto.B . erzeugten 
Geschwindigkeit zu widerle·gen geglaubt. So wiirde ein Was
sermolekiil einem Teilchen vom Durchmesser 10-4 cm (und 
der Dichte 1) durch einen Zusammensto.6 eine Geschwindig
keit von blo.6 3.10-6 cm/sec erteilen, welche weit unter der 
Gro.Benordnung de·r Brownschen Bewegung liegt. In Wirk
li.chkeit kombinieren sich ·die aufeinanderfolgenden Bewe
gungsantriebe, aber N a g e 1 i meint, da.6 sich .dieselben im 
Mittel aufhelhen mussen, da · sie in all en Richtungen des Rau
mes wirken, und daB das Endrnsultat nicht merklich groBer 
sein konne. 

§ 8. Dies ist derselbe Denkfehler, wie wenn ein Hazard
spieler glaubte, da.B er nie eine gro.Bere Summe verlieren 
konne, als der Einsatz fiir einen einzelnen W urf betraigt. Ver
folgen wir diese Analogie noch weitet. Unter Anna.hme 
gleicher Wahrscheinlichkeit fiir Gewinn und Verlust erhalten 
wir flir ,die Wahrscheinlic'hkeit, da.13 innerhalb von n Wiirfen 
m gunstige und n-m ungunstige auftreten (also einer .Summe 
2 m-n), die Zahl: 

n! 
:2,n ml (n - rn) ! 

(763] Die mittlere, positive oder negative Abweichung vom 
Werte Null betragt: 

1) 

n 

·v = 2 ~ (:)2m2:- n 

n m=z 
was fiir groBe n i.ibergeht in 

2) 

Die durch einen gera.den Sto.13 einem Teilchen M von 
einem Molekiil m erteilte Geschwindigkeit C = mc/M wird 
also wirklich sehr g·ering sein und die mittlere in die Rich
tung X fallende Komponente st noch ein Bruchteil davon; 
bedenkt man aber, da.B die Kugel M in Luft 1016

, in Wias
ser 1020 solche Zusammensto.Be pro Sekunde erleidet, welche 
sich in bezug auf die Bewegung in X gro.Btenteils aufheben, 
aiher doch noch gema.13 (2) einen positiven oder negativen 
U eberschuB von 108 oder 1010 aufweisen, so kommt man zum 
Schlusse, daB jenes Teilchen M in einer Sekunde eine Ge
schwindigkeit von 102 oder 104 cm/sec (in der Richtung der 
+ X oder - X) erhaJten wiirde. 
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§ 9. Diese Rechnung zeigt den Fehler in N a g e 1 i s 
-Arg·umentation, aber die Anwendung des numerischen End
resultats ist ebenfalls unrichtig. In unserem Falle· namlich 
wird: a) der Mittelwert der durch einen Sto.B verursachten 
Geschwindigkeitsanderung nicht konstant sein, sondern von 
dem Werte von C abhangen, b) die Wahrscheinlichkeit posi
tiver und negativer Aenderungen ist nicht gleich, sondern die 
positiven Zuwachse werden um so unwa.hrscheinlicher, je 
gro.Ber C ist. [60] 

Diese Umstande mussen einer unbegrenzten Vermehrung 
von C entgegenwirken, und das Endre,sultat, welches sich 
auf Grund bekannter S-atze der kinetischen Gastheorie vor
aussehen la.Bt, ist: da.6 die mit t 1 er e k in et i s c h e 
E n e r g i e der Teilchen M und der Molekiile m sich au s -
g· le i c he, n m ti s s en [4]. Die_s bildet nach den .Satzen von 
Max w e 11 und B o 1 t z m a n n die Bedingung fur den sta
tionaren Zustand, und ,dasselbe erhellt auch daraus, da.6 die 
Teilchen M als Molekiile einer im Medium aufgelosten, sehr 
vielatomigen Substanz aufgefaBt werden konnen, also die 
einem Ga.se von gleicher Temperatur entsprechen.de kine
tische [764] Energie1

) besitzl0n mussen. Die mittlere Ge
sch windigkeit C erhalten wir somit aus der hekannten Gas
formel 

3) 
- m, 

V
-

C=c M' 

welche fur ein Teilchen M der erwahnten Art eine• Geschwin~ 
digkeit C = 0,4 cm/sec ergipt. 

'.Wlie ist nun diese Zahl mit den direkten Messungen in 
Einklang zu- bringen, welche c = 3.10-4 cm erg·eben haben? 
Dieser Widerspruch, welcher auch schon von .F. Ex ner be
merkt worden ist, scheint auf -den ersten Blick einen ent
scheidende,n Einwand gegen -die kinetische Theorie zu bilden. 
Und doch ist die Erklarung sehr einfach. 

J ene Geschwindigkeit ist in Anbetracht -der erforder
lichen Mikroskopvergro.Berung so gro.B, -da.6 sich das Teilchen 
gar nicht direkt mit dem Auge verfolgen lasse,n wiirde. Das, 
was wir sehen, ist ·nur die· mittlere Lag·e eines mit jener Ge
schwindigkeit sich bewegenden, aber 1016 bis 1020 mal pro 
Sekunde seine Bewegungsrichtung andernden Teilchens. Sein 
Schwerpunkt wird einen ungemein komplizierten zickzack
formigen W eg beschreihen, dessen gera-dlinige Teilstrecken 
von viel kleinerer Gro.Benordnung sind, als die Dimensionen 
des Teilchens selbst, un.d nur insofern als die geometrische 
Summe dieser Strecken im Laufe der Zeit eine gewii:;se merk-

1) Vgl. a.uch G. Jager, Ann. d. Phys., 11, p. 1071, 1904. 
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licbe GroBe erla.ngt, bemerken wir eine Verschiebung des
selben. 

AuBerdem muB noch ein zweiter Umstand in Betracht ge
zogen werden, obwohl er von geringerer Bedeutung ist, da.13 
:rianilich die direkt beobachtete Bewegu:ng· nur die Projektion 
einer im Ra.urne vor sich gehenden Bewegung ist, daB also 
die direkten Messungsresultate mit einem Faktor zu multi
plizieren sind, welcher sich mittels leichter Rechnung zu 4 /n: 
ergiht. 

III. 

§ 10. Um die theoretische Analyse weiter fiihren zu kon
nen, mussen wir dem Beweg·ungsmechanismus eine zur mathe
matischen Behandlung geeignete, vereinfachte Form geben. 
Nun wird sich -die Bewegungsrichtung des Teilchens M fort
wahrend andern, und in dieser Beziehung gibt es keine [765] 
Einschrankung, wahrend der Alb,solutwert der Geschwin.dig
keit immer um den oben be-rechneten Mittelwert (3) schwan
ken urnd sich von ihm -selte,n weit entfernen wiird. Ma.n kiann 
also die Gro Be der Geschwindigkeit C als konstant, 
aber deren R i c h t u n g als v e r 1i n d e r 1 i c h annehmen. 

Nun folgt aus den Gesetzen des StoBe·s elastischer Ku
geln, daB die durch einen beli'ebigen StoB erzeugte, zur Be
wegungsrichtung von M senkrechte Geschwindigkeitskom
ponente im Mittel ¾ mc!M betragt [5], daB also ein jeder 
StoB :die Bewegungsrichtung durchschnittlich um -den (sehr 
kleinen) Winkel 

4) 

andert. 
· Es besteht hier ein gewisser Gegensatz zwischen der nor

malen Bewegung eines Gasmolekiils und d-em hier betrach
teten Fall einer im Vergleich zu den umgebenden Molekiilen 
groBen Masse M, denn wahrend dort meist die (aller-dings 
nicht genau richtige) Annahme· gemacht wird, da.6--l)ach einem 
StoBe alle Bewegungsrichtungen gleich wa.hrscheinlich sind, 
tritt hier eine auBergewohnliche,· Tendenz zur Erhaltung der 
urspriinglichen Bewegungsrichtung (persistency of motion)1) 
a~W~ / 

Nun sind zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem -das 
Verhaltnis des Radius des Teilchens M zu der mittleren W eg-

lange :d·er umgebenden Molekiile ~ klein oder gro13 ist. Wijr 

1
) J. H. B. A. J e an s , Phil. Mag., 8, p. 760, 1904.; M. v. Sm o 1 u ~ 

e h o w s k i , Bull. in Acad. Cracovie, p. 212, 1906. 
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wenden uns zuerst zur U nters,tiitzung des F'alles eines k 1 ei - · 

nen{, in welchem man die Reaktion der Kugel M auf die 

Bewegung der umgebenden Molekui"e vernachlassige,n kann. 
Da:r;in sind die einzeinen ZusammenstoBe voneinander voll
kommen unwhhangige Ereignisse, also wird die -durc.h einen 
jeden derselben bewirkte Aenderung• der / Bewegungsrich
tung mit gleicher WahrscJieinlichkeit in . irgend einer durch · 
die momentane Bewegungsrichtung gelegten Ebene statt
finden. 

§ 11. Mog,e,n die P:unkte P0 , Pi, P2 •• ·• in der Figur 
die Orte bezeichnen, in welchen der Mittelpunkt der von 0 

· Fig. 1. 

ausgehenden Kug•el M sich befand, als sie die sukzessiven 
Sto.Be erfuhr [766], jedesmal ihre Bewegungsrichtung um den 
Winkel e andernd. Wir nehmen die Langen OP0 = P0 P1 

= P1 P2 = ... als g'1eich an und nennen sie diie ,,wfrklichP 
mitt 1 er e W egl å n g e l d1es Teilchens M". Die Aufgab,e., 
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welche wir uns stellen, besteht darin, das m it t 1 e r e 
Qua dr at ,de rE n t fe rn ung OP,., welchewir mitlfbezeich-
nen werd-en, als Funktion der Lange l, des Winkets s und der 
An~ahl n der Teilstrecken zu finden. Behufs Definition der in 
Betraciht J.wmmenden Richtungen beschreihen wir eine Einheits
kugel und ziehen aus deren Mittelpunkt Ger,a,de, parallel zu 
OP0, Po P1, .. , welche die I(ugel in den Punkten 0 0 , 0 1 ••• 

dur◊hsto.l3en. Die Wfok,el X00 0 ; X00 1 ••• e.tc. be,zeichne,n wir 
mit ao, a 1 , . a2 . . • :lie zwischen den E!b,enen X00 0 und 
0 0 00 1 ; XOQ 1 und· 0 1 00 2 ••• eingeschlossenen Winkel mit 
<pi, <JJ2• • • . dann bestehen ,die Relationen: 

cosan= co.,;an-l cose+ sinan-l sine cos<pn [6] 

«nd analog in bezug auf die Achsen Y, Z: 
cos /3 n = cosµ n _ 1 cos e + sin {3 n _ 1 sin e cos 1./J n , 

cosyn = cosrn _ 1 cose + sinyn _ 1 sine cos Xn , 

W enn wir die Gerade 60 auf der Mantelflache des mit n 
dem Winkel e um die Gerade O Qn -1 als Achse beschriebe-
nen Kegels verschieben, um ihre alle gleich wahrschein
lichen Lagen zu erteilen, so zeigt sich. da.B d<pn = dlfJn 
= dxn, da sich die Winkel<pn, 1./Jn, Xn nur um Konstanten 
unterscheiden. · 

In dieser Weise erhalten wir die Mittelwerte flir cos an 

cosµn, cosyn gema.13 der Gleichung: 

5) 

2n 

2
1nf cos an drp = cosan _ 1 cose. 

0 

[767] Kehren wir nun zu unserer Aufgabe zuriick. Die De
finition von // ergibt: 

- l2 
6) A2n= --j{[cosao + cos a1 + ... cosanJ2 + [cos/70 + cos {3 1 

(2nt 
+ ... cosµn]2+ [cos ro+ cosy1 + ... + cosy nl2}d rp1 d<p2 ... d<p n, 

Das ·rntegT'al, welches eine n-malige sukzessive· Integra
tion nach dend<pn, d<pn _ 1 ... dcp2 , d<p1 , innerhalb der Grenzen 
q und 2 n bedeutet, moge mit J n bezeichnet werden. Dan:p. 
erhalten wir durch Abtrennung von cosan, cosf3n, cosyn von 
den Klammerausdriicken und durch Anwendung von (5): 
Jn = Jn _ 1 + 1 + 2 cos e J {[cosct0 + ... + cos an_ 1] cos an_ 1 · 

· + [cos,80 + ... cosµn _ 1] cos,Bn _ 1 + .. -} d(f)I ... d<pn ~ 1. 
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Das Integral de·r rechten Seite, welches wir niit C n _ 1. 

bezeichnen werden, kann durch sukzessive Integration ent
wickelt werden: on--1 = ~ + COSe cn-2, 

woraus folgt: 
1- COS E 

7) Jn = Jn 1 + 1 + .2 COSE-1---
- - cos e 

und schlieBlich: 

8) J = n l + cos e + 1 - 2 cos e - cos2 e + 2 cosn + 2 e 
n 1 - cos E ( 1 - cos E )2 

[71 

Setzen wir cos e = 1 - cf, so nimmt dies die· Form an: 

9) 
~ n (1 - cf)2 - (1 - o) n+~ 

J 11 =--y+ 1-n-2 c)'2 

§ 12. Nun sind folgencl_e Falle zu unterscheiclen: 

1. Wenn n zwar eine groBe Zahl ist, aber so, .da13 nå 
noch immer klein bleibt, so er halt man angenahert [8]: 
10) Jn = n~ also A = nl. 

Somit ist in dfosem Falle A gleich id-er La.ng,e des Zick
zackweges OP1 P2 ••• P ; die Krtimmung des W\eg·es kommt 

n . 

soweit gar nicht in Betracht; er kann als geradlinig ange
sehen werden. 

2. Wenn die Anzahl n der Teilstrecken wa.chst, so kommt 
noch ein Korrektionsglied dazu: 

11) A=nl 1--- ( ,. 0) 
ti ' 

[768] das eine Verkiirzung eles Weg~s infolge seiner Kriim
mung bedeutet. 

3. Wenn nd' sich der Einheit na.hert, so ist dies nicht 
mehr anwendbar, uncl man mu13 auf die komplizierte Formel 
(9) zuriickgreif en. 

4. Falls aber nu' so gro13 ist, daB n el' eine hohe,re GroBen" 
ordnung• als die Einheit besitzt - eine Bedingung, die in 
alleri. uns interessierenden Fallen erfiillt ist -, so verein
facht sich das Resultat in anderer W eise, infolge von: 

namlich1
) 

12) 

lim cosn e = lim ( 1 - at =lime - n ° = O , 

1
) Genau genomroen, ist die hier berechnete Gro.Be nicht der 

mittlere Weg, sonqern die Quadratwurzel aus dem mittleren Weg
qua.drate. Sie sollte daher eigentlich noch mit dem Zahlenfaktor 

V~ =1,085(vgl. l. c. Formel [31] und [32]) multipliziert werden, 
R . 

den wir aber hier offenbar vernachlassigen konnen. 



AbhM1Jdlungen iiheæ die Brownsche Be,wegu.ng 13 

Dann wird also die Entfernung nicht im Verhaltnis der 
Anzahl der Teilstrecken wachsen, sondern im Verhaltnis von 
der.en Quadratwurzel. In einer ,and1eren Arbeit1') hahe ich 
gezeigt, daB ein ahnliches Resultat flir den von einem Gas
mole_ktil nach einer groBeren Anzahl von zufalligen Zusam
menstoBen mit umgebenden Molektilen gleicher Art zuriick
gelegten jW:eg besteht, und daB es als Grundlage flir eine 
direkte Entwicklung der Diffusionstheorie henutzt werden 
kann [91. In der Tat besteht ein innerer Zus·ammenhang 
zwi.s-c,hen der F'orimel (12) und ,der dort P. 210 a:bgeleiteten 
F'ormel A = l y2v (wo ), die mittlere freie Weglange, v die 
Aniahl der Teilstrecken bedeutet). Denn wenn wir die Be
dingung v o = l als MaB einer solchen Wieglange ansehen, 
welche nicht mehr als geradlinig betrachtet werden kann, und 
d eren Kriimmung auffallig wird, das heiBt, wenn wir uns 

1 
vorstellen, ·da.B durchschnittlich fiir je v = d' Zusammen-

stoBe eine vollstandige Richtungsanderung' eintritt, so erhal
ten wir tatsachlich das hier abg·eleitete Resultat (12), wenn 
wir jene Formel auf einen aus n geradlinigen Teilstrecken 
von der Lange ljå zusammengesetzten Weg anwe·nden [769]. 
Die Entfernung l/o konnen wir die· s c he in b are fr eie 
W e g 1 å n g e nenn en. 

In diese Formel (12) substituieren wir nun: 

13) e2 9 (mc )2 9 m 0 =2= .32 MO = 32 M' 
-woraus folgt: 

14) 

Bei Anwendung auf den binnen einer Sekunde zuriick
gelegten W eg er halt man durch Einsetzen von: 

l=f=~~ 
schlieBlich die Endformel: 

15) A=~--=-
3 rn· 

Es sei schon an dieser Stelle die unerwartete Folgerung 
hervorgehoben, daB ,der von einem Teilchen M zuriickg•elegte 
W eg .li ga.r nicht von dessen Masse, sondern nur von der 
Art des Mediums und von der Haufigkeit der Stc>Be abhangt. · 
Eine groBere Masse M hat eine geringere Gesch windig-

1) M. v. Sm o 1 u chow ski , Bullet. Intern. Aead. Cracovie, 
p. 202, 1906 
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keit C, aber dafilr eine gro.Bere Tendenz zur Erhaltung der 
Bewegungsrichtung·, und -diese zwei Faktoren heb,en sich 
gegenseitig auf. 

§ 13. Gege•n diese Berechnungsweise konnte man ein
wenden, daB die hier als konstant vorausgesetzte Geschwin
digkeit C in Wurklichkeit veranderlich ist, und manchmal 
auch unter den Wert mcfM sinken- muB, was jed-esmal im 
Gegensatz zu den friiheren Voraussetzungen mit einer voll
standigen Richtungsanderung• verbunden sein miiBte. Aber 
offenbar konnte ,dies die GroBenordnung des Resultats nur 
dann beeinflussen, falls dieses Ere:ignis ofters innerhalb der 
1/å Stcrne eintreten wiirde, welche einer gern,dlinig,en Be-. 
wegung entsprechen. Man beweist aber leicht, mittels Ueber
legungen, welche denen des § 8 analog sind, oder be,sser 
mittels Benutzung des Maxwellschen Geschwindigkeitsver
teilung•sgesetzes, d·aB die Wahrscheinlichkeit jenes Ereignis
ses so gering ist, da.B de,ssen Beriicksichtigung keine wesent
liche Aenderung unseres Resultats hervorrufe.n konnte. [10] 

[770] IV. 

§ 14. Gehen wir nun zur Erwagung des zweiten im § 10 
erwahnten F'alles iiber. . W enn die Dimensionen des T-eil
chens M nicht viel kleiner sind als die inittlere W eglange 
der umgebenden Molekiile, so konnen die ZusammenstoBe 
derselihen mit der Kugel M nic.ht mehr als ganz zufallig an
g-esehen wer:den, da ,die der Kugel M benachbarten Schich
te·n teilweise an der Bewegung derselben teilnehmen wer.d.en. 
Ibre Bewegung wird plotzlichen Ricbtungsarrderungen der 
Bewegung von M entgegenw,irken, wird also die Lange von 
// vergro.Bern. 

Leider ist die exakte Berechnungsmethode des § 11 in 
diesem Falle nicht anwendbar, aber wir konnen in an:derer, 
wenig·er exakter, aber sehr einfacher .W'eise zu Folgerungen 
i.1ber die Gro.13e von // gelangen. 

Ein mit der Anfan_gsgeschwindigkeit C in ein zahes Me
dium geworf enes Teilchen M wird eine solche Verzogerung 
erfahren, daB die Geschwindigkeitskomponente in der ur
spriinglichen Richtung gema.B der F'ormel [11] 

t . 

16) V=Oe -,; 

abnehmer1 wird, wo- 'C das Verhaltnis der Masse ' M zu deni 
Wfiderstandskoeffizienten S bedeutet: 

M 
17) 7:=s· 
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Zufolge dem in § 9 Ge,sagten behalt das Teilchen jedoch 
seine kinetische Energie, falls die Gro.Be von C der For
mel (3) entspricht; das Teilchen er halt dann gleichzeitig zur 
ursprtinglichen Richtung senkrechte Komponenten derart, 
da.B seine resultie,rende Geschwindigkeit unverandert ble:iib,t1 

). 

Als Ma.B des Zeitraumes, wahrend ,dessen die Bewegung ge
radlinig vor sich geht, kann man somit die Relaxationszeit • 
ansehen, und die Lang,e 7: G = MC/$ wiDd das Ma.B fur die 
Lang·e des geradlinigen W eges sein. 

Man kann also die Bewegung von M der Bewegung eines 
Gasmolektils gleichsetzen, welches eine ·(scheinba.re) mitt
lere [771] freie W eglange l = C-r: besitzend, sich infolge sei
ner unregelma.Bigen Bewegungen aus seiner Anfangslag·e ent
fernt. Flir -den von einem solchen Molektil innerhalb einer 
Sekunde zurtickgelegten W eg gilt aber die im § 12 zitierte 
formel A =Jo~ , a.us welcher folgt: 

1~ 1/JM 1/2m A=q;ru-.=Ovs=Cvs· 
Die Berechnung ist offenbar nur angenahert, denn wir 

ha ben , hier O 7: ans tatt von C 7: (1 - e-1 ) gesetzt, daflir aber 
die am E;de der Zeit T erlangte seitliche Verschiebung und 
ebenso die dabei noch hestehende Geschwindigkeitspersi
stenz (vgl. § 10 Anm.) nicht berticksichtigt, aber die GroBen
ordnung ,des Resultats wird dadurch nicht beeinfluBt. 

§ 15. Zur Probe wenden wir diese Formel auf den frtiher 
berechneten Fall an. Dann kann flir den Widerstand S 
wegen der Kleinheit des Teilchens nicht die S t o k e s sche 
Formel benutzt werden, sondern man muB denselben direkt 
ermitteln. Seine Gro.Be ergibt sich aus -der Anzahl der Zu
sammenstoBe2): [12] 
19) n = NR2 n: c 
und aus der durchschnittlich durch jeden derselben bewirk
ten Aenderung der Geschwindigkeit C, welche nach bekann
ten Methoden sich zu 2mC/3M bere•chnet. Hieraus folgt: 

20) 

und 

21) 

2 n: 2 
8=-R2oc=-rn n 

3 ' 3 

V3 
A=c n· 

1 ) Dies scheint der i.iblicheL. Auffassung eines widerstehenden 
Mittels zu widersprechen; bei Korp em, welche zu derartig·en makro- · 
skopischen Versuchen dienen, sind jedoch die Restgeschwindigkeiten C 
so klein, daB sicb je11e iibrig·bleibenden Bewegungen nicht konst.atieren · 
Jassen. 

2
) Vgl. z. B. L. Bo I z mann, Gasttheorie, 1, p. · 65. 

I 
I, 
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Das so erha.ltene Resultat stimmt tatsachlich mit (15) 
tiberein, nur der numerische Faktor ist kleiner, was nach d·em 
friihe.r Gesagten erklarlich ist. Man kann jedoch eine voll
staudige Uebereinstimmung mit de-r exakten Berechnung• er
zielen, wenn man hier als Dauer der geradlinigen Bewegung 
UIJ.d W eg lange 

22) ~=(!)3: und l =(!)3~C 
annimmt. 
[772] § 16. 

23) 

Mit Hilfe des so verbesserten Resultats: 

A= 8V2 c 1/m 
3V3 ~ 

nehmen wir die im vorhergehenden Abschnitt gestellte Auf
gabe wieder in Angriff. Da wir nun die Dimensionen: von M 
als gro.13 i.m Verg'1eich zur mittleren W eg lange voraussetzen, 
so konnen wir die ge,wohnliche Sto k es s,che Wid·erstaruds
formel anwenden: [13] 
24) 8=6nµR, 

woraus flir die in einer Sekunde zuriic.kgelegte Entfernung 
folgt: 

25) A=-8- cy'm 
9Vn fµR. 

Dieses Resultat ist mit dem auf vollstandig verschiedenen 
Wege von Ei n ste i n1

) abgeleiteten fast identisch; der 
Unterschied hesteht wieder nur in dem Zahlenfaktor, wel-
cher bei E i n s t e i n im V erhaltnis V al /64 klein er i,s1t. 
E i n s t e i n beriicksichtigt nicht die Mogli.chkeit des vorher 
untersuchten F'alles (d. h. von Teilchen, · welc.he klein sind im 
Y.erhaltnis zu 1. ), ,aber seiine Formel (II) (1. c. P. 378): 

LI.= c -v2{1m, 

welche unserer Gleichung (17) entspricht, kann auch diesem 
Fa.lle angepa.13t werden, wenn man flir S den in § 15 berech
n eten Ausdruck (19) einftihrt, was offenbar ein zu (1'5) ana.
log·es Resultat ergibt. 

Ohne in eine Diskussion · der von Ei n s t e i n befolgten, 
sehr sinnreichen Methoden e~nzug·e·hen, mochte ich doch be-

1
) A. Ei n s tein, 1. c. p. 559 u. p. 739. Ostwalds Klassiker der 

exakten Wissenschaften Nr. 199: A. Einstein: Untersuchungen tiber die 
Theorie der Brownschen BeweguJlg. S. 14 und 23. Die GroBe J. r 

Einsteins entspricht uns~remA/JI~; ebenso RT/J!,,=mc2 /3; k und P 
sind · die hier mit I-', R bezeichneten Gro8en. 



Abhandlunge:q. tiher die Brownsche Bewe.gumg 17 

rn."erken, da.13 sie auf U eberlegungen indirekter Art beruhen, 
welche nicht immer ganz tiherzeugendl ersch'einen1 

). J eden
falls ist ,die [773] U ebereinstimmung mit den hier auseinan-" 
dergesetzten Metho,den, welche einen direkten Ein•blick in 
den Mechanismus dieser Vorgange gewahren, ein fur beide 
Untersuc.hungen sehr erfreuliches Resultat. Der Unter
schied in dem numerischen Faktor erklart sich aus -der Ein
fiihrung verschiedener vereinfachender V 6raussetzung1en 
(z. B. kGnstantes C) und spielt in den Anwendungen natur.:. 
lich gar keine Rolle. [14] 

V. 
§ ,17. Gehen w.ir nun zu den Anwendunge,n ,der Glei

chungen (15) und (24) ti ber. Als einfachste V o'rausset:zmng 
nehmen wir an, da.B das Medium gasformig ist. In -diesem 
F'alle geht die flir ein gro.Bes J,J R gtiltige Form.el (15) in
folg'e (18) liber in: 

26) .Li --8-~ 1/C -3Vn R vw· 
wahrend flir den Fall eines kleinen MR die· Formel (24)_ aJ;J.
zuwenden ist, welche mit Rticksicht auf die Relation 
µ =AcNm/3 [15] auch i:p. der Form g'eschrieben wer,den kann: 

27) .Li=__ 8_ l /C = (f2)3/2 v2 c 3v'3nVI"RN 3 a R' 
wo c den Durchmesser eines Molekiils m hedeutet. : 

W\enn man flir Luft von normale-r Dichte und Tempera
tur -die Werte einsetzt: 

N = 4 · 1019 [16] , c = 48 000, R= 1/2. 10- 4 , 

so erhalt man: 
.Li= 1,4 • 10~ 3 .cm. -

In einem gasformigen Medium mu13 also wirklich eine 
M o 1 e k u 1 a r b e w e g u n g in der Art des Browns-chen 
Phanomens auftreten, und zwar mit me·rklich gro.Ber-er Ge
sch windigkeit als die in Fltissigkeiten beobachtete Bewe
gung. Trotzdem diirfte es hier schwieriger sein, diese Er
scheinung von iden durch zufallige Storungen und durch 
die .S_chwerkraft bewirkten Bewegungen zu trennen. In -dem 

1
) Zum Beispiel Uebertragung d-er Gesetze des osmotischen Druckes • auf jene Teifohen und Berechnung ihrer Diffusionsgesc:P,windigkeit oder 

die Anwendung des Bo 1 t z mann schen Satzes (i.iber die statistische 
Verteilung der· Zustande von Systemen, welche Potentil!,lkraften unter- . __ worfen ,sind) auf den von einem Teilchen M erfahrenen ,Reibungswiderstand. 

Ostwalds Klas~iker 207. 2 
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eben angefiihrten Fa.lle wiirde die Geschwindigkeit des Nie
dersinkens gema.6 der Stokesschen Formel 

28) 
2Rg((J'-~) 

U=9--,-u--

[774] fiir l = 1 den Wert u = 0,003 cm/sec hruhen, d.as ist 
dreimal so viel als jene Zahl. Da jedoch ,das Verhaltnis die
ser Gro.Ben von der 2½-Potenz des Radius abhangt, wird 
schon flir wenig kleinere, Teilchen die Bewegung des Nieder
sinkens durch die Brownsche Bewegung verdeckt werden. 

Es drangt sich ~die Frage auf, ob diese Erscheinungen in • 
Gasen noch nicht beobachtet worden sind. Tatsachlich fin
den sich in -der Literatur Bemerkungen, welche in ,dieser 
W.eise interpretiert werden konnen, B o d as z e w s k i1

) be
schreibt die tanzenden Beweg1rngen, welche Teilche·n von · 

Rauch, .Salmiak, Sauredampfen etc. unter dem Mikroskop auf
weisen, indem er sie mit den Brownschen Bewegungen ver
gleicht und als Molekularbewe,gungeIY ~auffa.Bt; und ahnliche 
Beobachtungen sind auch von Le h m an n.2 ) angestellt wor
den. W1ahrscheinlich handelt es sich wirklich um ,das hier 
untersuchte Phanomen, aber um dies vollstandig zu erweisen, 
sind: o·ffenbar noch' genaue:re Experimentaluntersuchungen 
notig. 

Es mti.Bten dann auch die, Folgerungen, welche sich aus 

unserer Gleichung· betreffs der Albhangigkeit dieser Erschei
nung von der Gas-dichte ergeben, verifiziert werden. Die 
Gleichung (24), welche innerhalb geringer Verdiinnungsgren
zen gtiltig bleibt, verlangt die Unabhangigkeit dieser Bewe
gung von ,der Gasdichte. Bei gTo.6eren Verdtinnungen kommt 
jedoch Gleichung (2B) zur Anwendung, wel,che eine zur Wur
zel aus der Verdiinnung proportionale VergroBerung der Be
wegung ergibt, so da.B die Ges·chwindigkeit bei einem Druc-ke 
von 1 mm schon 0,012· cm/sec betragt. Gleichzeitig wachst 

aber in noch hoherem Grade ·die Geschwindig·keit des Nieder
sinkens, welche bei hoheren Drucken konstant ist. Denn 
fur ein kleines Ril wird ,die Sto k es sche Formel (28) un
giiltig, und an deren Stelle muB die aus (19) folgende F'ormel: 

2 R r/ g 
n=--

ec 
verwendet werden, welche flir 1 mm Druck eine Geschwin
dig[77'5]keit von 1,2 cm/sec ergibt3). Bei Verwendung von 

1) Bod as z e w ski, Kosmos, 7, p. 177, 188; Beibl., 8, p. 488, ussa, 
Dinglers Journ., 239, p. 325, 1882. · 

2) 0. L e h m an n , Molekularphysik, 2, p. 5. 
a) Dies erklart die Raschheit, mit welcher in verdiinnten Gasen 

Staubteilchen zu Boden sinken . 
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kleineren Teilche,n jedoch · (z. B. R = 10-5 cm) sollte sich 
jenes .Stadium, welchem ,die Glei,chungen (15) uncr (26} ertt
sprechen, unschwer studieren lassen. [17] 

§ 18. In Fliissigkeiten is·t ,die mittlere W1eglange l .der 
Moleki.i.le- so klein, da.B die unmittelbare Beobachtung von 
Teilchen, de-ren Dimensionen noch kleiner waren, nicht mog
lich ist; dort kommt also 'nur die Gleichung (24) in Betracht. 
NatiirHch kann man daselbst nur eine ang'enåherte Anwend- ,' 
barkeit derselben erwarten, da unse.re, Rechnung nebst an-
deren Vereinfachungen einige Annahmen voraussetzt, -dere.n 
Berechtigung fiir Fltissigkeiten weniger evident ist, als fur 
Ga.se, nrumentlich a) da.B die Ka,pilla.rkråfte keine Rol'le s,pie-
len (3) da,.B die- Teilchen M als absolut sta.rre Kugeln auf-
gefaJ3t werden kannen. Das Ergebnis ist jedoch besser als im 
Hinblick auf diese Umstånde und auf die Ungenauigkeit der 
experimentellen Ang•aben zu erwarten ist. Setzt man die auf 
W asser von 20° und auf eine Kug·el vom Durchmesser 

· 10- 4 cm beziiglichen Werte ein, so erhalt man d = 1,8.10-10 
cm/sec; aber mit dieser Zahl lassen sich die "Messungse-rgeb
nisse nicht unmittelbar vergleichen, denn die letzteren mus
sen in erheblichem Gra,de von ,der Geschicklichkeit abhangen, 
mit welcher der Beobachter die Aushie-gungen des von M zu- · 
riickgelegten Weges zu verfolgen vermag. Stellen wir uns 
z. B. vor, da.B auf photogTaphischem -W·ege zwei kinemato
skopische Aufnahmen hergestellt wurden, die eine mit Inter
vallen von je, 1 Sek., die andere von 1/10 Sek. Da.nn folgt 
aus (14), -da.B die mittlere Summe -der an der zweiten gemesse-
1?-en Distanzen im Verhaltnis von VFi gro.Ber sein wird, als 
die Sekundenwege, welche je zehn Zickzacke abschneiden. 
Vielleic.ht ist dies auoh der Gnrncl, warum F. Ex n e r bei 
Benutzung einer vollkommeneren Me.Bmethode gro.Bere Zah
len als Wiener erhalten hat. foh vermute, da.B das soeben 
angefohrte Beispiel die Genauigkeitsgrenze der E x n e• r -
schen Methocle charakterisiert und -da.B man seine Zahlen 
(mit Ri.i.cksicht auf § 9) durch nV10/4 dividieren musse. um 
den mittleren Sekundenweg zu erhalten. De-r dar~us [776] 
resulticrende Wert fallt nahe mit dem hier theoretisch be
rechneten zusammen, so da.B mithin der als Haupteinwand 
gegen die kinetische· Theorie ang·efiihrte Widerspruch zwi
schen der Gro.Benordnung des theoretischen und experimen
tellen Effektes einem entschieden fi.ir jene Theorie spreche,n
clen Argument Platz macht. 

Mit bekannten Tatsachen (vgl. §§ 3--4) stimmen auch die 
nachstehenclen aus (24) sich ergebenden Folgerungen iibe-r
ein: 
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1. Die U nabhangigkeit der Bewegup_g von der :Masse 

d.er Teilclien M, welche in unseren Gleichungen gar nicht 

auftritt. Es ist in der Tat eine uberraschende Erscheinung•, 

da.B die verschiedensten Substanzen,. Gasblaschen und Teil

chen s,chwerer Metalle, Bewegungen derselben GroBenord-

nuni ausfi.i.hren. 
2. - Die Zunahme der Geschwindigkeit ·mit Abnahme der 

Dimensionen ,der Teilchen M. GemåB der Theorie sollte 
·sie der Quadra,twurzel des Durchmes,s1ers umgekøhrt propor

tional sein, wahrend E x n e r s Zahlen einer kleineren, 

. Wiener s einer hoheren Potenz _entsprechen. Offenbaæ 

ka.nn man da schon aus dem Grunde . keine bessere U eber

einstimmung erwarten, da ja bei so klein.en Korpern die wirk

lichen Dimensionen mit denen ihrer mikroskopischen Bilder 

nicht identisch sind ( worauf auch Exner hinweist). 

3. Die Zunahme der Geschwindigkeit mit Temperatur

-erhohung. So befinden si,ch die von E'. Ex ner ·mr die 

Temperatur 71 ° und 20° bestimmten Zahl en im Verhaltnis 

1,Q., wahrend die obige Gleichung gibt: 1,8. 

· 4. Die Kleinheit der Bewegung in zåhen F1ussigkeiten 

( vgl. § 2). Eine eingehende Ve·rifizierung der Theorie wiir.de 

·natlirlich lioch ausflihrlichere und genauere Messungen er-

1ordern, aber soweit unsere gegenwartig'en Kenntnisse 

-reichen, sind wir wohl berechtigt, das Brownsche Phanomen 

· a 1 s e i n e n a u g e n s c h e i n 1 i c. h e n B e w e i s u n s e -

r e r m o 1 e k u 1 a r k i n e t i s c h e n H y p o t h e s e n anzu-

seh~n. [14] 
§ 19. Es bleiben noch gewisse Einzelliciten unserer 

Theorie zu iiberlegen. So haben wir im § 7 eine andere kine

tische Interpretation ,dieser Erscheinung erwahnt, derzufolge 

die Teilchen M nur als .Anzeichen von inneren, inuerhalb von 

mikroskopisch kleinen Gebie.ten para.Hel gerichteten Fliissig

keitsbewegungen aufzufassen waren. Trotz der scheinbaren 

Verl777]schiede.nheit stimmt •diese Erklarung im Grunde mit 

der vorherg-eheuden iiberein, wenn sie in eine prazisere Form 

gebracht wird. Denn was soll man unter der Bewegung der 

Fliissigkeit innerhalb eines gewissen Elements verstehen? 

Die Bewegurtgen der Molekiile innerhalb ·desselben gehen in 

allen moglicben Richtungen des Raumes (mit Geschwindig

keiten von der GroBenordnung 5.104 cm) vor sich; abe-r es 

gibt einen bestimmt definierten Begriff: die Bewegung des 

Massenmittelpunktes des Elements, nnd nach -dieser kann 

man die Bewegung· desselben beurteilen1
). Nun laBt sich 

1 ) Vgl. z. B. L. B o 1 t z mann, Gastheorie, 1, p. 133. 
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leicht na.chweisen, da.B die zufålligen Bewegungen einer be---
liebigen Anzahl von Molekiilen so vor sich gehen, da.B die 
kinetische Energie ihres .Schwerpunkte-s glefoh ist der mitt
leren kinetischen Energie eines einzelnen Mole-kiils. · Der 
Sch·werpunkt jenes Fliissigkeitselements wird sich· also mit 
-derselben Ge,schwindigkeit beweg•en, als ob dasselbe ein· 
selbstandiges Molekiil ware, ,d. i. mit der in § 9 bere.chneten 
Geschwindigkeit. Da.13 man diese Bewegung nicht unmittel-
bar wa.hrnimmt, be.mht . wieder darauf, da.B ihre Riehtung .,• 
sich fort"wahrend andert, da dieselbe durch jede,n Zusamme:o.-
sto.B mit -fremden v·on -au.Ben kommenden Molekiilen beein-
flu.Bt w-~r,d. Die gegenseitigen Zusammensto.Be der irn;ieren· 
Molekiile sind .dagege,n natiirlich ohne Einflu.B. · Somit erhalt 
der Schwerpunkt gera:de eine derartige Bewegung, wie oben. 
aus-einandergesetzt wurcie. Diese Bewegung ·wiir,de ein(;l' 
dauernde sein, falls die• Molekiile ,jenes Element&. dur.ch- ein 
kiinstliches Mittel, z. B. eine Ka,pilla.rkraft, zusammengehal~ 
ten wiirden; wenn es sfoh :}ber um die Bewe,gung eines Ele-
ments einer homogenen Fliissigkeit handelt, so mu.B man be
ri.i.cksichtigen, da.B jene Molekiile infolge Diffusion sich in 
das, umgebende Mediµm ierstreuen werden, wodur,ch jene 
Definition gegenstandslos wird. Es ist nicht leicht, eine 
strenge, in die~em allgemeinen F'alle anwendbare Definition 
zu geben; ·flir unseren Zwe•ck reicht es jedoch hin, proviso-
risch zu bemerken, ,da.B wir den Schwerpunkt nicht auf ge-
wisse, ein flir allemal gegebene Molekiile heziehen, sondern 
auf jene Molekiile, welche· sich augenblicklich innerhalb einer 
gewissen kugelfo.rmigen, vom Schwerpunkt aus bes,chriebe-
nen Flache befinden. Auf [778] einen so definierten Punkt 
lassen sich alle oben g•emachten Ueberlegunge·n iibertragen. 
Der V orteil dieser Betrachtungsweise besteht da.rin, da.B sie 
die Aufmerksamkeit auf die 'innerhalb der Fliissigkeit erfol
genden Bewe,gungen lenkt, ,dagegen ist die Erklarung der 
§§ 7-18 insofern vorzuziehen, als sie einfacher und ,den 
aktuellen Verhaltnissen besser angepa.6t ist. Der Einwand 
von M a 1 t e z o s klart sich dahin auf, da.B der Paæa,llelismus 
der Bewegung innerhalb kleirier Gebiete nur scheinbar ist, 
als eine Folge der statistischen Betrachtungsweise. 

§ 20. W enn man die kinetische T'heorie des Brownschen 
Phanomens annimmt, braucht man si,ch natiirlich um die 
Energiequelle nicht zu kiimmern, da die durch innere Rei
bung zerstreute Energie eben aus dem inneren ,varmeinhalt 
der Fliissigkeit stammt. G o u y bemerkt aber, da.B hie-r ein 
Widerspruch mit dem zweiten Ilauptsatz der mechanischen 
Warmetheorie bestehen wtirde, falls man den mechanischen 
Effekt jener Bewegung der einze1nen Teilchen sammehr 
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konnte. In ,der Tat ist dies eine der vielen Arten, wie man 
A.rbeit aus Warme gewinnen konnte, falls unsere experimen
tellen HilfsII1.ittel ge,niigend fein waren, aber sie hietet inso
fern ein groBeres Interesse, als sie nicht so vollkommen un
durchflihrbar ers,cheint, als das Abfangen einzelner Molekiile 
durch einen M a x w e 11 schen .Damon. [18] 

VI. 

§ 21. Da,s Resultat des vorhergehende-n A.bschnittes 
kann dahin zusammengef.aBt werden, daB Teilchen, welche 
in einem fliissig·en oder gasformigen Medium schweben, sich 
so verhalten, .1;1,ls oh sie s e 1 b s t an di g e G as m o 1 e k li I e 
von nor.maler kine,tischer Energie, aber von verhaltnismii.Big 
ungemein kleiner freier Weglange (namlich gemaB (31) 
A = 64/27 MC/S} waren. Aus dieser A.nalogie folgt auch, daB 
solche T~ilchen, eben infolge ,der Browns,chen Bewegung, 
durc.h das Me,dium hindurchdiffundieren mussen, und flir den 
Diffusionskoe,ffizienten erhaiten wir gemaB der Gleichung• 
n = d/31

) den W·ert: 

30) 
· ~2 m c2 

D=---
. 24,3 n µ R' 

was in unserem Falle 10-9 betragt. [19] 
[779] T'atsachlich · hat schon S. E x n e r eine Diffus ion von 
Mastixemulsion dur,ch reines Wlasser hindurch beobachtet, 
welche auch in dem Falle eintritt, wo diese F1iissigke,iten 
durch Filtrierpapier g-etrennt waren. 

M!an kann hie,r auch den Begriff des osmotischen Druckes 
einfiihren ( welchen Einstein in sein er ersten A.bhandlung 
als A.usgangspunkt benutzt) und .da.raus weiter auf ,die Exi
stenz einer Da.mpfdruckniederlegung schlieBen. Ein jedes 
hinreichend feine Pulver muB schon infolge der Kleinheit 
der Teilchen hygroskopisch sein; in Suspen,sfonen mussen die 
Erscheinun.gen der Gefrierpunktserniedrigung etc. a,uftreten 
und dergl. Dies alles wird wegen der Kleinheiit der E::ffekte 
geringe praktische Bedeutung haben, aber interessant ist 
die Tatsache, da,B die Theorie in dieser Beziehung einen 
wese~tlichern Unterschied zwischen Losungen und Suspen
sionen nicht anerkennt. 

§ 22. Im Zusammenhang mit dieser Erscheinung steht 
auch die Frage na,ch der Ursac.he der sog·enannten Stabilitat 
der Suspensionen. A.uf Grund. der Theorie kann man eine 
Stabilitat in zweif.achem S:inne des w·ortes erwarten. Erstens 

1 ) Vgl. M. v. Sm o 1 u chow ski, Bull. Int. Acad. Crac., p. 211, 
1906. 
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mussen sich die Teilchen M im stationaren Zustande unter 
EinfluB der Schwere infolge Brownscher Bewegung ganz 
so verteilen, wie es die gewohnliche · atmospharische Druck
fo.rm.el angibt, -d. h. ihre Anzahl N in -der Hohe z wird be·
tragen (vgl. Einstein p. 376; Ostwalds Klassiker der exakten 
Wissenschaften Nr. 199, A. Einstein: Ar-beiten tiber · die 
Theorie der Brownschen Bewegung, S. 19 f.) 

1V=Noe-az, 

wo 

31) 

In der Tat finden wir bei verschiedenen Autoren, mehr oder 
minder deutlich formuliert, die Ansi,cht ausgesprochen, daB 
die Stabilitat im Zusammenhang mit -der Brownschen Be
wegung steht. Diese F'ormel beweist jedoch, daB ei:q.e 
dauemdei .Stabilitat, welche man eine wirkliche nennen kann 
{falls -die Teilchen nicht beim Ansto..6en an der W and haften 
qleiben), bei mikroskopisch sichtbaren Teilchen wegen der 
GroBe des Koeffizienten a nur in Ausnahmefallen merklich 
sein konnte · U:nd erst bei vieJ kleineren T'eilchen (z. B. bei 
Metallkolloiden R = 10-6 cm) eine wi,chtigere Rolle spielen 
konnte. 
[780] :illhenso kann, wie ich an anderer Stelle nachgewiesen 
hab<l), ein anderer Faktor, welcher we-nigstens eine schein
bare Stabilitat verursachen konnte, namlich die a.n der Ober
flache der Teilchen· au1sgebreitete elektrische Doppelschicht 
(Thom s on, Har ,dy), erst bei Teilchen unt~rhalb ,der 
Gro.Benordnung 10-6 ,cm sich hervorragend bemerkbar machen. 

· Vermutlich geniigt jedoch die Fliissigkeitszahigkeit, als 
Ursache einer gewissen "scheinbaren'' Stabilitiit, um einen 
gro.Ben Teil der 1he,obachteten Erscheinung•en zu erklaren. 
So folgt aus dem -S t o k e s schen Gesetze (28) fiir Mastix
teilchen (µ' = 1,0067) vom Durchmesser 10·4 cm eine Ge
schwindigkeit des Niedersinkens unter EinfluB der Schwere 
u = 3,5.10-6, d. i. 3 mm pro Tag, was bei den gewohnli,chen 
Beobachtungsme,thoden zweifellos ,durch die unvermeidlichen 
Konvektionsstrome verdeckt wiirde. 

N ach alledem geniigt also die bloBe Kleinlieit der Teil
chen, um zu erklaren, warum man ein Niedersinken dersel
ben nfoht beobachtet2

), a.ber einei weit schwierigere Frage 

1 ) M. v. S m o l u c h o w ski , Bull. Intern. Crac., p. 182, 1903. 
2

) Es soH aber nicht behauptet werden, dall d1ese drei Arten 
Stabilitat eine erschopfende Erklarung· des gesamten Beobachtungs
materials geben. 
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ist die nach dem Mechanismus des unter gewissen Bedingun
gen eintretenden Zusammenba..llens der Teilchen, welches 
dann deren rasehes Niede-rsinken veranla.Bt, aber eine Erorte
rung1 dieser Frage wiirde den Rahmen dieser -Arbeit weit 
iiberschreiten. [20] 

L e m b, e r g , Juli 1906. 

(Eingegangen 7. September 1906.) 
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[4181 Einige Beispiele Brownsrher Molekularbe
wegung unter , ·Einflub: åuberer Kråfte. 

· Von M. v on -s m o l ·u c h ow s k i.' 
(Aus dem Bulletin internation;:u de l'a.cademie des sciences 

de Cracovie, Ma;t,_:naturw: Klasse A, 19-13, p. 418-434.) 
Vorge}egt -in der •Sitzung vom 7. Juli 1913._ · 

(§ 1.) Die bishe,rige Theorie .de,r .. BTownschen Molekular-· 
bewegung, ' welche iri verschieden_en Formen, aber mit'-iiber"i 
einstimmenden. Resultaten von E i n s t e i n , S ni o 1 u ~ 
c h d w s k i u. a. [21] entwickelt worden ist, bezieht sich auf 
den durch gTo.(3tmogliche Einfachheit ausge,zeichneten F'aJl, 
da.13. auf die Teilchen, welche die Brownsche Bewegung aus
ftihr.en, nur die vom umgebenden Medium stamn;ienden mole
kularen lmp-qlse, aber -§onst keine auBeren Krafte einwirk~n. 
Streng genommen, ist also diese Theorie nur dann anwend
bar, wenn . die Teilchen in einem vollkommen unbegTenzten, 
f]iissigen oder gasformigen Medium von gleicher Dichte sus
pendiert sind. 

Im folgenden sollen dagegen einig·e einfache Falle all--: 
gemeinerer Natur untersucht werden, in welchen der Ein
fluB · a.uBerer, auf die Teilchen wirkender Krafte zum Aus
druck kommt. Es wird sich zeigen, da.13 wir hierdurch auf 
interessante Illustra.tionen einiger a.llgemeiner Betra.chtungen 
der statistischen Mechanik geftihrt w-erden. 

Vorerst seie,n einige Hauptpunkte der tihlichen -Th~ori~ 
kurz wiederholt, auf welche wir uns im weiteren berufen 
wer:den. Die W ahrscheinlichkeit, daB ein von der Abszisse X0 
ausgehendes Te1lchen im Verlaufe der· Zeit t e-ine zwischen 
x und x + dx gelegene Abszi1,se erreiche, ist g·egeben _ dureh 
die Formel: 

1 - (x - x0)2/4 Dt d [22) 
1) W (x) dx =--- .e x . 

' 2 V.nDt · 

[419] wo D den "Diffusionskoeffizienten" efor Teilchen be .. 
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tleute.t, dessen ~rt mit der "Beweglichkeit" der Teilchen 
mittels der Beziehung zusammenhangt1

). 

H0 
2) D =Ny. 

[Jnter Beweglichkeit ist dabei der reziproke Wert des Wider
standskoeffizienten verstanden, also im Falle von kugelfor
migen Teilchen in einer zahen Fliissigkeit: [13] 

1 
r=6nµa' 

Aus jener Formel ergibt sich das Quadratmittel -der in der 
Zeit t in der X-Richtung vor sich gegang·enen Ve:r:schie
bungen: 

-- H0 t 
3) (x-x0)2 =2Dt=-N -

3
-- . 
n:µ a 

Das ist jene Formel, welche durc.h die Messungen von S v ed
berg, Perrin, Dabtowski, Chaudesaigues, 
Z an g g e r , S e d d i g u. a. so genau bestatigt worden 
ist [23]. 

(§ 2.) Betriachten wir nun iden Fan, wo da;s Teilohen 
sich in der Nahe einer unendlich ausgedehnten, .e,fb,enen W and 
befindet, welche bei tibermaBig·er Annahe,rung ,starke ab
stoBende Kråfte ausiibt. Es entspricht -das dem V er halten 
einer Glaswand gegeniiber einer wasserigen Gummigutt
emulsion, wahrend in anderen Emulsionen Glaswande sich 
meistens so verha1ten, als ob sie klebrig waren, indem die 
an die W and sto.Bend en Teilchen an der selben haften blei
ben (24]. 

Im Falle einer solchen reflektierenden W and kommt man 
offenlbar mittels der bekannten Spiegelbildmethode zum ZieL 
Die W:8Jhr,scheinliichkeit. d 1a$ ein: zur Zeit t = 0 in der Entfer
nung X0 von der W and· befindliches Teilchen nach Ablauf der 
Zeit t eine Entf ernung zwischen x und x + dx einnehmen 
werde, wird namlich bestimmt sein durch die Formel 

1 [ - ( X - Xo)2/4 D t 
(420] 4) W (x) dx = - -- e 

2VnDt 
- (x + Xo)2/4D t)] + e · dx. 

Diese entspricht namlich der Superposition der Brown
schen Bewegung zweier Teilchen, die von dem Punkte x0 

1
) Beziiglich des Zahlenkoeffizienten dieser Formeln vgl. die Be

merkung in § 5 meiner Arbeit: Phy!i. Zeitschr., 13, 1069, 1912: dasel'IJst 
auch Literatu,rangaben [2S]. 
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und dessen, zur Wand symmetrisch gelegenen ,Spiegelbild 
ausg•egangen sind, unter der Annahme, daB die trennende 
W and nicht e)Cistiert. Da aber flir x = 0 ebenso wahrschein
lich ein U ebergang von links nach rec.hfs erfolgt, wie -in um
gekehrter Richtung, so wird die Verteilung durch Einschie
ben der festen Wand . x = 0 nicht verandert und .stellt in
folge,dessen id.ie 'Losung des eben in Rede stelienden P110-
blems dar. 

Die durchschnittliche, in -der Zeit t erfolgte Verschie
bung betragt hiernach: 

" CX) '> _ ·_ Xo - C" 2 ;xiof - x~ 
(x- x0) = - - e -,;;-=- e- dx, 

cfn . _Yn 
0 

wo zui: Abkiirzung 

~=C 

2VDt 
. gesetzt ist. Man sieht also, daB die durchschnittliche Ver
schiebung• im Grenzfall langer Zeiten t gemaB der Formel 
w~chst: 

. ~ 1/Dt lim ( x - x0) = 2 V -;;- , 

wahrend sie im F'alle gewohnlicheT Brownscher Bewegung 
natiirlich gleich Null bleibt, da dann positive und negative 
Verschiebungen gleich wahrscheinlich sind. Da.s mittlere 
Ver,schiebungsqua,;drat (x-x,o) 2 ist dage.gen im Grenzfall sehr _ 
langer Zeiten ebenso groB, wie wenn die W and nicht an
wesend ware [2/5]. 

(§ 3.) Gehen wir nun zu dem experimentell sehr leicht 
realisierbaren Fall iiber, wo -das Medium, innerhalb dessen 
die Brownsche Be,wegung• stattfind.et, durch zwei parallele 
reflektierende ~lande 'hegrenzt ist. Dann erfiillt man die 
Bedingung, daB die Wande den U ebergang der Teilchen 
verhindern, indem man zwei unendliche [421] Reihen von 
Spiegelbildern superponiert. W erden die anfanglichen Ent
-fernungen des Teilchens von den beiderseitigen Wanden 
:måt a und b bezeichnet, so daB a + b de•r Abstand ,der letz
teren ist, -so wird die. W ahrscheinlichkeit einer Verschiebung 

X-X0 = Z 

durch die Formel gegeben [2'6]: 
5) 

1 { - z2/4Dt ~
00 

[ -[2n(a+b)+z)2/4Dt 
W(Z)dz= (nJ5t e + e 

2 n Dt 
n=l -
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-:- f2n (a + b) - z]2/4Dt ---- [Zn (a + b)-- 2b +zl2/4 Dt 
+e . +e . 

· - [2~ (a +. b) ~ 2a - z]2/4 Dt]} 
+e dz. 

i 

Tatsa.chlich ~verifiziert man durch -,IntegTation mlit passender 
Anordnung der Grenzen, daB 

+b 
f W(z) dz=l . 

-a 

ist. 
Auc.h sieht man ohne weiteres · ei"y, da.6 diese Formel flir 

den G.renzfall: ' · · 
limt= O 

in die gewohnliche Formel (1)--iib:ergeht. F'tir .den entgegen-
gesetzten . Grenzfall: · 

· ., lim ( = oo 

k'ann man dagegen -die o·bigen -- Su:inmen durieh Integrale, er..: 
setzen und gelangt so zu der Formel [27]: 

r -· -· dz 
6) im W (z) -d:z ' - · - ·. 

t= oo a+ b 
Das hei.Bt, daB ·nach langer · Zeit-dauer der EinfluB .der An
fang·slage ganz verschwindet, und •Samtliche Lagen innerhalb 
der parallelen Wande gleich . wahrsche-inlich sind, was ja 
.zufolge der Natur der [42'2] Brownschen Bewegung von ·vorri-
herein zu erwarten war. Flir -die mittlere Verschiebung re
sultiert dann der Wert: 

- b-a 
Z=--

~ 

und flir das mittlere Verschieburigsquadrat :· 
- 1 a8+ bS 
z

2 =3 a+b · 

Dabei ·geht die- -Bewegung in den zu den ,w:anden tangen
tieilen Richtungen Y, Z natiirlich vollkommen im Sinne der 
unveranderten Formel (1) vor sich. Das gålt aber nur, falls 
die GroBe der Teilchen ve.r,sch windend klein ist im Ver
gleich mit der en Absta.nden von den Wanden a, b; sonst 
kamen noch Korre-ktionsg'lieder rier Stokesschen F'ormel in 
Betracht1

), welche die Rechnung sehr komplizå.eren wtirden 

1
) Siehe: H. ,A. Lorentz, AbhandlUDi!!en ti, Theor. Physik, I, 

J). 23 (1906); J. Sto c k, Bull. Acad. Cracovie, 1911, p. 18; M. v. Sm o -
l u c ho w ski , Proe. Intel'n. Congress of M~thematics Oambridge, 
1912, II, p. 192. 
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und offenbar eine gewisse Verlangsamung der Brownschen 
Bewegung, sowohl in normaler, wie .in tangentieller Ri~h
tung, in -der Nahe der Wande erge•ben miiBten. 

(§ 4.) Der allgemeine Charakter der zwei eben bespro~ 
chenen Falle lieB sich -schon von vornherelin voraussehen, .da 
ja die Brownsche Bewegung. sozusagen eine mikroskopfa.che 
Zerleg-ung des Diffusionsprozesses bildet und die Theorie 
der Diffusion auch den Weg zur theoretischen Behandlung 
der ohigen Falle weist. Voin theoretischen Standpunkt inteir
essanter sind aber gewisse Falle eines kontinuierlichen auBe
ren Kraftfeltles. 

Allerdings bietet der einfachste Fall - einer konstanten 
Kra.ft - nicht viel N eues. Benn es laBt sich ohne weiteres
voraussehen, daB eine solche Kraft offenhar nur eine gleich
formige Verschiebung· der Mittellage ,des Teilchens zur Folge 
haben wird [28]. Zieht man beispielsweise das scheinbare 
Gewicht P . eine·s Teilchens in Rechnung, so erhaJt man an 

. Stelle der F'ormel (1): 
1 - (x - x0 + y Pt)2/4 D t · 

7) W (x) dx= ,~e dx. 
· 2 rn Dt 

(723] Dabeii bedeutet y- ebenso ~ie iin § 1 die Ge-schwindig
keit, welche das Teilchen unter EinfluB der konstanten Kraft 
Eins und des Reibungswiderstandes annehmen wtirde·, und 
es ist vorausg·esetzt, daB di@ Kraft P gegen die Nullage hin 
gerichtet ist. 

N ebstbei bemerkt, giht dri.es flir die mittlere Verschie
bung eines Teilche·ns im (unbegrenzten) SchwerefeM die 
Formel 
8) (x- x0)2 = 2Dt + (y Pt)2, 

wie auf Grund des Supe:rpositionsprinzips von vornherein zu · 
erwarten war [29]. Auch in diesem Falle så.nd flir gentigend 
kurze Zeiten die gewohnlichen Formeln (1), (2) annahernd 
giiltig. 

(§ 5.) Nun a.ber wollen wir arinehmen, es handle- sich um 
Teilchen, auf welche eine, in die Nullage zuriickstrebende, 
der Entfernung x proportionl:l,le, elastis,che Kraft eiinwirke, da 
sich zeig.en wird, daB dieser Fall sich durch verhaltnisma.6ige 
Einfachheit de•r Berechnung• auszeichnet, aber doch neue 
charakteristische Ziige a.ufweiist. 

Er laBt sich auch ganz leicht verwirklichen, falls man -die 
GroBe x nicht als Lange, sondern als Drehungswinkel ·auf-· 
fa.13t, und dementsprechend die drehende Brownsche Moleku
larbewegung untersucht. Ich habe schon an anderer Stelle 
darauf hingewiesen, ·da.13 die drehenden M~lek.ularschwankun-, 
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gen eines sehr kleinen Spiegels, der a'h einem Torsionsfaden 
aufgehiingt ist, unter Umstanden meBbare Gro.Be erlangen 
mussen 1 ) [301. Bei dies em. tritt eine ·elas·tische Kraft der 
oben erwahnten Art ins Spiel. 

Vor allem. moge nun eine allg•emeine Funktionalgleichung 
abgeleitet werd,en, welche die ze.itlichen Veranderungen :der 
W ahrsc·heinlic.hkeitsverteilung definiert und uns im spater-en 
zur Grundlage dienen wird. Es beiz,eichne namli,ch W (x, x0 ) dx 
die W ahrscheinHchkeit, ,daB ein anfanglich vom Pun:kte x0 
ausgegangenes Teilchen nach Ve,rlauf der Zeit. t eine Ab
szisse 

X . .. X+ clx 
besitze. E.in solche-s Teilc.hen muB zur Zeit (0) irgend eine 
(gleiche oder verschiedene) Lage 

et ..• a+da 
[424] eingenommen haben, und die Bewegung,en in den Zei
ten e und t - @ sind voneinande.r vollkommen unaibhangig 2

). 

Somit setzt sich W (x, x0 ) offenbar aus der Summe der ,W.ahr
scheinlichkeiten fiir irgend eine Mittellage a zusammen, von 
denen jede sich als Produkt zweie•r Wlahrscheinlichkeiten 
darstellt: entsprechend der Verschiebung des Teilchens von 
X0 bis a w1:ihrend der Zeit @ und der Verschiehung von 
a bis x wahre·nd der Zeit (t - @). Es mu.B also flir ,den Fall 
eines beliebigen Kraftfeldes allgemein die Gleichung gelten: 

+ 00 

9) W(x,x0)tdx=dxf W(cc,x0)g W(x,a) t-Ada 
- 00 

(§ 6.) Um nun diese Gleichung auf unseren Fall anwen
d en zu konnen, berufen wir uns auf den soeben behandelten 
F'all, indem wir uns anstatt des Gewichtes P eine elastis,che 
Kraft 

X=-rt x 

wirkend denken. Da.nn wird die Verteilung• von Teilchen, 
,die zur Zeit t = 0 vom Punkte Xo a,usgehen, n.ach ganiig'entl 
kurzer Zeit 7: ebenfalls annahernd durch die zu (7) analoge 
Formel 

1 -fx-x0 +ayx0 7:] 2/4Dr 
W(x, x0 .) dx = ,r=---n-::_ e d x 

7: 2v:7D-. 
gegeben sein, denn das Korrektionsglied .a r Xo 7: entspricht 
zwar der Annahme einer iiberall gleichen Kraft von dem 

1) M. v. Smoluchowski, Pbys. Zeitschr., 13, 1069, 1912, insb.§15, 17. 
2) Dies beruht auf der grundsatzlicb vorausgesetzten "Zufalligkelt" 

der Brownschen Bewegungsimpulse. 
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fur x0 geltenden Betrag, aber der hieraus erwachsende Feh
ler ist natiirlich desto geringer, je kiirzer wir "wahlen, da die 
Teilchen sich ,dann desto weniger weit von x0 entf ernen. · 

Fiir g•eniigend kleine " nehmen wir also unter Verwen
dung der A1hkiirzung a y = f:i an: 

1 - [x- Xo (1- 1h)2/4D-i-. 
W(x,æo) = ,c:-n:e 

" 2 r?t Dr 
mel (9) auf die Verteilung im Zeitpunkt 2,. [31]: 
[425] Daraus schlieBen wir unter Verwendung von F'or

W (x, xo) 2 1: 

= ~!~ -{[a - xo(l - µ1:)12 + [x-a(1-µ,c)J2}/4D1: da 
4nD-r 

- 00 

t - [x-x0 (1- {3-z-)]2/4D-z-ll +(1-µ-z-)~]. 
= 2-V n D 1: V 1 + ( l - µ -i-) 2 e 

In derselben Weise fortfahrend, erhalt man allgemein flir 
die . Vertei1liun.g zur Zeit t = n1:: 

w (æ, ~) tiT = . 1 . -
2fnD1:fl+(l-p1:)2+ ... +(l-p-i-)2(n - IJ 

e- [x- Xo (l -f1-z-)n]2/41h[l +(l-/3-i-)2+ ... + (1- fJT)2 (n-l)J 

Nun erg,ibt d·er· G.renziiherganig: 
n7:=t, lim1:= 0, 

die gesuchte Endformel: [32] 

10) V-. --p-
W(x, x0) dx= 

2 {Jt 
2 n D (1 - e- ) 

- P [x - x0·e-Ptpj2Dt [1- e -Z,8~ 
e ilx. 

(§ 7.) Aus dieser · Forme.J folgt weiter durch entspre
chende Integration: die durchsclmittliche Entf ernung von 
der Gleichgewi,ohtslag·e, zur Zeit t: 
11) X:=x0 e-f3t 
der durchschnittliche Absolutwert jener Entfernung: [33] 

- 1f2D (1-e-Z,Bt) 
12) lx! = V {3n 

das mittlere Entfernungsquadrat: 
D [ - 2ff1 - 2/Jt 13) x = ]" 1 - e + x02 e . 

[426] Man sieht natiirlich, daB die Bewegung (10) tatsachlich 
fi:ir kurze Zeiten mit de·r gewohnlichen Brownschen Bewe-
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gung (1) identisch ist. Mit zunehmender Zeit macht sic.h 
aber die elastische Kraft fiihl,b,ar, und zwar. indem· sie 
die' M~ttellage der Teilchen der Gleichgewichtslag,e x = 0 
nal;iert und zugleich -die Art deT V erteilung modifiziert, so 
daB der EinfluB der Anfa.ngsla,g•e x0 allmahlich verschwindet. 

Nach Ablauf einer im Vergleieh , zu 1/p langen Zeit stellt 
sich eine stationare Verteilung her: 

14f lim 1/-T c = CD W (x, Xo) = W (x) = ~ D e 

welche offenbar nur vom W1erte des Ve-rhåltnisses P ID ab
hangt; dies es ist aber (siehe . (2,) und § 6) identisc.h rq.it: 

(3 N 
n=aH@; 

also ist im Exponenten des obigen Ausdruckes die bei Ver
schiebung aus der Nullage in die Lage x gegen die elastische 

1 
Kraft geleistete Arbeit 2 a x~ enthalten. Es lauft dieser 

Spezi,alfall au.f ein schon aruderweitig bekanntes Resu1tat der 
statistis,chen Mechanik hinaus, demzufolg1e, die Sch wankungen 
eines molekularen ,Systems um die Gleichgewichtslage inner
halb åuBerst langer Zeiten nach MaBgabe 'der Wlahrschein
lichkeitsformel 

-~.A H@ ..t 
W(l)dÅ- = ca d}. 

verteilt sind, in welcher .A.1 die dem Parameterwe1:~ Å ent
sprec.hende Arbeit bedeutet [34]. Das Quadratmittel dieser 
Schwankungen bezeichnen wir im folgenden mit ~2 und 
nennen ~ die "mittlere- Schwankung": 

lim x ii D H& i 
16) ~2~t =-=--= CD (3 N a 

(§ 8.) Nebstbei bemerken wir, da.6 man die Formel (13) 
direkt auf einfache W eise gewinnen kann, in dem man in 
unserem F'alle [427] die von 1L ange vi n1

) angewendete Ab
lEitungsmethode der Formel (1) beniitzt. Man verfahrt dabei 
in analog er W eise wie bei Ableitung des Virialtheorems. Fiir 
ein jedes Teilchen gilt namlich eip.e Bewegungsgle:ichung von 
der Form: 

17) 
cl2x 1 d (i 

m dt2_:_X-ax-ydt' 

1
) P. L. ange vin, Comptes Rendus,_ 146, 530, 1908 
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in welcher X die von den unregelmaBigen MolekularstoBen heni:ihrenden StoBkrafte bedeutet, und die beiden anderen ,Glieder die .elastische Kraft und den Reibungswiderstand vorstellen. 
Durch Multiplizieren mit x und Integrieren nach der Zeit erhiilt man 

; :t (r.c2)=- 2x; + J [x X-a x 2 + rn (c~~Y] dt + Oonst. 
Bildet man eine derartige Gleichung fur jedes einzelne Teilchen, summiert die entsprec.henden Glieder und dividiert durch die Anzahl der Teilchen, so erhalt man die auf die Mittelwerte bezugliche Gleichung: · 

md(x2) x2 _ 
~ ----;JF + 2 'Y + a J x2 dt = k 0 t + Oonst. 

Der Dur,chschnittswert des Gliedes 

m(!:r 
muB nåmlich gleich sein dem doppelten Betrag der auf einen F'reiheitsgrad entfallenden mittleren kinetiscb.en Energie k 0 ; [4] der Mittelwert des Gliedes 

~j x Xdt 

[428] muB aber im Vergleich zu den iibrig•en verschwindend klein werden, da die MolekularstoBe als von x unabhangig vorausgesetzt werden, also flir jedes x durchschnittlich flir gle-ichviel Teilchen im positiven wie im negativen Sinne erfolgen. [35] -
Die Differentialgleichung 

md2_ ld __ 
18) 2 dt2 (x2

) + 2'Y d t (x2) + a x2- k e = O 

hat offenbar zwei partikulare Integrale von der Form 
19) 

wobei: 

·'V=--2 
1 

fl +V l-8may2]. my 

Nun sind je nach der Gro.6e des Ela.stizitatskoeffizienten , die bekannten zwei Falle zu unterscheiden. Wenn 
1 

a>-8 2 my 
Ostwalds Klassiker 207. 

3 
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so entspricht dies der bekannten, durch Reibung gedampfteu 
k0 

periodischen Schwingung, und das Glied stellt dann a 

die von der Molekularbewegung herriihrende Korrektion vor. 
Im F'alle aperiodischer Bewegun·g 

1 
a<<smr2' 

welcher uns im obigen interessiert, erhalt man die ·zwei Nahe

rungswerte 
1 

Vl = ...;_ m ')' , 112 = - 2 IX')' • 

Das Einsetzen der auf Brownsche Teilchen beziiglichen 
Zahlen[429]werte ergibt mm fiir v1 eine so enorme GroBen

ordnung, [36] daB ·die Funktion 
v1 t 

A1e 

einen a.uBerordentlich rasch verschwindenden Bewegungs
prozeB vorstellt1 ). Die in der Praxis zur Beobachtung ge
lang·enden Bewegungen sind also allein durch die• zweite 
Losung v2 reprasentiert. ,Setzt man also in (19) die An-

fangsentfernung x0 ein: 

und hemerkt man, daB 

k0 
x02= 7 +A~ 

k0 D - ay=P. 7--7, JJ 

ist, so ergibt dies wieder die vorher abgeleitete Formel (13). 
welche natiirlich ebensowohl die Lagenverteilung einer Schar 
von Te-ilchen wie die W ahrscheinlichkeitsverteilung eines 

einzigen Teilchens voqtellt. [37] 
Diese Ableitung ist insofern interessant, als sie den all-

mahlichen Uebergang zu ge,wohnlichen elastischen Schwin
gungen klarlegt2). Leider ist sie auf andere Kra.ftgesetze 
nicht anwendbar, wahrend .die Methode des § 6 sich wenig-

1) Es versc4winJet namlich iu au.Berordentlich rascbem Tempo der 

Einflu.B der Anfangsgeschwindigkeit, und es verbleibt nur der langsam 

vcrschwindende Einflu.B der Anfangsentfernung, was damit zusammen
hångt, da.B die Bewegungen in aufeinamlerfotg1mden Zeitintervallen 

voneinander un.abhangig -sind. 
2)Allerdings wåren gewisse schwache Punkte der Argumentation 

noch eingehender kfa,rzulegen, iusbesondere clie Vernachlassigung des 

Gliedes 
~fXxdt. 
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stens im Prinzip auch auf andere Falle iibertragen lie.Be, 
aller,dings unter Bewaltigung groBerer mathematischer 
8chwierigkeiten. 

(§ 9.) An den Gleichungen (10 bis 14) lassen sich be
quem einige charakteristische Ziige studieren, welche for 
molekulare Phanomene allgemeinere Bedeutung besitzen. 

Bekanntlich hangt nach Boltzmann die Wahrsche•inlich
keit eines Zustandes (das ist die relative Ha.ufigkeit des Vor
kommens des[430]selben innerhalb, auBerorde•ntlich . langer 
Zeit) mit dessen Entropie durch die bekannte Beziehung zu
sammen: 

S=k-logW. 

Somit kann man in unserern Falle .den Elongationen x 
eler Teilchen bestirnmte Entropiewertø zuordnen, und zwar 
nach Glefohung (14): 

20) S = const. -k ~;
2 

= const. - ~ (f Y. 
Das Maxirnum eler Entropie entspricht selbstverstand

lich de'r Gleichgewichtslage x = 0. 
Die vom Punkte x0 a;usgehenden Teilchen bewegen sich 

nun irn ersten Augenblick rein ,,Brownisch", d. i. in U eber-
,einstimmun,g mit (1), .also bew,eig:en sie sich (annahiemd!) eben
so wahrscheinlich irn Sinne zunehrnender wie im Sinne a.b
nehrnender Entropie. Und dieser ,Satz gilt auch flir jeden 
beliebig'en spater·en Zeitpunkt, da der Beginn der Beobach
tungszeit natiirlich willkiirlich ist. 

Handelt es sich aber urn eine langere Beobachtungs
dauer, so ist fiir den weiteren Verlauf der Bewegung clas Ver
haltnis der Anfangselonagtion x 0 zur rnittleren Schwankung ~ 
(16) maJ3gebend. Ist der An.fangszustand sehr "anormal", das 
lrniBt, ist x0 sehr gro.B im Vergleich zur mittleren ,Schwan
kung f, · so sinkt die gToBe Mehrzahl -der Teilchen schon nacb 
kurzer Zeit unter den Anfangswert x0 herab, das hei13t, sie 
bewegen sich irn Sinne wachsender Entropie. Denn die 
GroBe des Zeitjntervalles LI t, na,ch dessen Verlauf beispiels
weise fiinfmal so viel TeHchen sich unter x0 befinden, als 
i:iber x0, wird durch die Bedingungs-gleichung flir L1 t defi
niert sein: 

21) 
Xo 00 J W(x,x0'.LltLfx=5 J W (x,x0)Lf tdx. 

- 00 Xo 

Das Einsetzen der Ausdri."icke (10) ergibt fi.ir L1 t die 
Beziehung: [38] 
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1+2(z~r 
J t - ~ log (1'. 1-2 -

Xo 

[431] wobei z eine reine Zahlengro.Be hedeutet, ·namlich die 
Zahl, welche der Gleichung 

2 z - x2 2 
tnfe dx=s 

0 

genlige leistet, das ist ung-efahr: z = 0,655. 
Handelt es sich a,lso um sehr anormale Anfangszustande, 

so findet man durch Reihenentwicklung des Logarithmus den y 
Naherungswert: 

22) 

welcher zeigt, wie sehr jenes- ,,Verzogerungsinter-vall" L1 t 
mit Zunahme des Ab:normalitatsverhaltnisses (x0 / ~) abnimmt. 

Ist jedoch der Ausga.ngspunkt innerhalb des mittleren 
Schwankungsbereiches ~ geleg•en, so da.B 

x; < zY2 
ist, so hat die Glei,chung (21) keine Losung flir LI t, aenn 
dann ist liberha,upt keine Tendenz zur Entropiezunahme vor
handen, sondern es tr•itt im Gegenteil im Mittel eine Entro
pieabnahme ein. 

In ,direkter 'W1eise zeigt auch die Gleichung (13), daB 
das Quadratmittel der Elongationen der Teilchen mit der 
Zeit zu- oder abnimmt, je· nach"dem der Ausgangspunkt inner-
1:Ja,lb oder a,uJ3erhalb .des mittlere·n Schwankung-sbereiches 
geleg'en ist, und da.B es sich asymptotisch dem W erte ~2 nahert. 

(§ lOJ Es ist somit klar, daB dera,rtige Vorgange in desto 
hoherem Grade den Charakter der lrre,versibHitat annehmen, 
je rubnorm,aler der Anfangszustand ist. Auch der Vergleich 
der Gleic.hungen (11), (13) lehrt, dru.B die moleilmlaren Schwa:n
-kungen gar nicht in Betracht kommen, wenn X-0 ,sehr groB 
ist im Verhaltnis zu ~, indem sich dann alle Teilchen fast 
genau nach der gewohnlichen Reibungsformel. 

x=x0 e-/3t 

[432] beweg·en. Natlirlich ist diese Irreversibilitat nur schein
bar, da, wir gesehen haben, daB in jedem Moment die heiden 
Bewegungsrichtungen gleich moglich sind. und da w-irklich 
immer eine durch (10) genau angegebene W a.hrscheinlich
keit zur Erreichung eines beliebigen Zustandes von einem 
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beliebigen Ausgang•spunkt biesteht, daher auch die ursprting
liche Lage in geni:i.gend langen Zeitråumen wieder erreicht 
wird. 

An anderer SteUe1
) habe ich, an die (dort ohne Beweis 

angegebenen) Formeln der §§ 6, 7 ankntipfend~ gezeigt, wie 
man sogar zu einer Sc.hatzung der "Wiederkehrzeit" eines 
stark anormalen Zustandes gelang·en kann. Fur die GroBen
orclnung derselben fand ich den Ausdruck: [39] 

· f2n- ~ i(x;)~ 
T=---e2 

fJ Xo 
23) 

-dessen kolossales Anwachsen mit Zunahme ,der Abnormalitat 
begreiflich macht, warum in der Praxis die iWiederkehr 
stark abnormaler Zustande nie beoba-chtet wird. 

(§ 11.) Die prinzipielle Reve:i:sibilitat aller derartigen 
V organge kommt auch darin zum Vorschein, da.B dieaelbe 
For:QJ.el (10) ohne Zeiche.nwechsel auch frir umgekehrte Zeit
folge gilt, in dem sie namlich die W ahrscheinlichkeit bezeir.h
net2), da.B ein Teilchen, vyelches sich momentan in x0 auf
halt, sich vor der Zeit t im Berefohe 

x ... x+dx 
befunden habe. 

Es folgt dies unmittelbar schon aus de:r Betrachtung des 
statistischen Gleichgewichtes der den stationaren Zustand 
charakterisierenden Bewegung1svorgange. Aber es lå13t sich 
das noch in f olgender spezieller Wleise erlautern: 

Die Wahrscheinlichkeit, daJ3 ein Teilchen eines derarti
gen, lange Zeit sich selbst i:i.berlassenen .Systems sich im 
Bereiche 

x ... x+ dx 

befinde, betragt nach Analogie mit (14) 

fl xo2 
-2D 

W(xo)dxo= e dx0, 
JJ 

Das Produkt dieses Ausdruckes und des Ausdruckes (10), 
namlich 

1) Vortrag· Uber: ,,Giiltigkeitsgrenzen des zweiten Hauptsatzes der 
Warmetheorie" im Gottinger Vortragszyklus, April 1913; Vortrage tiber 
die kinetische Theorie der Materie und Elekfa:izitati, Leipzig·, Teullner, 
rn14. 1 · 'i :-_ l 

2) Als Wahrscheinlichkeit kannen wir dabei den Prozentsatz eler 
giin,;tigen Falle definieren, welchcl' sich wåhrend åuBerst langer von 
auf.len nicht gesti.irter Yorgang~clauer einstellen wiirde. 
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24) lV(xo) W(x,x0) dxd x0 

f3 x2 - 2 x x0 e - fl t + x0 2 · 

= . fl . . e-2D 1-e-2/3t 
2nDY1-e-2(Jt d x cl x0 

bezeichnet somit dfe W ahrscheinlichkeit, da.B ein T'eilchen 
sich anfangs im Bereich 

X0 ••• X0 :+ dx0 , 

und d•aB es sich zu einem um t spateren Zeitpunkt im Be
re1che 

x .•• x + dx 

aufhalte, oder was da.sselbe hei.Bt: da.B es sich .anfangs in x 
befinde und zu einem um t friiheren Zeitpunkt in x0 befun
den habe. 

Dividiert man also jenen Ausdruck durch (14) , so folgt 
{J [x0 - xe -fJt] 2 

l / -fl . e - 2 D [1 - e - 2 fJ t] d xo 
f 2 n D [1 - e - 2 /3 t] 

als Wahrscheinlichkeit, da.6 ein Teilchen, welches sich :n x 
befind.et, sich vor der Zeit. t in 

x0 •.. x0 + dx0 

aufgehalten habe. W erden x und x 0 vertauscht, so folgt 
daraus eben die zu beweisende Behauptung. Selbstverstand
lich setzt sich die stationare Verteilung (14) aus lauter nach 
d'em S.chema (24) verlaufenden Elementarvorgangen zusam
men und sie ergiht sich tatsachlich aus jenem, Ausdru<:Jke 
durch Integration nach x0 zwischen den Grenzen -00 'und 
+ CX) [40]. I 

(434] 1Was ribrigens die Bewegungsvorgange innerhalb des 
mittleren .Schwankungsbereiches anbelangt, so komnit in den
selben auch jene scheinbare Irreversibilitat des § 10 nicht 
zum Vorschein, und die Vorgange haben einen der gewohn
li,chen Brownschen Bewegung• verwandten Charaktei·. 

Darin scheint mir eben das Hauptinteresse d1.eses Bei
spiels zu liegen, da.6 man an -demselhen zum erstenmal Ge
legenheit hat, •den graduellen Uebergang von scheinbarer 
thermodyna.mischer Irreversibilitat zur regellosen Molekular
bewegung im Detail zu verfolgen. 

Analog werden sich auch · z. B. Gummigutteilchen ver
halten, welche der Schwere folgend, sich vorzug•sweise in der 
Nahe des GefiWbodens a,ufhalten mussen. Flir diesen F'all 
hab'en hek.anntlich P er rin und1 dessen Mitarbeiter die mit 
der Zeit sich einsliellende stationare Verteilung (entsprechend 
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der Gleichung (14) unseres Beispieles) experimentell stutliert 
und haben -deren Ueber,einstimmiun@ mit der allgemeinen theo
retischen Formel (15) nachgewiesen. Die Ableitung der For
mel, welche unserer (10) entsprechen wiirde, sto.Bt je·doch in 
diesem Falle auf groBere rechnerische Schwierigkeiten wegen 
der durch den GefaBboden bedingten Diskontinuitat, und 
sind auch experime·ntelle Untersuchungen hieriiber noch aus
standig [41]. W eitere Aufschltisse beztig·lich dieses Punktes 
hoffe ich in Zukunft erbringen zu konnen. 



III. 

[2381 J Studien uber Molekularstatistik von Emul
sionen und deren Zusammenhang mit der 

Brownschen Bewegung. 
V on M. v o n S m o 1 u c h o w s k i. 

Aus den Sitzungsberichten de,r Ka.iserl. Akademie der Wissen
schaften in !Wlien. Mathem.-naturw. Klasse; Bd. 12:3, Abt. Ila, 

Dezember 1914, S. 2381-24_05. 
(Vorgelegt in der Sitzung am 5. November 1914.) 

I. Ei n 1 ei tun g. 
Bei der Unters·uchun'g · der molekularen Schwankungs

erscheinungen, welche heute in de:r Molekularphysik eine so 
wichtige Rolle spielt, haruc1elt es sich meist um Probleme von 
zweierlei Art: 

W enn wir in einem bestimmten Augenblick einen Para
meter eines in thermod-ynamischem Gleichgewicht befi.nd
lichen Systems ins Auge fassen, konnen wir nicht erwarten, 
da13 wir genau den der idealen Gleichgewichtsbedingung ent
spreehenden N ormalwert desselben vo:dinden wer-den, sondern 
jener Parameter diirfte je nach dem Zufall einen etwas grofle
ren oder kl eineren W ert besitzen; im Laufo der Zeit werden 
fortwahrend unregelma13ig wechselnde Abweichungen vom 
Normalzustand auftreten, wobei dieselben jedoch meist nic.ht 
viel iiber den Bereich der sogenannten "mittleren Schwan
kung" hinausgehen werden. 

Einerseits kon:oen wir also nach dem allgemeinen Ver
teilungsgesetze dieser Ahweichung•en fragen, das ist nach 
der W ahr-scheinlichkeit, -da.fl in einem beliehigen Moment eine 
gewisse Abweichung vom N ormalwerte bestehe. 

Andrerseits drangt sich aber auch die Frage nach der 
z e i t 1 i c h e n Veranderlichkeit der heobachteten Gro.I3e auf; 
es [2382] wird sicli um die W ahrscheinlichkeit handeln, -da.e 
der urspriingliche Parameterwert nach Ablauf einer bestimm
ten Zeit eine ge-gebene Veranderung erfahre. 

Die Probleme der er.sten Art sind relativ einfacher Natur 
und man kann auf Grundlage der statistischen Mechanik ein 

I 
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sehr allgemeines Gesetz a.ng•eben, welches die Verteilung ,der· Abweichungen vom N ormalzustand- und der GroBe der mitt" leren ,SchwankU:ng in leichter Weise ermitteln laBt, ohne da.B man notig hatte, in jedem spezieUen Falle molekularstatistisc.he Berechnungen anzustellen. Rierher gehoren beispiels" weise die Forschungen iiber UngleichmaBigkeiten der Dichteverteilung eines idealen Gases, iiber Verteilung von Emulsionsteilchen im Schwerefelde u. dgl,. [42] 
Dageg·en ist die Frage nach der zeitlichen Veranderlichkeit der Abweichungen viel schwieriger zu losen und erfordert in jedem Einzelfalle· die Anwendung entsprechender molekularstatistischer Methoden. Von Problemen dieser Art hat bisher iiberhaupt nur ein einziges Beispiel, die Brownsche lVIolekularbewegung, eine erschopfende Behandlung, sowohl in experimenteller, wie theoretischer Hinsicht erfahren, Eigentlich bildet dasselbe aher einen durch seine Einfachheit singula.ren Spezialfall, indem sich 1dabei um die zeitlichen Verschiebungen eines von keinerlei auBeren Kra..ften beeinfluBten Teilchens aus seiner Anfangslage handelt, auf welches der BegTiff der mittleren Schwankung im vo1·hin dargelegten .Sinne gar nicht anwendbar ist. 

Unter den eigentlichen Problemen der zweiten Art ist bisher iiberhaupt nur eines theoretisch gelost worden1 ), namlich die F'rage nach der Brownschen Bewegung eines Teilchens, we1ches in einem molekularen Medium suspendiert und iiberdies einer elastischen, in die Ruhelage zuriickwirkenden [2383] Kraft unterworfen ist; doch sind diesbeziigliche experimentelle Untersuchungen noch ausstandig. [30] Im folgenden soll mm· die Losung' eines zweiten derartigen Problems gegeben werden, welches insofern interessant ist, als bereits diesbezii.gliche Beobachtungen vorliegen, an ,denen sich die Theorie zu einem gewissen Gra:de erpT'oben laBt. 
Wir stellen uns namlich die Aufgabe, die zeitlichen Aenderungen der Anzahl der Teilchen einer Emulsion zu bestimmen, welche sich in einem gegebenen Volum desselben befinden. Diese Aufgabe schlieBt sich unmittelbar an jenes Beispiel an, welches sich unter allen Schwanlrnng·serscheinungen, •durch gro.Bte Einfachheit auszeiclmet und da.rum mir bei den Untersuchungen i.i.ber Schwankungserscheinungen im 

1
) M. v. Sm o 1 u chow ski, Bull. Acad. Cra.covie, 1913, p. 418 dieses Eandchen Seite 25, im folgenden als (I) bezeichnet; ferner G<ittinger Vortrage, Teubner, 1914, p. 87, im folgenden als (II) bezeichnet. An erster Stelle ist iibrigens auch ein zweiter Fall besprochen, der jedoch von etwas trivialer Natur ist. Die Erownsche Ee.wegung eines zwischen zwei parallelen Wanden eingeschlossenen Teilchens. 
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Jahre 1904 als Ausgangspunkt gedient hat, namlich die Un
gleichma.Bigkeiten der Verteilung :der Molektile eine-s idealen 

- Gases1
). 

Da wir die diesbeziiglichen Resultate, welche sich mittels 
direkter Anwendung von iW"ahrscheinlichkeitsbetrachtung·en, 
ohne Z1J.hilfenahme der statistischen Mechanik, ableiten las
sen, fernerhin benotigen werden, seien sie im folgenden kurz 
zusammengefaBt. 

II. S c. h w an k u n g e- n d e r T e i 1 c h e n z ah 1. 

W iirde bei gleichmaBiger Verteilung der Molekiile eines 
i-dealen Gases die Anzahl v auf, das in Betracht gezogene 
Teilvolumen entfallen, so ist ,die W ahrscheinlichkeit, da.13 sich 
in demselbe·n augenblicklich zufalligerweise eine Anzahl n 
aufhaite, geg·eben durch den Ausdruck 

e-vvn [44] 
1) W (n) = ni -

[2384] Wird n = v (1 + o) gesetzt, so laBt sich im Falle einer 
gro.Ben Zahl v und kleiner o statt dessen die Formel 

vd2 

2
) W(o)då= V2v1t e-

2 
do 

anwenden, welche die W ahrscheinlichkeit einer zwischen o 
und c)' + då gelegenen Verdichtung bestimmt. 

Hieraus findet man leicht, da.13 ,das Quadratmittel der 
V erdichtung gleich ist dem reziproken W erte der N onnal
zahl 

3J 

und zwar g'ilt diese Formel sowohl unter Voraussetzung von 
(2), wie auch unter der allgemeineren Vorausse-tzung von (1). 

Flir den durchschnittlichen Absolutwert der Verclichtung 
hahe ich die Formel angegeben: 2 ) 

4) -lo'!= In vi= 2vke -?' 

V k! 

1 ) M. v. Sm o 1 u chow s k. i , Boltzmann-Fests.chrift, p. 626, 1904; 
Ann. d. Phys., 25, 205, 1908; weitere Literaturangaben tiber dieses und 
verwandte Probleme: M. v. Sm o l u chow ski, Phys. Zeitschr., i.:S, 

1069, 1912; T h. S v e el b e r g , J ahrb. d. Racl. 10, 467, 1913; s:iehe auch 
R. Lo r c n z unU "'\iV. Ei te 1, Zeitschr. f. phys. Chem. 87, 293, 4114, 
rnH; woselbst clie betreff enden A bleitungen der obigen Formeln (1) 
bis (4) sehr ausfi.ihrlioh und verstandlich wicclergegeben sind. [43]. 

2) Siche T h. Sved b erg, Zeitsrhr. f. phys. Chemie, 73, 547, 1910. 

, 
I 
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wo k die gro.Ete ganze Zahl be·deutet, welche gleich oder klei
ner ist als v. 

Anfanglfoh waren diese Resultate nur theoretisch be
grtin-det, spa,ter wies ich da,,ra.uf hin, -daØ die U nregelmaBig
keiten id,er Molektilanordnung, w1elche sich -durch analoge, aber 
allgemeinere. Formeln auch im Falle nicht idealer Gase dar
stellen la,s1sen, durch ,das Auftreten ·der Tyndallschen Opa
leszenz exp.erimentell erwiesen werd•en, . ,die hekanntlich ins
besondere in -der Nahe des kritischen Zustandes deutlich 
auftritt. [45] 

•Direkte- experimentelle Bestatigungen der obigen For
meln sind aber erst durch die Untersuchung ,Sved bergs 
an kolloidalen ·Losungen und. Emulsionen erbracht worden. 
Es ist na,mlich ohne weiteres kla;r, da.13 sich jene .AJbleitungen 
und Formeln ebenso auf die suspendierten 'Teilche-n einer 
Emulsion od·er kolloi-dalen Losung anwenden lassen, falls die
selbe so verdtinnt ist, da.13 die Bewegungen der -Teilchen als 
voneinander una,bhangig• betrachtet werden konnen, da.13 also 
der osmotische Druck das Gesetz von B o y I e - C h ar I e s 
befolgt. 

S v e el b -e r g stellte seine Messungen in der W1eise an, 
claB er eine 3µ dicke Schichte der Losung mittels eines ZeiB
schen .Spalt-Ultramikroskops beobachtete, indem er dieselbe 
in aquidistanten Zeitintervallen (39 rna.I pro Minute) be
leuchtete. Dabei war das Gesichtsfeld des Mikroskops mit- · 
tels e-iner passenden Bl-ende verengt, so ·da.13 bei der Aufhel
lung des Gesichtsfeldes gerade eine bequem abzahlbare An
zahl von Teilchen sichtbaJ.' war. So wurde beispielsweise1

) 
flir eine gewisse Goldlosung die nachstehende, 518 Einzel-

'1 beobachtungen ·umfassende Zahlenreihe erhalten, mit welcher 
wir uns im weiteren noch zu beschaftigen haben werden: 
12000200132412310211113112511102331333221112242212261221423 
45241141311423100100421123123201111000111-2110013200000100 
11000100023221002110000201001-333122000231221024011102-12 
22112231000110331110210110010103011312121010121111211-1000 
32210123020121213211101100233122421100012030101002217344101 
01002112211444421211440132123314313011222123310121111222412 
231113322132110000410432012120011322231200-253212033233111 
10021002201301132113120010131432211221122323442223032142153 
220020214212323204311231200}314223452134110412322220221 

Wie wir sehen, wechselt die Teilchenzahl sehr stark und 
ans.cheinend ganz unreg·elmaBig. Doch gentigt sie tatsach
lich -den oben abgeleiteten Gesetzen, denn das arithmetische 

1 ) Sved be r ~g-, Existem: der Ivlolcki.ile, 1912, p. 148; Zeitschr. f. 
phys. Chemie, 77, 147, 1911. 
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Mittel (die Normalzahl) betragt v = 1,54, woraus nach (3) 
- 1 

die mittlere Verdichtung yJ2 = y-; = 0,803 folgen wiirde, 

[2386]. wahrend: das tatsachliche Mittel y82 = 0,798 betragt. 
W·eiter sollten gemaB Formel (1) die Zahlen n mit der 
nachstehend angegehenen rela.tiven Haufigkeit Hr verteilt 
sein, wahrend tatsachlich die absoluten Haufigkeitszahlen Z, 
entsprechend der · relativen Haufigkeit Hb, beobachtet 
wurden: 

n 

0 1 2 3 4 5 6 7 

Hr 0,212 0,328 0,253 ' 0,130 0,050 0,016 0,004 0,001 

Hb 0,216 0,324 0,251 0,133 0,062 0,010 0,002 0,002 
- 112 168 130 · 69 32 5 1 1 z 

Die U ebereinstimmung der theo,x"etischen W erte H 
mit den beoba.chteten . W erten Hb Ia.Bt som.it nichts 
zu wiinschen iibrig, und zu analogen Resultaten ist 
auch I 1 j i n1

) bei Untersuchungen von homogenen Gummi
guttemulsionen gelangt. Bei gro.Be-rer Konzentration der Lo
sungen hat dagegen S v e d b e r g2

) systematische Abwei
chungen vom Gesetze (1) und (3) konstatiert, aus welchen er 
auf Abweichungen vom Boyle-Charlesschen Gesetze schloB, 
ein Befund, welchem spater von ·Wl e s t gr e n auf andere 
W eise ausg·eftihrte Messungen widersprechen. N euere Ar
beiten von C o stant in und Per ri 11 bestatigen das Auf
treten jener Ahweichungen, jedoch erst bei weit groBeren 
Konzentrationen, als Sved b erg angab [46]. Die Unter
suchungen iiber diesen Gegenstand sind noch nicht abge
schlossen, d och ist di ese Sache Hir den vorliegenden ·Fall 
iiberhaupt gleichgi:iltig, da wir uns von vornherein auf ver
di.innte· Emulsionen beschranke::o. werden. 

III. T h e o r i e d e r z e i t 1 i c h e n A e n d e r u n g e n. 

Insoweit handelte es sich uns also nur um ein Schwan
kung·sproblem der ersten Art. W as nun die z e i t 1 i c h e 
Ve r[2387]a n d er 1 i c hk ei t der beobachteten Teilchen
zahl anbelangt, so ist leicht begreiflich, daB dieselbe mit d·er 

1 ) B. I J j in, Zeitscbr. f. phys. Chemie, 83, 592, :1913. 
2) T b. S ve el b erg, Existenz eler Molektile, 1912, p. 152 ff; Jahrb. 

d. Racl ., 10, 486 ff, 1913. - A. West gren, Zeitschr. f. phys. Chem., 
83, 151, 1913. - J. Per rin , 0. R., 158, 1168, 1914. - R. Costa n t 111, 

C. R., 158, 1171, 1341'- 1914. 
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Lebhaftigkeit ider Brownschen Beweg1ung zusammenhangen 
muB, da letztere eben je•ne Veranderungen hervorruft. Be
saBe, z. B. die Fltissigkeit eine groBere Zahigkeit oder waren 
die Dimensionen der Teilchen groBer, so daB die Brownsche 
Bewegu,.ng entsprechend verlang·samt warn, so konnte statt 
der obige_n eine analoge Zahlenreihe auftreten, aber beispiels
weise mit Verdopplung siimtlicher Zahlen 

11 22 oo oo oo 22 oo oo 11 33 æ . . . 
Die ~ittlere .Schwankung fd'2 und das Verteilungsgesetz 

der Zahlen n wtirden ganz ung,eandert bleiben, aber die V er
anderungsge.s ch windigkeit ware ha1b so groB. Tatsachlic.h 
hat S v e d he r g1

) auch solche Messungen angestellt, in 
welchen die Zahigkeit von Emulsionen durch Zusatz von 
Zucker u. -dgl. erheblich v·ermehrt war; die Brown se he Be
wegung ward dann sehr triige, aber der Betra.g der mittleren -
Schwankung blieb unverandert. Das ist ein experimentel
ler Beweis, daB die absoluten Schwankung·en und die zeitliche 
Veranderlichkeit voneinander weitgehend unabhiingige Er-
scheinungen sind. · 

Um nun letztere einer Berechnung zuzufi.i.hren, kntipfen 
wir am be.sten direkt an die Svedbergsche Versuchsanord
nung an: wir denken uns aus der Emulsion eine horizontale 
Schicht von der Dicke h optisch abgegrenzt, welc:he in glei
chen Zeitintervallen beobachtet wird, und setzen voraus, da.13 
die Dicke h so klein ist im Verhiiltnis zu den Horizontal
dimensionen der Schichte, daB nur die Vertikalkomponente 
der Brownschen Bewegung flir die Veranderlichkeit der Teil
cheniz,ahf in Betra.cht kommt, so.mit d,as Prohlem eind;imernsio
nal wird. 

N ehmen wir nun an, daB in einem bestimmten Moment 
eine Teilchenzahl n in jenem Volum betrachtet wurde und 
fragen wir nach der W,ahrscheinlichkeit, daB zu einem um t 
[2388] spiiteren Zeitpunkt eine um k groBere Te-ilchenzahl auf-· 
trete. Zur besseren Versinnlichung wollen wir uns jene 
n Teilchen rot"gefarbt, samtliche anderen s·chwarz vorstellen. 

Dann ist klar, da.13 die Za;hl (n + k) -auf k fache Weise zu
stande kommen kann, entweder so, daB gar kein rotes Teilchen 
jenes Volum verliiBt, aiber k schwarze von auEen eintr:·eten, 
oder da.B ein rotes sich entfernt, aber (li+ 1) schwarze hin-

1 ) Vgl. z. B. S v edb erg , Existenz der Molekille, p. 169 ff, (1912). 
Messruugen, welche mittels Kardioid-Ultramikroskops augestellt werdeu, 

• miiBten wegen der begrenzcnden Wande eine geringere Veranderlichkeit 
der Teilnehmerzahlen ergeben und errordem eine etwas abweichencle 
Berechnungsweise. 
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eingeraten, oder daB zwei rote sich entf ernen und; (k + 2) 
schwarze eintreten usw. 

Da nun die Teilchen analog den Molekiilen eine-s idealen 
Gases vorausgesetzt werden, welche aufoinander keine Krafte 
ausiiben, so ist der Ein- und Austritt eines jeden ders.elben 
ein vom Aufenthalte der iibrigen Teilche-n unabhangiges Er
·eig;nis. Bezeichnet man aJlso d.ie Wahrscheinlic,hkeit fiir 
Austritt von i Teilchen mit Ai• die Wahrscheinlichkeit fiir 

den Eintritt analog mit Ei• so wird elte •Wahrscheinlichkeit, 

daB nach Ablauf des Zeitintervalles t eine Vermehtung der 
Anfa.ngszahl n um k Teilchen eintritt, geg·ehen durch 

i=n 

5) Wn(+ h)= ~ AiEi+k' 
i=o 

in ahnlicher W eise erha1t ma.n die W!ahrscheinlichkeit fiir 
eine Verminderung der urspriinglichen Anzahl um k T'eilchen 

i=n 

6) . Wn(-k).=~AiEt-k· 
i=k 

Nun hand1elt es sie:h um die Aus,dæiicke fiir idie A, E Glieider. 
Um diese zu finden, miissen wir auf die· Formeln der gewohn
lichen Brownschen Bewegung zuriickgreif en, da di ese die 
Ursache fiir die Wanderung der Teilchen bildet. GemaB den
selben ist die W ahrscheinlichkeit, daB im 'Laufe. der Zeit t 
eine .V erschiebung im Betrage von ~ .. ~ + M in der X-Rich- · 
tung erfolgt, g•egeben durch einen dem Fehlergesetz analogen 
Ausdruck: [22] 

7) 

[2389] wo D den Diffusionskoeffizienten der Teilchen be-deu
tet, welcher mit dem Quadratmittel der in der Zeit t er
reichten X V erschiebungen mittels der bekannten F'ormel zu
sammenhangt 

8) 
HØ t 

(x - xo)2 = 2 !Jt = 7 3 n µ a. 

in welcher µ den Zahigkeitskoeff.izienten des Mediums, a den 
Radius der Teilchen bedeutet. 

W enn nun ein einziges rotes Teilchen sich in -der 
Schichte h befindet, so sind alle Abszissen von x = 0 bis 
x = h fiir den Aufenthalt desselhen gleich wahrscheinlich und 
die Wahrscheinlichkeit, fiir eine Lage zwischen x ... x + dx 
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dx _ 
betragt h . Somit ·wird die Wahrscheinlichkeit for den Aus-
tritt jenes Teilchens a.us der Schichte h, nach der einen oder 
der anderen .Seite· hin, gegeben sein durch [47] 

~2 

1 h CD - 4 Dt 
9) P=hVnDJdxf e d~. 

0 X 

Mittels partieller Integration nach x la.Bt sich dieses 
Doppelintegra.1 umg'estalten in 

fJ . 

10) 2 f -y2 } _Ril P= 1- ,r= e dy+-= [1-e t'], 
r n ~Vn . 

0 

wobei zur Abklirzung 
h 

/J= 2 Y Dt 
. ./ 

gesetzt ist. 
Nebstbei bemerken wir, da.B man zu dieser F'ormel auch 

auf ganz anderem W ege gelang·en kann, indem man sich 
statt des einen tibera,ll in der ganzen Schichte h gleich wahr
sche-inlich anwesenden Teilchens eine .Substanz denkt, welche 
jene Schichte anfangs gleichmaBig erftillt und· im Laufe der 
Zeit, nach MaBgabe eines Diffusionskoeffizienten D, in die 
auBere Fltissigkeit hinaus,diffundiert. [48] . 
[2390] Die zur Zeit t herrscherude V•erteilung jener· Substanz 
ist in diesem Falle 

tiirO<x<h 

11) 

h (x- ~)Il 

1 f -4Dt 
i~ = 2 V n Dt e el ~ ' 

0 

fur h < X < co 
(x-~)2 

u=2v~ntV. ~1:-4Dt H] 
Da.raus folgt fur den Gradienten an der Oberflache x = h: 

h2 

I 
a / 1 [ - 4 nt] 

12) a~ h =-2VnDt l~e 

und flir den Bruchteil jener Substanz, w.elcher im Laufe der 
· Zeit t aus, dem Bereiche der Schichte beiderseits nach auBen 

hina.usdiffundiert, ergibt sich 



48 M. v. Smoluchowski 

. t 

13) P"=2Dr~:\hdt, 
0 

was sich nach Einsetze-n von (12) leicht auf den obig'en W(ert 
(10) zuriickfiihren IaBt. [49] , 

Jst nun im betrachteten Raume h anfangs nicht - eines, 
sondern sind n rote Teilchen anwesend, so ist die W ahr
schei;nlichkeit, daB gewis,se davon, in der Anzahl i, den Raum 
v·erlassen, die iibrigen (n-i) aber fo demselhen verbleiben, 
bestimmt durch 

pi (l- P) n-i. 

Ist uns die Individualitåt · jener Teilchen gleichgiiltig, so 
hahen wir diesen Ausdruck noch mit der Anzahl der Kom-

binationen (;) ~u multiplizieren und erh~Iten hiermit fiir 

die Wahrscheinlichkeit, daB die Anzahl der roten Tei]chen 
sich durch Austritt von i derselben vermindert: 

14) Ai= m pi (1- P) n - i 

[2391] Zur Probe verifizieren wir die selbstverstiindliche Be
hauptung, daB der Austritt einer -beliebigen Anzahl, inner
halb der Grenzen 0, n gewi.13 ist: 

i=n 
15) ~At= [P+ (l - P)] n = 1. 

i=o 

Auch erscheint es leicht verstiindlich, -daB sich die mitt
lere im Verla.uf jener Zeit austretende Anzahl als Produkt 
der ursprtinglichen Anzahl und dem Bruchteil P ergibt 

n . 

16) ~ i A.= dd [Px+ (1-P)] n =nP. 
~ l X x=l 
i=o 

Bisher hatten wir die ur,s•prtingliche Anzahl der roten 
Teilchen n als von vornhev:~i n geg•eben betrachtet. Wenn 
man aber -diesbezuglich dem Zufalle freies Spiel lii.Bt, so gilt 
im Falle eines stationaren Zustandes fi.tr die Wahrschein
lichkeit der Anfangszahl n die Formel (1). Hiermit kann 
man berechnen, mit welcher-W'ahrscheinlichkeit wir den Aus
tritt von m Teilchen in der Zeit t erwarten kfulnen, falls uns 
die urspriinglich zur Zeit t = 0 vorhandene A.nzahl n nicht 
gegeben ist: · 

CX) 

17) Am=~ e-:!vvn(::,,)Pm(l - ~)n - m 
n=m 
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_ _ e1
' vmpm{ v(l-P) v2(l -P)2 v3(1-P)3 

- m ! 1 + 1! + 2! + 3! · · 
- 11 (11 Pr 11 (1 - P) (11 P) m - v P. =e----e =---e ml m! 

Die Sache verhalt sich aJso derart, als ob das Volum P 
einer durch ,die xnittlere· Molekiildichte 11 charakterisierten 
Substa.nz aus dem betreffenden Raume durch Diffusion aus
getreten ware. Dann wiirde die Formel (1) tatsachlich den 
obigen Ausclruck flir die Wahrscheinlichkeit ergeben, daf3 das 
a.usgeschiedene Volum P gerade m Molektile mit· sich gefiihrt 
habe. 
[2392] Nun erledigt sich auch die Frage nach der Wahr
scheinlichkeit des Eintritts von m (schwarzen) Teilchen ohne 
Schwierigkeit. Denn infolge unserer Grundannahme ist die 
W ahrscheinlichkeit des Eintrittes deriselben ganz unabhangig 
von der Anzahl n der etwa bereits im Raume h vorhandenen 
(roten) Teilchen. Daher mu.6 sie so gro.6 sein wie im Falle 
eines statistisch stationaren Zustandes und da ist sie offen
har mit der eben berechneten Austrittswahrscheinlichkeit Am 
identisch - da im allgemeinen Durchschnitt der Vorgang des 
Ein- und A ustrittes• gleichberechtigt ist. Somit haben wir: 

. e-vP (vP)m 
Em=--_.;_--'--

m! 
Hierdurch nehmen, mit Binzm;i_ehw1 ~· von (14), di.~ von uns 

gesuchten Formeln flir die W1ahrscheinlichkeit 8ine.c Zu
ode-r Abnahme der urspriinglichen Teilchenzahl (5.), (6) die 
endtiiltige Gestalt an: 

m=n 
Wn(+k)=e-vP ~ (:)(1-P)n-mpm(vPr+k 

m= o (m+k)! 
m=n 

18) Wn (- k) = cvP ~ (:) (1- Pt-m pm (11 P)rn - k 
· m=k (m-k)! 

Wir werden spater sehen, wie man sich die systematische 
Berechnung dieser komplizierten Rechenausdriicke erleich
tern lrn.nn. V orer,st nehmen wir aber eine· weitere Aufga.be 
in Angriff, welche zu einer iiberraschend einfachen Losung 
fiihrt: wie grof3 ist fur eine gegebene Anfangszahl 11 das 
du:;.·chschnittliche Quadrat der im Zeitraume t vor s'ich gehen-

. den Aenderung? 
Offenbar ist .diese Gro.Be, welche wir mit L1n2 bezeicbnen 

wo11en, der Definition entsprechend, gleich 
Ostwalds Klassiker 207. 4 
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n oo 

LJn2= ~k2Hfn(-k)_+1~ k2 Wn ,(+k) 
k=I . k=l 

[1293] Einsetzen der Au'sdriicke (18) und r.1rdnen nach Poten
zen von v ergibt hieraus [50] 
19) 

oo i=n 
IT e-vP~~P)m~( n .)(n-m-i)2pn-i(t-Pi. 

n ~ m! ~ n-i; 1 

m=o i= o 
Die Summierung nach i la13t sich ausfiib.ren, wenn man be-. 
merkt, da..13 

# 

. ~(nn i)xn - m-ipn - i(l-P)i=[xP+(t-P)]nx-m 

ist, woraus . durch · entsprechende Diffe.rentiation er halten 
wird: 

~ (n:'.__)(n-m - i)2 pn-i(l-P)' 

=-!-{x!:_ [(x P) + (1-P)n].} r 
dx clx xm 

x-=l 

20) 

= n (n - 1) p2 - n (2 m - 1) P + m2. 
Sodann konnen auch die Summ.ationen nach m ausgefiihrt 

werden, indem ma.n heriicksichtigt, da.13 die F'ormeln gelten: 

~

oo ·am ~oo m am 21) --~ aea, -----==(tt+a2)ea. (m-1)! (m~l)! . m=l m===t 

Auf diese 1W1eise geht der obige· Ausdruck (19) iiber in 
die einfache Formel: 
22) LJn2=.P2[(n-v)2-n)f (n+v)P. 

Dies ist aiso das Quadratmittel der im Lauf e der Zeit t 
stattfindenden Aenderung, falls· die urspriingliche rreilchen
zahl n betragt .. 

Wird aber die anfangliche Zahl n unbestimmt gelassen, 
so gilt fur die W-ahrscheinlichkeit derselben im Falle eines 
sta.tiona,ren Gleichgewichtszustandes wieder die Formel (1) 
[2394]. Dann erha,lt ma.n fur das allg·emeine Quadratmittel 
der zeitlichen Aenderung, unter a.bermaliger Benutzung von 
(2-1), die Endformel: [51] 

23) - ~oo vne - v~ L/2 . -- L/2 = 2 V p. n! n 
n=O 

Zu clemsclhen ~esultate fiihrt. iibrigens auch eine etwas 

i.' . 
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abweichende Berechnungsmetho-de, indem man namlich zu
erst · mittels (18) , (1) die allgemeine- Wahrs-0heinlichkeit fi.ir 
einen Zuwachs um k Teilchen, von einem unbestimmten An
fangswerte aus·, herechnet. Sie ergiqt sich zu 

-- - 2 v p ~oo (v P) n + k ( v P)n 
24) W(+k)-e ----,--------:--::-,---,---

. - (n + k) I . n ! 
• n =0 

-i.md dieselbe Formel gilt auch flir eine Abnahme von 
k-Teilchen. · 

Daraus erhaJt man durch eine- weitere Summierung 
00 

25) L/2 = 2 ~ k2 W _(+k), 
n=I 

was den obigen Wert ergibt1
). 

Da tibrigens, der F'ormel (3) g•emaB, dfus Quadratmittel 
eler allgemeinen Schwankung gleich ist der mittleren Teil
chenzahl v, so kann man statt (23) auch schreiben2

): 

26) 
- Lf2 
==2P. 
(n-v)_2 

[2395] W erden also in der . Svedbergschen Zahlenreihe die 
Differenzen der au'feinanclerfolgenden Zahlen gebildet, so 
ist das durc.hschnittliche !Quadra.t clerselben gleich der 
Gro.Be .d 2 das durchschnittliche Qua:drat der Differenzen der 
Zahlen von dem Mittelwert v i,st clagegen gleich (n - v)2 und 
clas Verhaltnis dieser beiden 8-ro.Ben soll unserer Theorie 
gemaB gleich sein dem doppelten Betra.g1 des Diffusionsfak
to,rs P, welcher sich nach Formel (10) aus dem der Brown
schen Bewegung entsprechenclen Diffusionskoeffizienten D 
berechnen laBt. 

Bei dieser Gelegenheit sei auch nocli die "durchschnitt-· 
liche, in gewisser Zeit erfolgende Veranderung" der ur
sprtinglichen Teilchenzahl angefii.hrt, welche sich auf ahn-

1
) .Die Sunur,ierung kann man nach passender Anordnung der 

Glieder mittels eler Formel bewirken. 

d [ d ( e a x)] I a2 dx xdx x" =k2+(k-1)2t1+(k-2J22!+.'.. 
x=l 

ak-1 ak+l ak+2 
+ (1)2 (k-l)/+ o+(1)2 (k+I)!+ (2)2 (k+ 2)1+. 

2
) Moglicherweise lieBe sich die Formel in dieser Gestalt aneh 

fur konzentTierte Emuls1onen verallgemeinern, bei denen Abweicbungen 
vom Gesetz (3) stattfinden. [52] 
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liche, aber et·was einfo.chere ·w eise wie r:lio GroDo LI n2 ermit
. t-eln laBt. 

lVIa11 erhalt namli.cb [53] 
oo n . 

27) Lin= ~kWn(+k)- ~kWn(-k)=(v-n)P. 
k=O k = O 

LaBt man dabei samtliche Anfangszahlen n riach lVIaB
gabe ihrer Haufigkeit wahrend des stationaren Zustandes zu 
und nim:µit a:~s den ent.sprechenden L1n da.s :Mittel, so muB 
dies na.t-lirlich Null erg·eben: 

CD t -v n 
LI=~ n! v Lin _ 0. 

n=o 

Bevor wir zur Priifung unse.rer Resultate an dem derzeit 
zur Verfi.i.gung stehenden -Beobachtungsmateria.l i.i.bergehen, 
seien noch einige allgemeinere theoretische Bemerkungen 
eingeflochten. Interessant ist es namlich, die Analogie zu 
verfolgen, welche zwischen ·dem jetzigen und dem friihe,r von 
mir behandelten Beispiele besteht, das die wahrscheinlichen 
Lagenanderung-en eines .gleicl1zeitig unter dem EinfluB der
Brownschen Bewegung und einer elastischen Kra.ft stehen
den Teilchens betraf. 

Diese Analogie · zeigt sich vor ailem in der Formel (27) 
und. foner F'ormel, welche die clurchschnittliche Verschiebung 
[2396] eines solchen Teilchens aus seiner Anfangslage x 0 be
stimmt :1) 

28) (x - x0) = - xo (1 - e - ,q t) . 

Es entspricht dabei offenhar die anfangliche Elongation 
des rreilchens aus der Normallage x0 dem Unterschiecie zwi
schen der Anfangszahl und der N ormalzahl de:r :Molekiile 

- i,). · Die durchschnittliche Aenderung der Konzentration 
e.rfolgt hier somit laut (27) in voller U ebereinstim:mung mit 
der iibliehen Diffusionstheorie, eberiso wie dort 'die durch
sch:nittliclrn Lag.eanclerung (2:8) sich ·identisch erwies mit dem 
nach der iiblichen Theorie der "irreversiheln" innere-n Reibung 
zu berechnenden Werte. 

Auch unsere Formel (2/3)' U:nd (2:6) ha.t ein vollstancliges 
Gegenstiick in jenem Beispiele. De-nn aus der Beziehung 
29 (x - x0)2 _:_ xl (1 -- e - n)2 + ;~ (1 - e - 2 fi t) , 

welche aus den Formeln (11), (13)*) jener Arbeit (beziehungs-

1 ) L. c ... , (I), Gleichung (11); I. c. (II), Gleichung (17). Dfoses 
Bilndchen Seitc 3L 
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weise (17), (18)II) folgt, erhalt ma.n durch Mittelbildung iiher 
alle moglichen Anfangslagen; 

30) (x - x0)2 = 2 f,! l 1-e - P t], 

womit wir unser jetziges Resultat (26) zu verg'leic.hen haben. 
Der Klamme,rausdruck spielt, wie wir eben gesehen haben, 
dieselbe Rolle, wie eler Diffusionsfaktor P, wahrend das 
Quadrat -der mittleren Schwankung (d. i. das ,Quadratmittel 
der Elonga.tionen aus eler Anfangslage) seiner Bedeutung 
nach der Gro.Be (n - v) 2 entpsricht (vgl. (3). In beiden Fal
len konvergiert das allgemeine Mittel der von einem peliebi
gen Anf.angszustande a,us im La.ufe langer Zeiten eintreten
den Veranderung·en gegen einen Grenzwert, welcher clem 
cloppelten Betrag der mittleren Schwankung gleich ist. 

Dagegen ist ·die· Analogie zwischen (x - .x:;J2 und .J2n 

(Gleichung (22) nicht mehr so vollstandig. Noch tleutlicher 
zeigt sich ein chara.kteristische,r Unterschied zwischen eler 
grundlegenden Formel W n ( + k) und der entspre.chenclen 
[2397) Formel 1 ) fi:i.r die W1'ahrscheinlichkeit einer gewissen 
Verschiebung von eler Anfang•slage aus. Im letzteren Falle 
konnte man ,den U ebergang vqn vollstandig .regelloser Mole
kularbewegung in die gewohnliche makroskopische, unter 
EinfluB von Reihung· und auBerer Kra'ft vor sich gehende Be
wegung genau verfolg·en. Fiir geniigend kurze Zeitra,ume 
fiel namlich jene F'ormel zusammeu mit den flir gewohnliche 
Brownsch~ Bewegung giiltigen Ausdriicken und es wa.ren fiir 
einen jeden Anfangszustand- im ersten Moment positive und 
nega,tive Ver-schiebungen (Zuwachs und Abnahme der Entro
pie) gleich wahrscheinlich. 

Auch hier zeigt sich, daE die Formeln (18) fur den Grenz
fall lang·er Zeitraume infolge der Beziehung lim_P = l mit der 
Schwankungsformel (1) identisch we:rden, und daE da.nn die 
Aenderungen der Teilchenzahl ganz zufallig, ohne Riick
sicht auf den Anfangszustand erfolgen, was ja. von vorn
herein klar ist. Dagegen folgt fiir den entgegengesetzteu 
Grenzfall sehr kurzer Zeiten t und dementsnrechend kleincr 
Werte P, •daE ein anfanglicher Teilcheni.i.berschuB eine so
fortig-e Abnahmc wahrscheinlicher macht, ein anfanglicher 
Teilchenma.ngel eine sof-ortige Zunahme. 

Fi.ir kurze t, a.lso gro.Be 1J ist namlich die Xaherungs-
formel a_nwendbar: 

[.- y' dy=" ; P' [ 1 - 2 ~ + ... l ' 
'1 . p 
I 

1
) L . c., (I), (10); 1. c. (II), (13); dieses Biindcllen Seite 31. 
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wodurch man- erhalt: 

-31) lim P=-
1-=~ 1/Dt. 

t=o pJ-;; h v-:;;-
F'iir kurze Zeiten geht also (18) iiber in (54] 

32) lim nr ( + k) = e - v P (v Pl · lim W ( - k) = e - v P (n) pk . n k ! ' . n le • 

Offenbar sind diese Ausdriicke flir k = 2, 3, ... verschwindend 
klein gegeniiber den W1erten fur k = 1, also [2398] kommt 
im ersten Moment iiberhaupt nur ,die M'oglichkeit einer Aen
derung um ei n Teilche-n in Betracht, was ja von vo.rnherein 
natiirlich erscheint. Nun ist aber -

lim , W n ( + k) v 
83) P = o Wn (- k) ;;;- ' 

also macht sich tatsachlich -schon von allem Anfang an eine 
Asymmetrie der IW/ahrscheinlichkeit for Zu- und Abnahme der 
von der Teilchenzahl ,ahhiingenden Entropie bemerkbar, und 
~wa.r entspricht- sie einer Tende·nz zur Ausgleichung d-es An
fang·swertes n mit dem Mittelwert. 
r Der tiefere Grund davon liegt in einem wesentlichen 
tJnterscheidungsmerkmal zwischen dem jetzigen Beispiel und 
dem friiher betrachteten. Wahrend namlich in jenem die 
Entfernung x eine stetige Variahle i,st, laBt die hier auf
tretende ganzzahlige Variable n nur diskontinuierliche V er
i:i,nderungen von endlicher Gr0Be1 zu. M.an iiberzeugt sich 
leicht" daB auch hier· -die Formeln limW n (+ k) und 
limW n (- k) flir ,den Grenzfall kleiner k identische Werte 
ergeben wiirclen·, falls die Zahl k sich in stetiger Weise anclern 
konnte. [55] Die,se Betrachtungen erganz•e.n 1a1so in 1g1ewis1se11 
Punkten jene Ausflihrungen mein.er friihere.n Arbeit, welche 
sich auf die Giiltigkeitsigrenzen des zweiten Hauptsatzes be
zog-en; weitere F'olgerungen, welche mit dem damals ent
wickelten Begriff der Riickkehrzeit eines abnormalen Zu
standes zusammenhangen, mochte ich in einer eigenen Studie 
naher auseinandarse•tzen. [56] 

U ebrigens sei bei dies er Gelege1).heit noch ein weiterer 
Untersc.hied hervorgehoben, welcher bei vielen hierher ge
borigen Fragen eine wichtige Rolle spielt. Die Formeln fii.r 
die Brownsche Bewegung bestimmen namlich die Wahrschein
lichkeit einer gewissen Verschiebung und der momentanen 
Lage, ohne je-de Riicksicht auf die Vorgeschichte des Teil
chens1 ). In dem jetzigen [2399] Befopiele w1i;re dagegen die 

1 ) In Wirklichkeit gilt die Unabhiing·ig·keit von der 'Vorgeschichte 
nur for Zeitraume, die eine gewiss.e untere Gren?:e (die Dauer der tin
naherncl , geradlinigen Bewegung-) erheblich i.iberschreiteu. 
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Formel (18) flir .die, .Wiahrscheinlichkeit, da.B sich die Mole
kiilzahl n um k vermehre, nicht a:uf einen Fall ·anwendbar, 
in welchem wir wissen~ daB vor ,der Zahl n eine bestimmte 
Zahl,' z. B. (n + 1), vorausgeg·angen ist. Diese Nachwirkung 

f, der Wahrscheinlichkeit einer gegebenen Zahl ist ein Um~tand, 
welcher das jetzige Beispiel we.s,entlich kompliziert. [57] 

IV. Ex p er i m e, n te 11 e Pr i.i fu n g der The oil' i e. 

Nun schreiten wir zum Vergleiche unserer Theorie mit 
dem derzeit bekannten experimentelle·n Material. Es kommt 
diesbe.zi.iglich nur die eine von S v e db erg gegebene Zah
lenreihe in Betracht, welche wir eingangs anftihrten. 

Um an ders·e1ben das SchluBresultat (23) zu pri.ifen, hil-
f den wir die Differenzen je zweier aufe.inanderfolgender Zah

len und nehmen das Mittel aus den Quaidraten derselben. Die1s 
ergibt den e:X:perimenteUen Wiert L1 2= ~,25. 

Nun betra.gt das arithmetische- Mittel aller Zahlen .,,, = 1,55, 
also mi.iBte nach jener Formel der Diffusionsfaktor P = 0,726 
betra.gen. Andrerseits kann diese GroBe mittels der F'or
mel (10) berechnet werden, falls man ,den Diffusionskoeffizien
ten D auf Grund .deJ" theoretischen Formel fi.ir die Brownsche 
Bewegung (8) ableitet. 

U nter der Annahme1
) 

17 = 0,0li7, a = 19 µµ, N = 6,06 .102 3 

ergibt sich D = 1,04·10 - 7 und hieraus flir h = 2 µ·, t = 60/39 
der Wert von fJ = 0,2'5. Um nun P als Funktion von fl zu er
mitteln, habe ich mit Zuhilfenahme der Tafeln flir das 
Krampsche Integ,ral die nachstehende Tabelle zusammen
ge•stellt: 
fJ = 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
P = 0,944 0,888 0,833 0,780 0,729 0,680 0,634 0,591 0,551 0,514 

Somit erhalten wir im ohigen Falle den theoretischen Wert 
P = 0,86, welcher also um ein Fiinftel gro.Ber ist als ,der aus 
den experimente11en Daten ermittelte. 
[21400] Da die zur theoretischen Berechnung dienenden 
Gro.Ben nur beilaufig bestimmt sind, kann man dies wohl 
als eine ganz g·eniigend gute U ebereinstimmung ansehen; die 
Diffe·renz mag wohl auch darauf zuri.ickzufiihren sein, daB 
S v e db erg bei den mittels Keimfliissigkeiten hergestellten 
Goldlosungen eine Verlangsamung der Brownschen Bewe- · 
gung bemerkte, was er ,durch Abweichungen der Teilchen von 
d~r Kugelgestalt er klart und wa,s den W ert von P v.ermindern 
miiBte. 

1
) Siehe S" edb er g· 1. c. 
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Dieselbe Zahlemeihe kann auch noch zur Kontrolle der 
Abhang"igkeit des Li2 -W ertes von der Lange des angewende
ten Zeitintervalls benlitzt werden. Denn man kann sich bei
spielsweise die Differenzen zwischen jeder Zahl und der 
viertnach-sten hilden, und aus den Quaclraten derselben das 
Mit,tel nehmen; so e.rhalt man den Wiert A2 fur das Vierfache 
des im frliheren Falle geltenden Zeitinterva.lles von 1/39 Mi
nute. Er betragt F = 2,80, was P = 0,90 ergibt, wahre~d die 
theoretische, Berechnung P = 0,93 lief em wlirde. 

;' Nun kann man auch die grundlegenden F'ormeln (18) 
prlifen, indem man in den selben den exparimentellen vV ert 
P = 0,7Z6 einsetzt, andrerseits a,ber in ,der .S.vedhergschen 
Zahlenreihe die Haufigkeit de,s Vorkommens bestimmter 
Gruppen je zweier aufeinanderfolgender Za.hlen bestimmt. 
So kommt beispielsweis·e die Gruppe 10 vie.rzigmal vor, clivi
diert man also 40 durch die: Anzahl des Vorkommens samt
licher Einsergruppen 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, welche 164 
betragt, so erhalt man die experimentelle Wahrscheinlich
keit, daB in jenem Zeitinterva1le -nach ,der Zahl 1 die Zahl 0 
er-sch eine. 

W as nun die Ausftihrung der Rechnung·en mittels der 
Formeln (18) anbelangt, so kann man sich dieselbe clurch 
eine leicht verifizierhare Rekursionsformel erleichtern. Be
zeichnen wir namlich von nun an die W ahrscheinlichkeit, daB 
die Zahl m auf die Zahl n _folge, mit W (n, m)1), so gilt all
gemein ,die Formel 

(34) W (n,m) = PW (n -1,m) + (1- P) W (n -1,m -1). 
[2401] Man braucht daher nur die Wahrscheinlichk~iten der 
Nullgruppen explizite zu berechnen, welche betragen: 

W(0,0)-=e-vP, 

W(O,l)=vPe-vP, 

35) W(O 2) - (v p,2 -v P 
' - 2! e ' 

W(O 3) = (v P)S e-v p 
' 3 ! ' 

usw., 

und findet dann die W1ahrscheinlichkeiten der ubrigen Grup
pen mittels einfacher Rechnung- nach der ·obigen Rekursions
formel. In d-er ersten der nachstehende·n Tabellen sind diese 

1
) Mit Beutitzung der friihercn Symbole mi.i!He man W(n,m) = W n 

(+ (m - n)) oder W \D, m) = W n (- (n - m)) ~chreiben, je nachdem ro> n 
oder m < n ist. 
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mit Hilfe des experimentellen P berechneten W erte W an
geg.eben; in ,der zweiten die beobachteten, wie, auch, da.r
untargesetzt, die theor,etiscn. zu erwartenden Haufigkeitszah-

- len der vers•chiedenen Am.bo-Gruppen. Dieselhe·n erhalt man 
all!s dem W (n,m)-W:erte, indem man diesen mit dem Pro
dukt aus der absoluten W ahrscheinlichkeit des Auftretens de1~ 
Zahl n (laut (1) und aus der Gesa.mtzahl ,der Gruppen (= 512) 
multipliziert. Dabei sind die Tabellen so eingerichtet, ·da.B; 
die e.rste Vertika.lreihe die vorangehende Zahl, die •erste Hori
zontalreihe die darauffolgeude Zahl der Gruppe angibt. So, 
ist als,o beispielisweise i0,112 der Wahrscheinlichkeitswert 
W (1,3) und die Gruppe 13 kommt experimentell 17mal vor, 
wahrend die• Rechnung 18mal ergeben wtirde. 

I. R e 1 a t i v e W a h r s c h e i 11 1 i c h k e i t s w e .r t e 
W (n,m) b e i g e g e b e n e r A n f an g s z ah 1 n .. 

rn = 
0 1 2 I 3 4 I 5 I 6 -

n=0 0,325 0,365 0,205 0,077 0,022 0,005 0,001 
1 0,236 0,354 0,249 0,112 0,037 0,009 0,002 -
2 0,171 0,322 0,278 0,150 0,058 0,017 0,004 
3 0,124 0,280 0,290 0,185 0,083 0~028 0,008 
4 0,090 0,237 0,277 0,214 0,111 0,043 0,013 
5 0,065 0,197 0,274 0,234 0,139 0,062 0,021 

[2402] IL H a u f i g k e i t s z a h 1 e n d e r v e r s c h i e -
den e 11 Gruppen (nm). 

m= 
0 1 2 3 4 I 5 6 I 7 

n=0 45 35 19 7 5 0 . - -
36 40 23 8 2 1 - -

1 40 55 40 17 10 1 0 1 
40 65 43 19 6 2 0 0 

2 19 42 35 24 6 2 1 -
23 43 37 20 7 2 1 -

3 6 93 22 13 5 0 - -
8 19 20 13 6 2 - -

4 2 8 10 4 6 2 - -
2 6 8 6 3 1 - -

5 0 1 2 2 0 0 - -
0,5 1,6 2,2 1,9 1,1 0,7 - -
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Die U ebereinstimmung- ,der beohachteten und berechneten 
Haufigkeitsz.ahlen ist .wohl recht befriedig·end zu nennen. 
Das durch die Formeln (18) gegebene Bild der Verande.ru.E.gs
wahrs·cheinlichkeit der Teilchenzablen ,stimmt mit Siv e d -
b er g s Experimente·n •s10 • gut, als man dies hei der nicht sehr 
-groBen Anzahl von Beobachtungen und -dem hierdurc.h ge
steigerten EinfluB zufallige.r Abweichungen nur erwarten 
kann. 

Bemerkenswert ist insbesondere 'die Verschiebung: des 
Iviaximums -der W ahrischeinlichkeit bei g·egehener erster Zahl 
gegen hohere W erte der zweiten Zahl, mit Zunahme der e.rste
ren. Wienn die anfangliche Teilchenzahl Null ist, so diirfte 
s•ehr wahrscheinlich nach Ablauf eines Zeitintervalls ein Teil
•ohen oder gar keines auftreten. Ist aber -die Anfangszahl 5, 
so · wird wahrscheinlich nicht die Zahl O oder 1, sondern 2 
ode,r 3 nachfolgen. In geisteig·ertem MaBe mliBte dieser Ein
flu.B de:r vorhergehen.den Zahl auf die, nachfolgende, welchen 
ich vorber als "w.ahrschein1iche Nachwirkung" der voraus
gehenden Zahl -,bezeichnet habe, hervoirtreten, wenn die Dauer 
der Beobachtun.g-sintervalle verkiirzt oder die Schichtdicke h 
verg:r-oBert wiirde. Dage,gen wiirde er ganz verschwinden, 
falls die Intervalle [2403] e.rheblich langer, oder die Schicht
dicke h viel geringer war,e, oder endlich, wenn es1 sic4 um 
eine Emulsion handeln wiirde, deren Teilchen einei weit 
raschere Brownsche Bewegung aufweisen wiirden. 

Auch unsere F'ormel (22) flir LI n2 kann man mit Hilfe de.r 
-obig.en Tahelle kontrollieren, indem man flir jede Anfangs
zahl n dais Quadratmittel der Diff erenz in bezwg auf die nach
folg·ende Zahl ermittelt; man erhalt so die Resultate, welche 
in de-r nachstehenden Tabelle zum Vergleiche mit den nach 
Formel (2i2) he,rechneten zusammengestellt sind: 

n= 

0 1 2 3 4 5 

.LI 2 beobachtet 2,29 1,771) 
n 

1,55 2,51 4,7 8,4 

.L/2 berechnet 
n 

2,~9 1,48 1,63 2,83 5,08 8,39 

.S v e -db ·er g gibt auBe.r der bfaher besprochenen auch 
noch eine zweite Zahlenreihe explizite an, welche sich auf 
-eine. konzentriertere Gummiguttemulsion von etwas groB-eren 
Teilchen bezieht und entsprechend der langsame.ren Brown-

1 ) Wenn eine einmalige, wohl nur zufallige Beobachtung der Gruppo 
17 ausgeschlossen wird, erhitlt man statt dessen J 12 = 1,55. 
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schen Bewe-gung auch eine: relativ kleinere zeitliche Ver
anderlichkeit L1 2 iufwei<st. Unsere Formeln lassen sich aber 
auf jenen Fall nicht g·eni;tu ,anwenden, da in demselben_ wegen 
d-er gro.Beren Ko:ozentration · d:e-r Losµng• d-ie Bewegunge·n der 
Teilchen nicht mehr vonein"a-'ii.der , unabhangig •siind, ein Um
stand, weleher in der Abw-eichung ,der mltt1eren Schwan
kung · vom th.eoretischen Werte· (3) zum Vorschein k~mmt. 
[46]. [58] 

. . 
V. T h e o r e t i s c. h e E r g a n z u n g e n. _ · 

SchlieBlich sei noch eine Erganzung der Theorie er
·wahnt, welche manchmal zur pr:aktischen Anwendung kom
men konnte. Bei unserer g•anzen theoretischen Rechnung hat
ten wir nam[2404]lich v.orauisgesetzt, .da.B . die, Emul>sionsteil
chen sich nur infolge der gewohrilichen Brown•s•chen Bewe
gung ve:rschiebeh. Falls sich -also tiber die letztere noch, bei
spielswe.ise infolge der Schwerkra.ft, eine, g-eme,insame fort
schreitende Bewegung superponiert, wird die, zeitliche Ver
anderlichkeit de.r Teilchenzahl vergro.Bert ers.cheinen. 

Qua.ntitativ kann man dies leicht in Rechnung setzen; in
dem man einfach an Stelle der gewohnlichen Formel flir 
die Brownsche Bewegung (9) hei de.r Ermittlung des Diffu
sionsfaktors P die F'ormel flir Brownsche Bewegung im 
Schwerefeld'e anwendet.1

) 

36) 

Auf diese 1Weise wird 

1 
P=-

h VnDt 
0 

h oo 

f (~+V t)2 
d x e - - 4 p t d~, 

X 

wo v die ge,meinsame fortschreitende Bewegungskomponente 
bedeutet. N ach ahnlicher Rechnung; wie an der vorgenann
ten Stelle, er halt man hieraus: 

37) . I f VDt[ _ (h-vt)2 _ (h.+vt)2] 
P--:--{- 2 -e 4Dt -e 4Dt 

lin l h 

1
) Vgl. z. B. M. v. Sm o 1 u chow ski, Bull. Acad. Cracov1e, 

1913, }). 422, Gleichung (7). Dieses Bånclchen, Sei te 29. 



00 M . . v. &naluchowski. -

00 00 

+ f ,-Y' dy+ f ,-Y2 dy l 
h-vt h+vt J 
2VDt 2yDt 

Der Einflu.13 der fortschreitenden Bewegung hangt also 
von dem W erte des Verhiiltnisses vt/h ah; im Grenzfalle 
gTo.13er Ges1chwindigkeit v wird nattirlich P = 1, d. h. die auf
einand·erfolgenden Zahlen sind voneinander ganz unab
hangig; [2405] fiir kleine Geschwindigkeiten verschwinden 
die Glieder erster Ordnung in vt/h und es bleiben nur qu,aidra
tische ·u·nd, hohere Glieder librig, was begreiflich ist, da die
Richtung • der Bewegu:ng ohne Einflu.13 bleiben muB. 

Eine· U eberschlag·srechnung zeigt, daB diese Erscheinun
gen bei den vorher besprochenen V ersuchen S v ed b er g s: 
keine merkliche Rolle spielen. :.· 

Eine weitere Ergitl1Zung der Theorie ·wurde sich auf den 
F'all beziehen, wo das beoba;chtete Emulsionsrvolum eine an
dere Gestalt besitzt als die einer planpara1lelen, beiderseits 
fr~ien Schichte. Dabei wlir-den a.ber alle U eberlegung·en un
verandert bleiben, nur -der Fakto.r P wiirde- einer Modifizie
rung bediirfen, deren Ermit.telung wohl rechnerische, aber 
kein~ prinzipiellen Schwierigkeiten bietet. [49] 

Z u s am m e-n f a. s •s u· n g. 

In der vorliegenden Arbeit werden Formeln abgeleitet, 
welche es ermoglichen, .die zeitlichen Ae11derungen der An
zahl ,der in einem gegebenen Volum befindlichen Teilchen 
einer Emulsion quantitativ zu ermitteln, und der Vergleich 
derselben · mit der Svedbergsichen Beobachtung·sreihe ergibt 
eine .recht he'friedigerrde U ebereinstimmung. Die se Er.schei
nung bildet ein Analogon zu der Brownschen Molekularbewe
gung u,nd hangt rriit derselben aue.li formell zusammen, so ·daB
sich aus systematischen Beobachtung·en jener· zeitlichen Aen
derungen indirekt die GroBe der "Brownschen Beweglich
keit" bestimmen laBt. Abge,s,ehen vom prinzipiellen Inter
esse konnte somit dies em Phanomen auch insof ern eine ge
wisse praktische Bedeutung, zukommen, als die direkte Mes
sung der Bro_wnschen Molekularbewegung mit gro.6en .Schwie
rigkeiten verbunden ist. 



IV. 

I263] ~eber "d_urchsdmittliche maximale Abwei
chungen" hei Brownscher Molekularbewegung 

und Brillouins Diffusionsversuche. 
Von M. v. S m o I u c h o w s k i. 

Aus den .Sitzungsberichten der Kaiserl. Akademie der Wis
senschaften in Wien, Mathem.-naturw. Klasse, Abteilung IIa, 

124. Band, 1915, p. 263--276. 
(Vorgelegt in der Sitzung am 29. April 1915.) 

In dem Gotting·er Vortrage ti.ber Gtiltigkeits,grenzen des 
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik1

) hatte ich behufs 
Charakterisierung de,r bei gewisser Beobachtung-sdauer zu 
erwartenden · Ausnahmsfalle den Begriff der innerhalb einer 
gewissen Zeit eintretenden "durchschnittlichen maximaien 
Abweichung" eines molekularen Systems• au s e i n e m N o r -
m a 1 z us t an -d e eingeflihrt. Diese,r Begriff enthalt in sicli 
eine doppelte Durchschnittsbildung, indem er ein Mittel dar
stellt i.i.ber eine Schar a.naloger Systeme, deren Anfangslagen 

-uach dem W ahrscheinlichkeitsgesetze •s•tationaren Gleichg·e
wichtes2) verteilt sind und bei denen die jenem Zeitiritervall 
entsprec!henden durchschnittlichen Maximalabweichungen 
au s d e .r A n f a. n g s 1 a g e beobachtet werclen. Letzteres ist 
also -der einfachere Be-griff, und darunter verstehen wir das 
arithmetischc. Mittol der maximalen einseitigen Elonga.tionen, 
welche bei wiederholten, je•d·esma1 iiber jenen Zeitraum er
streckten Versuchen auftreten. 

N ebstbei erwahnte ich damals, da-B im Falle gewohnlicher 
Brownscher Molekularbewegung ,die durchschnittliche Maxi
malelongation aus der Anfangslage merklich gTo.Ber s•ei [264] 
als die mittlere Elongation, und zwar daB das Verhaltnis die
ser zwei Gro.Ben wachse wie die- Qua.dratwurzel aus idem 
Logarithmus der Beobachtungszeit. Hierdurch .angeregt, hat 

3) Vortråg·e hber die kinet. Theorie der :Matrric untl Elcktr., 
Te,ubncr, 1914, p. 89. 

2) Kurz g-esag·t: ,,Dcren Anfang·slag·en ka.nonisch ,erteilt sind." 
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Pr z i bram 1 ) unlangst eine -experimentelle U ntersuch,ung 
iiber Maximala,bweichungen - in etwas· -anderem Sinne des 
W ort es -:- angestellt; der U nterschie,d besteht nåmlich darin, 
da.13 wir die Maximalwerte in Bezug auf samtliche, wåhrend 
der betreffenden Zeitstrecke auftretemden Elong·ationen bil
clen, wa.hrend P r z i b r am unter Maximal we.rt den gro.Bten 
unter de,n voneinander una,bhangigen rw:erten versteht, welche 
sich bei n-ma.,liger BeobaGhtung eine•r dem Ga.u.Bschen Fehler
ge,setz Gentige !Gistenden Erscheinung erg,eberi.. Hierhei kon.
sitatierte Przibram empirisch .die a,ngenaherte, Proportionali
tat jener durchschnittlichen Maximalabweic.hung mit der W ur
'Ze1 aus dem Logarithmus id-er .Anzaihl von Beob,achtungen; und 
von Hasen 0·1i·r 1 wurde auch eine , g•ewisse theoretische 
Begrtind,ung dieser Re.gel geg,e,ben. [59-] 

Nun ha.be ich ah.er bei niiherer U ebe;rlegung: gefunden, 
da.B zwar bei einer gewissen Klasse von Fallen die maximale 
Abweichung auch in 1der von mir gehrauchten Bedeutung 
tatsa.chlich proportional ist der W urzel -aus, dem Logarithmus 
der Beohachtung-szeit, da.B abe.r meine ursprtingliche Angabe 
unrichtig war, indem die · diesbeziigliche Berechnung nicht 
den Voraussetzungen entsprach, welche die ge,wohnliche 
Brownsche Molekularbewegung ·charakterisieren. 

F'iir dieselbe laBt sich im Gegenteil nach weisen, da.B bei 
langerer Zeitd,aue,r die durchs1chnittliche e,ins1eitige Maximal
elongation aus der Anfangslage zur mittleren Elong·ation in 
e1nem kons.tanten Verhåltnis steht. Auf die iibrigen Aus
fiihrungen jenes Artikels hat diese Berichtigung: gar keinen 
Einflu.B; da -aber die hieT auftretenden Beziehungen auch in 
anderen Problemen2

) eine Rolle spielen, mag nun di'e Sache 
[265] etwa,s ausfiihrlicher dargestellt werden, um s10 mehr, als 
wir hierdurch auch in den Stand ge,setzt w,erden, eine inter
essante experimentelle Arheit von Br i 11 o u in einer kriti-
schen Analyse zu unter.ziehen. · f 

Die Brownsche :iYiolekularbewegung la.Bt sich beka,nntlich 
mit einem Gliicksspiel vergleichen, bei welchem in gleichen 
Zeitintervallen eine zufållige, p.ositive ode,r negative, Ver
schiebung in der Richtung der X-Achs1e stattfindet. Die 
X-Projektion der in gewisser Zeit erlangten Gesamtverschie:. 
bung ist dann gleich dem U eberschu.B der positiv~n iibe-r die 
negativen Einzelereignisse'. 

1 ) :({..Pr .z i b ra ro, Phys. Zeits-chr., 15, 766, (1914). · Es is.t dies eigent
lich eine empirische Konstatierung einer allgemeinen, rein mathem;:i. 
tischen Regel, welche zufålligerweise gerade bei dem auf Brownsche 
Bewegung beziig·lichen Zahlenmaterial vqrg·enornmeu wutde. In der 
vorliegendeu Arbeit bandelt es sich dagegen um Auffindung gewisscr 
pbysikalischer Bezi(}hungen. 

2
) Siehe die fol,2ende Arbeit. Se1te 73. 
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Es entsteht als·o die Frage: W'ienn die W ahrscheinlic.h.:' 
keiten fiir ein pos{tives oder negatives Einzelere,ignis gleich 
giro.B sind, wie gToB ist dann die Wiahrscheinlichkeit, daB. 
innerha.lb von m Wiirfen der MaximaliiberschuB n auftritt? 
Behufs Beantwortung• -derselben gehen wir schrittweise vor, 
in dem wir vor .aJ.lem erwagen: 

1. W'ie gro-B die W aihrs1cb.1einlichkeit anm ist, diaB der 
positiv,e U eheirschm.B n z u m e r s t e n M ,a 1 e b e. i m m - t en 
W ur f aqftrete, d'. h. d.aB er wohl beiim m-ten Wurf, a,b,er 
bei keinem d·er vorange,lierud·eiill m-1 Wiurfe. aufg1etreten s·ci. 
Duroh sukzes-siv,e. J3erechniu:ng ,det' hetrsff enden anm for zu
nehanernd·eis m hei f estgeha..ltenen n = 1,2,3 ... urnæ durch Ein
ordinung der,s,elhen in ein nach Art der 1Daifel der Binomial-

·koeffizienten a.utg1ebautes Schema erha.lten wir d•as naoh
stehenide Bil,u: [60] 

n= I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

m=l 112 
2 ' 1/4 

3 1/s 1/s 
4 2/16 . 1/16 

5 2/s2 3
/32 1/32 

6 5/64 4 
/64 1/64 

·7 51izs 9/128 5/128 1/128 
8 14/ 256 14/256 6/256 ¼56 
9 14/512 28/512 201oi2 7/51'1, l/5l'l. 

[266] Wie man sieht, ist clas rekursive Bi1dungsgesetz der 
Koeffizienten anm etwa,s ahnlich wie jenes der ents1prechen
den Binomialkoeffizienten und so wird man auf die zahlen-

n 
ma.6ige Beziehung gefii.hrt, daB erstere gleich dem m 

2
m Teil 

de,r letzteren sind. 
Die W,ahrscheinlichkeit anm, daB der positive Ueber

sc!m.B n zum erstenD'.).al .b~im m-ten \Vurf auftr.ete, betragt so
m1t: 

I) anm= m~m(m ~n) 
Im Spezialfalle fiir n = 1 · ha.be ich di ese Formel, welche dann 
die (von m = 3 an bra.uchba.re) Gestalt annimmt: [61] 

2) a = 1 · 3 · 5 • ,7 ... (m - 2) . _1 _ 
1m 2 • 4 • 6. 8 ... (m -1) m +1 
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bereits in dem vorerwahnten Gottinge.r· Vortrage (p. 114) be
nutzt, um zu zeigen, da13 die zur Erreichu.ng eines g:ewis,s-en 
lJeberschusses durchschnittlich erforderliche Zeit unendlich 
gro.6 ist. 

W eiter fin det man hieraus: 
2. Der clurchschnittliche Betrag, daB heim m-ten Wurf zum 

~rstenmal erreichten U eberschusses, oetragt: [621] . 
n=m 

3) ~ ' 1 
~nanm=2· 
n=l 

3. Die W ahrschefolichkeit, daB heim m-ten W urf irgend
ein vor her i10ch nicht erreichter U eberschu.13 auftrete, be
tragt: [63J 

n=m 

4 ~ 11.3.5.7 ... (m-2) r·· d 
· ) ~anm= 22_ 4. 6. 8 __ ,(m-l) ur ungera em. 

n=l 
n=m 
~ 1 1. 3. 5: 7 ..• (m - 1) f" d hl' 
~ anm= 2 2_4_ 6_ B .. . m ur gera za 1ge m 
n=v 

[267] Diese Ausdriicke sind also fiir ein gera.des m und die 
tla,ra.uf f qlgende ungerade ·Zahl g1eich groB. 

4. F'alls im ganzen m Wurfe gemacht werden, handelt -es 
sich nun ·um die W ahrscheinlichkei.t b nmk' da..13 ein Maximal-
:i.iberschu.B n beim k-ten W urf a.uftrete. Dieselhe ist off en
.bar gleich dem Produkt aus der W ahrscheinlic.hkeit, da.13 heim 
Il-ten Wurf ein vorher noch nicht er,reichter Ueherschu.13 n 
.auftrete, mit der W ahrscheinlichkeit, da.B derselbe hei den 
nachfolgenden (m-k) W iirfen nicht tiberschritten werde. ln
d em man letztere aus (2) berechnet, erhalt man so den (flir 
ungerade (m-k) gtiltigen) Ausdruck: [64] 

[ 
1 1 1 5 

-0) ~nmk-ank l- 2 - 8 -16-128'" 

1. 8. 5 .• : • ( m - k - 2) 1 ] 
-2.4.6 ... . (m-k-l)m-k + 1 . 

5. Nun wird die, Wahrscheinlichkeit Anm' daB bei m Wiir
fen irgend einmal ein Maximaltihers1chu.B n a.uftritt, durch 
:Summierung der Ausd.ri.icke b nmk nach den Il er halten: 

k=m 

Anm= ~ bn.mk' 
k=n 

Durch Ausfi.i.hrung eler Berechnung i.iberzeugt man sich, · dall 
sie betragt: 
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fur n=m } Anm=(;) !m l 
n=m-1 

I 
6) n=m-2} Anm=(7) !m n=m-3 

n=m-4} A (m) 1 n=m-5 nm= 2 2 m usw. 

Dieselben Ausdriicke ergeben sich tibrigens auch in ån-
k=m 

derer Weise, inde,m man beriicksic"htigt, ,da.B ~ ankdieWahr-
k=n 

scheinlichkeit bedeutet, da.6 innerhalh der ersten m Wiirfe 
[268] ein vor her noch nicht erreichter U eberschu.6 n er halten 
werde. Falls, nun der betreffende U eberschuB bis zum m-ten 
W urfe noch nicht weiter auf n + 1 wachst, muB ·er wieder ab~ 
nehmen (re·sp. stationar bleiben), erhalt also den Oharakter 
eines Maximaliiberschusses. 

Somit wird: 
k= m k=m 

A nrn = ~ an k - ~ an + 1, k' 
k=n k=n+l 

was die gleichen Werte ergibt, wie die obige Ableitung. 
6. Somit erhalt man den durchschnittlicben Wert des bei 

m W,iirfen a.uf t:retenden positiven Maximaltiberschus•ses Em 
( wobei negative U eberschiisse als Null ang-esehen werden): 

n=m 

E,,.= ~nAnm· 
n = l 

Beschriinken wir uns zur Vereinfachung der Schreibweise 
auf g·erade m, so wird dies: 

Em= 
2
~{ (~)[cm+ (m~l)] + (~) [(m-2) + (m-3)] 

+ (~) [<m -4) + (m-5)] + ( ~: 
1

) [2+ 1] }· 
i 

Vergleichen wir nun damit ,den Durchschnittswert des 
gewohnlichen U eber·schusses·, welcher beim m-ten Wurf zu,
stande komrot. 

Beka.nntlich ist die Wahrscheinlichkeit der Erlangung 
eines U eberscliusses n beim m-ten Wurf gleich: 

[65] 

Ostwalds Klassiker 20,. 
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[269] Somit ist 1d,er durchschnittliche Absolutbetrag des beim 
m-ten Wurfe auftretenden U eberschusses (im Falle geraid
zahliger m) : 

S) idf = 
2
}_1 { m ( ~) + (m - 2) ( ~) :+ (m - 4) ( ;) + .. 

+2(m m )'I. 
--1 J 
~ 

Die Diffe.renz der beiden Ausdriicke wird al-so: 

j2il-Em= 2~ {(~)+(~)+(~)+ ... +(~ m Jl· 
2 

Der Klammerausdruck hat ,den Wert 2m-1, wie man durch 
Entwicklung von (1 + 1) m konstatiert, somit ist: 

- - 1 
9) Em= l..dl-2· 

Da nun die Gro.Be 161 angenahert proportional mit V m 

wachst, so siieht man, da.13 der ,durchschnittlich innerhalb von 
m Wurfen einmal auftr1etende. einseitige Maximaltiberschu.6 
fur gro13e Zahlen m tibereinstimmt mit dem ,durchschnitt
lichen Absolutwerte · des heim m-ten W urf auftretenden 
U eberschusses: 

10) lim Em= 1~1-
Somit wird .auch bei Brownscher Bewegung fur langere 

Zeit-daue.r die durchschnittliche Maximalvers1chiebung in _posi
tiver Richtung ( wobei die Durchschnittsbildung1 sich auf 
samtliche Teilchen he.zieht und jene·, die immer au,f der nega
tiven Seite geblieben sind, mit dem W(erte Null eingestellt 
werden) zahlenma.Big gleich dem durchschnittlichen Absolut
wert der am Schlusse des betre,ffenden Zeitraumes erreich- 1 

ten Elongationen aus der Anfangsilage.1
) 

[270] Den Unterschied zwischen Maximalelongation Em und 

Endelongation kann man auch in folgender W eise charakte
nsieren. V on den die Brownsche Bewegung1 ausfiihrenden 
Teilchen hesitzt am Schlusse der Zeit t die Halfte eine durch

schnittliche positive Elongation + 161 und die Halfte eine 

ebensogro.Be negative Elongation - 161· Handelt es sfoh uns, 
wie in der ganzen obigen U eberlegung. blo.B um positive Ver-

1 ) Sie steht also zur mittleren Elongation Y 6 2 in dem Ver
håltnis {66]; 
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schiebungen und werden negative"Werte· de.rselben nic.ht mit
gezahlt, so hat also der Durchschnitt der positiven Verschie-

bungen, bezog-en auf die, Ge-s.amtzahl der Teilchen, den W·ertl~I 
I 

wahrend die im Laufe der Ze.it t irge.ndeinmal efogetretene 
positive Maximalelongation ,den Durchschnittswert [6:lbe·sit,zt. 

Es ist nati.irlich von vornherein klar, daB die einseitige 
Maximalelongation im allgemeinen groBer sein muB als die 
schlie.Blich erreichte Endelongation und im obigen Sinne 
konnte man sagen, da.13 sie durchschnittlich zweim.al ~o gro.6 
ist 1 ). 

Es sei jedoch ausdrticklich betont, ,da.13 unser Satz nur 
flir die Browns·che Bewegung• und flir analoge "astatische" 
Molekular-systeme gilt. Handelt es sich dagegen um ein mole
kulares System mit stabile..r Gleichgewichtslage, so wir.d die 
Gro.Be 161 mit der Zeit einem bestimmten endlichen Grenzwert 
zustreben, wahrend .die einmalige Maximalelongation s:chlie.13-
lich tiber jede Grenze wachsen mu13.. 

In letzterei Kategorie gehort ein sehr haufiger G,renz
fall: N ehmen wir an, es handle ,sich um irgend ein "stati-sches" 
Molekularsystem, bei welchem der gewohnliche Fall sta.bilen 
Gleichg·ewichtes herrs·cht, indem die behufs Vers•chiebung aus 
dem N orma1zustande heraus geleistete Ar beit eine qua.id-ratische 
Funktion der Verschiebungskoordinate ist (z. B. Brownsche 
Bewegung eines Teilchens, auf welches eine in die Ruhe-lage 
[271] gerichtete ·elastische Kraft einwirkt 2). Nehmen wir 
weiter .an, da.B wir dasselbe. in (aquidistanten) Zeitintervallen 
beobachten, welche so lang sind, ,da.6 man die Zustande in 
den auf einanderfolgenden Punkt en als voneinande.r annahernd 
unabhangig ansehen ,darf. 

In diesem Falle gilt fiir die Wahrscheinlichkeit einer ge
wissen Elongation aus der N ormallag·e d~s Gaus1s1che F'ehler
gesetzt 3 ) ohne Rticksicht amf den vorhandienen Zustand: 

W ( x) d x = A e - a x
2 d x 

1
) Noch gro.Ber mtiBte der maximale Absolutbetrag der innernalb 

einer gewissen Zeitsiirecke auftretenden Elongationen sein, eine Gro.l:le, 
mit der wir uns im tibrigen hier nicht zu beschaftigen haben werden. 

2
) Gott. Vortrag, p. 105; Bull. Acad. Cracovie, 1913, 6, 418; d.lcses 

Bandchen Seite 25; in diesem Beispiele mtiBten die Zcitintervalle groil 
1 

aein im Verhaltnis zu 7i · Auch das in jenem Vortrag erwahnte Beispiel 

p. 100 gehort hierher, falls die Teilchenzahl und die Zeitintervalle ge
nii.gend gro.B werden. [67 J 

8
) Gott. Vortrag, Gleichung (14). Dieses Bandchen, . Seite :12, 

Gleich11mg (H) 



68 M. v. Smoluchowski 

und die· durchschnittliche, in beliebig · langer Zeit erreichte 
Absolutelongation betragt: 

- 1 
IL1 I = ,r-=, 

y an 

wahrend sich auf die Berechnung der durchschnittlichen 
Maximalelongation -die friiher erwahnten, urspriinglich in 
anderem Zusammenhange entstandenen U eberlegungen von 
P r z i b r am u n d: H a s1 e n o h r 1 iihertragen lassen. Es 
folg't darau,s, da.13 letztere fur einB gro.Be Zahl m von Be-

obachtungen annahernd im Verhaltnis von V logm waichst. 
Eing-ang,s bemerkten wir -sch on, da.13 unsere U eberlegunge_n 

auch eine praktische Anwendung finden, unid zwar im Hin
blick ,auf g,ewisse, von L. Br i 11 o u in 1 ) behufs Messung der 
Diffussion von Emulsfonen a.ngestellte Verwche, zu deren 
Besprechung wir nun ubergehen wollen. Wird namlich eine 
Glaswand mit einer schwach angesauerten Gummiguttemul
sion in Beriihrung gebracht, so bleiben -die auf die W and 
auftreffenden Emulsionsteilchen an derselben ha.ften. Die da
durch hewirkte Verarmung der anliegenden Schichten wird 
aber teilweise, durch Diffusion aus dem Innern· der Flus1sigkeit 
ausgeglichen, so daB a;uf Grund der Zahl der in einer ge
wissen [272'] Zeit sich ansetzenden Teilchen d.er Wert des· Dif
fusionskoeffizienten erschloss1en werden kann. 

U m ,die V ersuchsresultate, theoretisch zu verwerten, nimmt 
B ,r i 11 o u i 11 an, daB die Halfte der Teilchen nach der einen 
Seite, die Halfte nach der anderen wandert, so ·daB aJso in 
der Zeit t -sich die · Anz,ahl 

N 
10) A= 2 6 

derselben an ,die Flacheneinheit der Wand ansetzt, wo N die 
Anzahl der Teilchen Pro Volumeinh'eit, L1 die in der Zeit t er
langte mittlere Verschiebung der Teilchen in de.r X-Richtung 
bedeutet, welch letztere· bekanntlich gleich ist: 

11) 6 = i/ 6 x 2 = V '2 Dt . 

.Somiu setzt B ri 1 i o u in schlieBlich: 

12) 
2A2 

D= N2t· 

Demg•egeniiber bemerken S v e d b er g u n d W es t -
gr en 2

) ganz ric'htig, da.13 hi.er nicht -die mittlere, s1ondern die 
durchschnittliche Vers1chiebung in Betracht komme,, deren 

1 ) L. Br i 11 o u i n, Ann. chim. phys., 27, 412, (1912). 
2) T h. Sved b erg , ,Tahrb. d. Rad. u. Elektr., 10, 493, (1913); 

A. W e s t g r en , ZcJtschr. f. pbys. Chem.~ '39, 65, (1914). 
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Absolutwert im Verhaltnis J1 ~leiner sei als jene (66]. Somit 

sollte gelten: 

13) 

Aber auch ,diese, Ueherlegungsweise ersicheint uns mangel
haft, denn es kommt ja nicht nur a.uf die am Ende der Zeit t 
erlangte Elongation der Teilchen an, sondern auch auf deren 
Lagen wa,hrend ,des g.anzen Zeitraumes t, .da alle Teilchen; 
welche nur einmal mit der W and in Beriihrung g·ekommen 
sind, schon an derselb~n haften bleihen mi.issen und ihre Be
wegung gar nicht bis zum Zeitp:unkt t fortsetzen konrnm. 
[273] Will man also die S.aiche ganz streng durchfiihren, so 
mu.B man offenbar auf die vorher abgeleitete F'ormel (1) zu
.riickgreifen. Man denke, sich namlich die Emulsion im un
gestorten Anfangszustand als ein System von aquidistanten 
Teilchen, welche sich dann infolge der l\!Iolekularbewegung 
mit gleicher W.ahrscheinlichkeit gegen die W ~n,d zu wie von 
derselben weg ve-rschieben. Schematisieren wir den Vor
gang so, d,a,B in Intervallen re eine der Teilchendistanz o 
gleiche Vers,chiebung stattfindet, so entspricht clas hekannt
lich einer Brownschen Molekularbewegung, ·welche durch 

einen Diffusionskoeffizienten D = i: chara.kterisiert ist. [68] 

Nun , wer,den bei der m-ten W~ederholung de-s Verschie
bungsvorg·anges ·diejenigen Teilchen an ,die W and sto.Ben, 
welche die entsprechende Gesa.mtverschiebung nu zum e r -
sten m a 1 beim m-ten "Wurf' erhalten haben. Die durch
schnittliiche Anzahl del'Selben betragt bei Anwendung unse
rer friiheren Bezeichnungsweise: 

n=m n=m 

~anmoder ~ anm' 
n=2 n=l 

je nachdem die Zahl m gerade oder ungera_de ist; da.hei be
zieht sich ,die Summierung, ebenso wie in ,der Formel (4) im 
ersteren F.a.11 au1f såmtliche geradzahlige·, im zweiten auf die 
u11geradzahligen n. Nun laBt sich mit IIilfe der Stirlingschen 
Formel der Naherungswert entwickeln: 
14) 

~ l' 1 1. 3. 5 ... (m -1) 
~anm= im 2 --2-. 4-.-6-. -• • -m-....:... lim_!_ m! 

2 2m (!!!. 1)2 
~ ♦ 

[69] 

~, 

also betragt die Anza.hl eler pro Zeiteinheit anklebenden 
Teilchen: 
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M- Iv_I_ 
-:-7 2mn:· 

[274] Bemerkt man nun, da.B die Be,ziehungen gelten: 
t 02 I 

m=-;;-, D= 2 7:, N= 8 , 

wo N die pro Volumeneinheit entfallende Teilchenzahl be
deutet, •so sieht man, -daB diese Formel iibergeht in 

M=NVD [100] 
15) nt 

und fur die seit Anfang an die F'lacheneinheit der W.and an
gesetzte- Teilchenziahl folgt: 

16) A=2Ni/Dt_ . r n 

Ansta.tt sich auf die Formeln (1), (4), zu berufen, hatte 
man aber auich eine weit einfachere Methode versuchen kan
nen, indem man sfoh erinnert, daB die Zusammensetzung der . 
Brownschen Molekularbewegungen der einzelnen Teilchen .als 
Gesamtbild einen Diffu.sionsvorgang ergibt undi ,d1aB auch 
mathematisch die F1ormel fiir Brownsche Molekularbewegung 
das der "quellenmaBigen" Zerlegung entsprechende Teil
integral der allgemeinen Diffusionsg'leichung1 bildet. ,So wird 
man dar.auf gefiihrt, die g:ewohnliche Diffusionstheorie zm 
Berechnung de.r a.n die W and gel ei teten :Substa,nzmenge zu 
benutzen, un,d zwar indem man die Formel .anwendet, welche 
die, Verteilung in einer eins-eitig1 unendlichen Fliissigkeits
saule darstellt, die anfanglich iiberall glei,che Konzentration 
besitzt, aber von der Zeit t = 0 .angefangen an der Stelle 
x = 0 fortwahrend auf der Konzent-ration Null erhalten wird. 
Durch letztere Grenzbedingung wird namlich erreicht, daB 
die einmal an ,die Stelle x -= 0 gewanderte- Hu,bstanz nicht 
wie:der zuriickdiffundiert - was gerade de,r :Wirkung der 
klebrigen Wand x = {) entspricht. [70] 

Somit nehmen wir an: 
X 

-y ~ 2 !2-y'm ll 

17) N = No Yn e dy , 
0 

[275] woraus sich fiir die durch den Quersc.hnitt x = 0 in der 
Zeiteinheit hindurchtretende, Meng·e 

M=DoNf ox 
X=O 
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und fiir die seit Anf.ang ausges,chiedene Teilchenzahl A genau 

dies-elben ResuHate (15), (16) ergehen wie friiher. 

V on dem U mstande, daB man derart die detaillierte, Be
rechnung der T•eilchenve~schiebungen durc·h die weit ein

fachere makroskopische Diffusionstheorie ersetzen kann, wer

den wir tibrigens bei einer anderen Gelegenheit noch Ge

brauch mac:hen1
). Vergleichen wir• dies nun mit diem Ergebnis 

der Br i 11 o u in schen Berechnun,gsmethode (13), so sehen 

wir, daB jene fur A ein um die Halfte zu kleines, Resultat 

ergibt. Das ist unmittelbar verstandlich, denn gernaB dem, 

was tiber das Verhaltnis der maximalen und der Endelong:a

tion gesagt wurde-, ware die Gleichung (10) zu ersetzen 1d,urch 

18) A=NEm=NJL,j. 

Die Formel (13) entspricht eben nicht der Voraussetzung, · 

daB die Teilchen an einer klebrigen W and hiaften hleiben, 

sondern d-aB sie daselbst (gleichsam du.rch ein weitmaschiges 

Sieb) in eine von Teilchen freie Fliissigkeitssaule eintreten, 

aus welcher sie teil weise wieder zurilckwande,rn wtirden. 

Da aher B ri 11 o u i n auf · Grund sein er ursp,riinglichen 

Fo.r-mel flir D das· Verhaltnis von chemischem u:å.d wahrnm 

Molekuiargewicht in naher U ebereinstimmung mit Per rin 

zu N = 69·1022 bestimmt hat, wiirlde in W~rkliichkeit hierftir 

ein ganz unmoglicher Wert N = 176·1022 resultieren. 

Es ist also anzunehmen, daB in seinen Versuchen noch 

ein anderer entg•egenwirkender Umstand mitspielt, welcher 

jenen ungefahr kompe-nsiert. Es liegt nahe, anzunehmen, 

daB nicht ein jede,s, an die 1Wiand stoBendes Teilchen ,sofort an 

d-erselben haften bleiben m.uB [71]. V oJ." allem aber ist zu be

denken, daB die iibliche Formel flir Brownsche Bewegung 

auf die [276] unmittelbare, N achbarschaft einer festen Wand 

gar nicht angewendet werden kann, da der Zahigkeitswider

stand durch deren Gegenwart vermehrt wirid.2
) Es kommt 

dies nur in einer .Schiichte von der GroBenordnung der Teil

chendurchmes•ser in Betracht, aber gerade das V eJ."halten der 

Teilchen in der unmittelb.aren Nahe der W and ist ja flir ,das 

Haftenbleiben wesentlich. 
Da kaum eine Aussicht beste.ht, daB man diesen Umstan

den durch Vervollkommnung der Rechnung gerecht werden 

konnte, erscheint leid·er die Br i 11 o u in sche Versuchsme

thode, so geistreich auch ihr Grundgeidanke ist, flir quantitative 

1
) Siehe die nachfolgende AbhandO.ung. Seite 73. 

2) Vgl. H. A. Lorentz, Abhandlungen ti ber theor. Physik, 

'l'eubner, 1907, p. 23; J. Sto c k, Bull. acad. C1·acovie, 1911, p. 18. 
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Messungen ,der Diffosion nicht geeignet. Man mu.Bte sie 
hochstens so modifizieren, daB man gleichzeitig auch die Teilchenverteilung in verschiedenen Entfernungen von der 
W1and bestimmt, iihnlich wie dies Westgren bei einer anderen, auch sehr huhschen Versuchsanordnung getan ha.t 1 ); aller
dings geht hierbei die Einfachheit der Methode verloren. 

1
) A. W e s t g r e n , Zeitschr. f. phys. Chemie, 89, 63 (1914). W e s tg r en s matb,cmatische Darstellung der Diffusion der Teilehen, die slcn an einer Gefii.Bwand abgesetzt hatten und sodann von dort aus in die leere Fliissigkeit zurtickdiffundieren, ist ganz richtig, falls wic fi.ir seine Versuche wohl anmmehmen - die Dicke der urspriinglieh sedimentierten Schichte gering ist. Wtirde es sich um eine clickere Schichte handelu, · so waren Korrektionglieder einzuftihren, die eine gewisse Anniiherung· a.n die Formel (17) bewirken wtirden. 



V. 

[339] Molekulartheoretische Studien fiber Umkehr 
thermodynamisch irreversibler Vorgånge und 

fiber Wiederkehr abnormaler Zustånde. 
V on M:. v o n iS m o 1 u c h o w s k i. 

(Aus den Sitzungsberichten der Kaiserl. Akademie der Wis
senschaften in Wien, Mathem.-naturw. Klasse, Abteilung• Ila, 

124. Band, 1915, p. 339-368.) 
(Vorgelegt in der .Sitzung am 10. Juni 1915.) 

Die beiden Haupteinwande, welche seitens der dogmati
schen Thermodynamik gegen ,die Molekularkinetik vorge
bracht wurden, sind bekanntlich der Loschmidtsche Umkeh.r
einw1and :und der Poinciaresdie Wiederkehreinwa,nd [72], 
welche beide dahin zielen, ,d,aB thermodynamische Irreversibi
litat sich auf' keinerlei W eise mitt-els ,der Mechanik konser
vativ er Molekularsysteme erklaren lasse1

). Man hat oft ver
sucht, diese Einwande in Anlehnung an B o 1 t z manns Ge
danken durch mehr oder weniger klare W.ahrscheinlichkeits
betrachtungen von allgemeiner Natur zu entkraften2

). Doch 
scheint es eigentlich passender, es klar herauszusagen, daB 
der Molekula.rkinetik zufolge samtlic.he Vodgang-e prinzipiell 
reversihel sind, und zu untersuchen, in welcber Weise in be
stimmten E'allen trotzdem eine scheinbare Irreversibilitat 
vorgetaus1cht wir.d. 

Der el'Ste Versucl; einer Spezialuntersuc'lrnng 3
) in dieser 

Richtung wur,de geliefert, als es gelang, ein fingiertes Bei
spiel [340] aufzufinden (Brownsche Bewegung eines unter 
EinfluB einer elastischen Kmft stehenden Teilchens), in wel
chem sich der allmahliche Uebergang vom thermodynamisc.h 
irreversibeln Verhalten (durch innere Reibung verzogerte Be-

1 ) Sieb,e z. B. den trefflichen Artikel von P. u. T. E hr en fest 
in der Enzyklop. d. rnath. Wissensch., IV, 2, II. 

2) z. B. Gib b s ' ,,Umriibrvorgang'' (Statist. Mechanik, XII. Kap.). 
3) M. v. s mo 1 u chow ski, Bull. Acad. Cracovie, 1913, p. 418; 

Gottinger Vortriig·c i.iber kinet. Theorie, Tenbner, 1914, p. 89. Dleses 
Banclchcn, Seite 25_. 
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. weg'lrng gegen die Ruhelage, hin) zur ungeordneten· Brown
sehen Molekularbewegung· mathema.ti,sich genau verfolgen la.St. 

Nachdem ich nun kiirzlich die Formeln1
) ahg•eleitet ha)Je, 

welche in analog er W eise fiir den Fall einer kolloidalen · 
Losung .den U ebergang zwischen dem .Stadium gewohnlicher 
irreversihler Diffasion und dem Stadium der ungeordneten 
automa.tischen Konzentrationsschwankungen darzustellen er
lauben, mochte ich im folgenden weitere U nter·suchung•en 
i.iber ,das obige Thema ankniipfen, wobei der Vorteil ins Ge
wicht fallt, da.6 betreffs ,dieser Vorgange- be,reits ·experimen
telles Beobachtungsmaterial zur Verfugmag steht, das leicht 
noch weiter vervollsta.ndigt werd.en konnte. 

I. U m k e h r b a r k e i t d e r Z e i t f o 1 g e. 
In ahnlicher Weise, wie in dem friiheI' e-rwahnten fingier

ten Beispiele geschlos•sen werden konnte, da.6 die ,d.en mole
kularen Vorga.ng d,arstellende Formel auch fiir den umg•e
kehrten Zeitverlauf giiltig ist, k.ann man .auch in de,m jetzi
gen Falle nachweisen, .da.B hier d,a,s von Los c. hm id t ge
forderte V erhalten vo.rliegt, indem man Æe betreff enden For
meln (18) 1. c. S.eite 49 zu Hilfe zieht. Diesel1be:il besa.g•en 
folgen,des: · 

Wlenn ,sich in ei.nem hestimmten Augenblick in einem 
gegebenen Volumteile n Teilchen einer kolloid.alen Losung 
befinden, ,so betra.g·t die Wahrscheinlichkeit, da.B siich jene 
Anz.ahl im La.ufo der Zeit t um k vermehrn oder vermindere: 

m=n 

Pn(+k)=e-vP ~ (:){l-P)n-mpm(11P)k+~ 
m=o (k + m). 

1) 
m=n / 

pn (-k)=e - vP ~ (:)(1- P)n+m P'"(11 P>m-k 
m=k (m-k)! 

[341] Hierbei bedeutet v die normale Anzahl vo~ T'eilchen; 
welche auf jenes Volum bei gleichma13ige.r Ve-rteilung entfal
len wiirde, und P kann man als fonen Bruchteil ,der anfang
lich da.rin enthaltenen Kolloidsubsta.nz auifaissen, welcher sich 
o.araus u-nter Annahme der iiblichen Diffusionstheorie in der 
Zeit t entfernen wiirde•, falls jenes Volum anfangs von reinem 
Losung,smittel umgeben wa.re. Diese.r W ert von P hangt so
mit vom Diffusionskoeffizienten D, der Zeit t und de.n Di
mensionen des betreffenden Volumteiles ab. Im Falle, wenn 
tlerselbe eine planpa.ra.llele .Schichte von .d.er Dicke h bildet, 
ha.ben wir :· 

1 ) M. v. Sm o 1 u ~ho w ski, diese Sitzungsber., 123, 2381 (1914), 
.Dieses Bandebien, Seite 40. 

J 

1 
I -



Abha.ndlunge,n i.iher die Brown.se-he Bewe.gung 75 

2) 

fl 
2 / -y2 1 [ - R2] P=l-- e dy+- 1-e t' 

Vn /J~ u 

h 
wo zur Abki.irzung /J = 

11
_ gesetzt ist. 

2 r Dt 

Bei ortma.liger Wiederholung der Beobruchtung erhiilt 
man also die Anzahl Falle, wo_ die Zahl n erscheint und: ,d:ar
auf eine Zahl (n + k) folg-t, in dem man P n ( + k) mit der 
GroBe W (n) multipliziert, welche ·die W ahrscheinlichkeit 
ausdrtickt, daB im Zustande ·statistischen Gleichgewichts die 
Teilchenzahl n bestehe: [73] · 

3) 
e -v 11 n 

W(n)=--,-. n. 

Nun laBt sich du~ch Einisetz·en der betreffenden Aus.drlicke 
leicht direkt nwchweisen, daB die Identitat besteht: [74] 

4) 

Der 'Ausdruck auf der .rechten Seite be,deutet aber nun in 
ana.loger W eise die An~ahl Falle, wo die Zahl (n + k) sich 
um k Einheiten vermindert, also w.ied-er · auf n zurtickgeht. 
Da.her ist ,auch ,allg,emein im 1stationaren Z111stande die• Wahr
scheinliohkeit, .d-aB auf die Zahl n eine m folge, gleich d·er 
W ahrs,c.heinlichkeå.t, d.aB in ,einem gleich gro.Ben Zeitintervall 
der Za;hl n eine m vorausg!egangen sei. 

Dieser die Gleichberechtig·ung de,s positiven und nega.ti
ven Zeitverlaufes illustrierende .Sa-tz erfordert also, daB bei 
[342] systematischen B0>stimmungen der wechselnden Teil
ch:enzahle:d die Anzahl der AmbogTupp,en (nm) und (mn) 
gleich s-ei. Tatsachlich genligt die von S v e ,d bier g a.nge
gebene Beobachtungsreihe, welche ich in .der erwahnten Ar
beit einer statisdschen Unte·rsuchung unterzogen habe-, an
na.hernd! dies er Relation: die in der. Tabelle p. 2402 (I. c.) 
(Dies-es Bandch'en Seite 57) symmetrisch zu bei-den Seiten 
der Diagonale stehenden Ha:ufigkeitszahlen sind so nahe 
.gleic'.h, als man das in Anbetracht des erheblichen Ein
flusses zufalliger Fehler nur erwarten kann. 

Wie von vornherein zu erwarten war, erflillen also die 
von uns fiir die· beiden Spezialfalle entwickelten Formeln die 
Loschmidtsche Ford1erung der Umkehrba.rkeit der Zeitfolge. · 
Nun wollen wir naher untersuc.hen, wie trotzdem der Chariak
ter der Irreve.rsibilitat zustande kommen kann. 
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Il. W i e ·d e r k e h r - u n d E r w a r t u n g s z e i t 
m o 1 e k u 1 a r e· r Z u s t a n d e. 

A. Inter mitt i er end e Be o b, a c h tung, 

Als Z e r m e 1 o gegen B o 1 t z m an n s Irreversibilitats
erklarung dien P o inc are schen Wied1erkehrsatz ins Treffen 
ftihrte [75], suchte B o 1 t z man n1

) diesen Einwand dadurch 
z·u entkraften, d,aB- er fur einen g.ewissen F'aU die Lange des 
Zeitraumes abschatzte, nach ,dessen V e-rlauf der ursprung
liche molekulare Zustand wiederkehrt [76]. Die ganz un
geheure Lange jenes Zeitraumes •sah er als Beweis an, da.B 
die Umkehr thermo.dyna.misch irreversibler Vorgange zwar 
manchmal vorkommen musse, aber in der taglichen Pra.xis 
nicht beobachtet werden konne. 

N.ac.hdem wir aber seither eine ganze Reihe von soge
nannten molekularen .Schwankungsvorgangen kennen gelernt 

· habe'i1, wo man das "antientropische" Verhalten direkt be
obachten kann [77], erscheint es wiinschenswert, ein Krite
rium aufzusuchen, nach welichem man beurteilen konnte, ob 
ein gegebener V o,rg.ang in den Anwendungsbereich des Entro
piesaitzes fallt oder nicht. -
[343]· Die Boltzmannsche Berechnungsweise ,des Poincare
schen Periodizitiitszyklus eignet sich hierzu nicht, denn sie 
stellt nur fest, nach welcher Zeit die einzelnen Mole kule einør· 
g-ewissen Gasmenge in .dieselben Geschwindigkeits- und 

· Raumgebiete zuru,ckkehren konnten, die sie anfangs einge-
nommen haben. Sie bezieht sich also nicht auf den beobacht- I 
baren makroskopischen Zustand, sondern auf den Mikrozu-
stand, bei welchem die einzelnen Moleki.i.le ihrer Individuali- . 
tat nach unterschieden werden2

). Auch hangt die Lange 
di eses Zyklus von der willkurlichen U ehereinkunft daruber-
ab, was man als Koinzidenz zweier Zustande ansieht, .da die 
Molekularvorgange im allgemeinen nicht exakt, sondern nur 
quasiperio,disch sind. Daher fiihrte ich an der mehrfach er
wahnten Stelle den Begriff einer Wiederkehrzeit ein, we1cher 
sich auf einen experimentell beobachtbaren Parameter be-
zieht und hiermit auch die zweite Schwierigkeit vermeidet, 
da bei "statistischen" &y.stemen im F'alle eines einzigen Para-
meters im Laufe der Zeit e:mkte Koinzidenz mit den Anfangs
werten eintreten mu.B. Die Bedeutung jenes Be•gTiffes war 
in dem damals behandelte'n Spezialfall mathematisch gegeben, 
doch f ehlte eine allgemeinere Definition unc1 ein strenger 

1
) L. Bo 1 t z mann, Ann. d. Pbys., 57, 773 (1896). 

2
) Die beobachteten Vorgange kehren also unvergleichlich 

haufiger wieder, als die Lange jenes Zyklus vermuten lieBe, da die 
Inclividualitat der Molekiile fi.ir uns gleichgiiltig ist. 
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Nachweis der Rolle, welche diese GroBe spielt [78]. Nun 
mo chte ich versuchen, jene Erwagungen in -dieser Hinsicht 
~inigermaBen zu erganzen und zu prazisieren, und zwar, in
dem i,ch .das - eingangs erwahnte Beispiel - betreffend die 
Veranderlichkeit der in einem gegebenen Volum enthaltenen 
Teilchenzahl, welche durch Svedberg!s, Zahlenreihe illustriert 
wir,d - als Anhaltspunkt bienutze1

). 

Der spezielle Charakter -des molekularen Systems ist 
iibrigens prinzipiell gleichgiiltig, nur nehmen wir vorderhand 
als wesentlich bestimmenden Umstand an, daB der beobach
tete [344] Parameter eine- diskontinuierliche Veranderliche 
(Teilche:i;izahl) bilde, und daB die Beobachtung intermittie
rend, in aquidistanten Zeitintervallen erfolgt, so wie dies in 
Sv-edberg-s Versuchen der Fall waT. Die von selbst vor sich 
-gehenden Veranderungen ,der Teil,chenzahl oder des sonst 
in Betracht kommenden Parameters lassen sich dann durch 
-eine gebrochene Linie, nach Art der ein Stiick der Svedberg
schen Zahlenreihe illustrieroriden Fig. 2, darstellen: 
n,---.---.---..-----.----.-----.-,---,-.---.----~~~~-~~-~ 

4-J----+--+---!--r--+--f-----!-+---+--+--+-+----+----+--+-l----+---+---+----4 

0 .___,____,_-J-_1-..L-__._____._____JL._..L...___i..__,l,_____JL_..L..._J_---1..____JL-_L__J___J_____J_f 

Fig. 2. 

Hierhei ist die Abszissenlinie, welche die ·zeit vorstellt, 
in g'leich groBe Stiicke -r, entsprechend ,der Dauer -der Be
obachtungsintervalle, eingeteilt, wahrend die Ordinaten die 
beobachteten Teilchenzahlen bedeuten. Ziehen wir nun eine 
gewisse Ordinate, be~pielsweis n = 4, in Betracht. Dann 
wird als "Wahrscheinlichkeit des betreffenden n-Wlertes" die 
dem stationaren Zustande, entsprechende rela.tive Haufigkeit 
desselben bezeichnet, das ist <las Verhaltnis der Zeitstrecken, 
wo n = 4 ist, zu der gesamten Zeit-strecke. Nun moge die An
zahl der wahrend einer gewissen, auBeror,dentlich langen 
Zeitstrecke eintretenden Falle, wo der n = 4-W ert gerade 
nur wahrend der k Intervalle andauernd geherrscht hatte, mit 

1 ) Es eignet sich hierzu bcsscr als das von mir friiher benUtzte 
Beispiel, in welchem der beobachtbare Parameter eine stetige Vcr
ånderliche wa.r. Ein Teil dci im Folgenden entwicke,lten Uebcr
legungcn Ia.Bt si.ch allerclings auch auf da,_s leiztere i.i.bertra.g·en. 
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Nk bezeichnet werden, und analog sei Mk die Anzahl der 
F'alle, welche ,dur,ch ununterbrochene (und nicht tiherschrit
tene) Andauer des "Nicht-n"-Zustandes wahr,end k Inter
valle chara~terisiert sind. 

Dann wird jene Wahrscheinlichkeit · des n-Zustande,13 .aus
gedrtickt durch: 

5) W(n)=N1+2N2+_3N.~3+_._._. ______ _ 
· N1+2N2 +3Ns+ ... +M1+2M2+3Ms+ 

[345] Dies• ist also jene, Gro.Be, welche ,durch die Formel (3) 
geg·eben ist. 

Andrerseits ermoglichen uns,ere Formeln (1), (2) ,die Be
stimmung der W ahrscheinlichkeit, da.13 n.ach einem n-W erte 
im ,darauffolgenden Intervall abe.rmals ein n-W ert auftrete, 
da.B .also die Zahl n ungeandert bleibe-; diooe Gro.Be laBt -si,ch 
mit Hilfe jener Symbole offenbar folgen:dermaBen definieren :· 

6) p (O) = N2 + 2 Ns + 3 N, + . . . 
n N1 + 2 N2 + 3 Ns + ... · 

Hiervon ist, ein verw.andter Be-griff wohl zu untersc.hei
den, ,den wir nun neu einftihren .und in der Folge noch after 
benutzen werden, die W ahrscheinlichkeit, daB ein augenblick
lich vorhandener n-Zustand nur noch durch ein weiteres 
Intervall .andauere·, d. h. daB auf ,die Zahl n im nachsten Inter
vall abermals ein n folge, spater aber eine andere Zahl. 

Diese W ahrscheinlichkeit, welche wir mit cp l2 -z:) bezeich
nen wollen, betragt: 

N2 +N3+N4+ 7) cp (
2 -z-) = N1 + 2 N2 + o Na + 

Analog wird ,der Aus,dmc.k: 

8) cp (h) = 

00 

~Nk 
k=l 
CX) 

~kN~ 
k=l 

die W .ahrsc.heinlichkeit bezeichne-n, daB auf einen augenblick
lich vorhandenen n-Zustand im nåchsten Intervall ein- Nicht-n 
folg·e, und allgemein bedeutet 

9) 
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.die Wlahrscheinlichkeit, daE ein vorhand·ener n-Zustand noch 
gerade durch f''Intervalle fortdaure. und im (k + 1)-ten [346] 
Intervall in einen anderen Zustanc:1 tibergehe. Die analogen 
Ausdrticke flir "Nicht-n"-Zustiind-e sollen mit 1./J bezeiichnet 
werden, so daB also 1./J (k 'Z') die Wahrscheinlichkeit bedeutet, 
daB ein Nicht-n g,eraid-e nach .AJblauf vo-n k Intervallen in ein n 
tibergehe. 

Nun konnen wir -definieren, was unter Wie,de·rkehrzeit 
und verwandten Begriffen verstanden werden soll. 

Als "durchschnittliche Dauer'' des n-Zustandes mag das 
arithmetische Mittel samtLich:er du.rch Andauern des n-Zu
standes charakterisierter · Zeitstre,cken bezeichnet werden; 
dies en Ausdruck wollen wir mit T 1 be'zeichnen und konnen ihn 
mit Hilfe der ohigen Symbole folgendermaJ3en darstellen: 

N1 + 2 N 2 + 3 N 3 +. . . 'Z' 
10) T 1='Z'---------- _J.._ 

N1 + N2+Ns+• · ·. ip(i-r) 

Demgegentiber wa,re die durchschnittliche Dauer des Nicht
n-Zustande,s: 

11) 
M1 + 2 M2 + 3 M3 + ... 

0 l = -r ----------- --
M 1 + M2 + M 3 + .. . - 1./J.(h)

0 

])iese GroEe kann man ebensogut auch .als, durchschnittliche 
Wiederkehrzeit des n-Zustandes bezeichnen. 

Dag·eg·en wollen wir mit dem Namen "wahrscheinli,che Er
wartungszeit" eine andere GroBe bele,gen, welche, gebil<let 
wird, in.dem man flir jeden Nicht-n-Punkt die Zeit bis zum 
nachsten Eintreffen · des n-W ertes be,stimmt und daraus das 
Mitt el nimmt: · 
12) M 1 + (1+2) M2 + (1 +2+ S)M3 + ... 

02 = 'Z'--------- -------
M1 + 2 M2 + 3 M3 + ·•· 

00 

= ~h1./J(h). 
k=l 

Analog lieBe sich nattirlic.h auc.h die Erwartungszeit des 
Nicht-n-Zustandes bilden, -die man auch als "w.ahrscheinliche 
Fortdauer" .des n-Zustandes bezeichnen konnte: 

13) N1 + (1 + 2) N 2 + (1 + 2 + 3} N 3 + 
T2 = 'Z' ------------- --

N1 + 2 N2 + 3 N3 +. · · 
00 

= ~ h<fJ(h). 
k=l 

[347] Der Unterschied zwi.s,chen T1 und T2 beruht also darauf, 



BO M. v. ,Smoluchowski 

-da.6 die erstere Gro.Be einem Du.rchschnitt in bezug auf samt- ~ 
liche Uehergangsstellen .aus dem n- in den Nicht-n-Zustand 
entspricht, die letztere dagegen einem Durchschnitt in bezug 
.auf samtliche Nicht-n-Zustande. 

In ahnlicher Bed-eutung konnte man auch eine Gro.13e: 
2 . 

N1 + 22 N-;, + 3 N8 + ... 
14) T. 't' ----::-:::------,-----=-::,----c-----=:----

3 = N1 + 2 N2+ 3 N3 +.,. 
<lefinieren, indem man flir je-den n-Punkt die Zeitstrecke ·s·eit 
dem Beginn des n-Zustandes bis zu dessen Ende nimmt und 
.aus denselben ·das Mittel bildet. Doch gibt diese nichts 
wesentlich N-eues, denn man findet leicht, ,da.13 infolge ,der 
Beziehung: 

:die Formel besteht: 

15) 

W .as nun die Berechnung der "durchschnittlichen Dauer" 
:anbelangt, .so lii.Bt sich idiese auf ganz einfiache Wieise auch 
-0hne Kenntni,s ,(ler Funktionen cp, l./J .ausfiihren; da es niimlich 
offenbar. ebenso oft vorkommen mu.13, da.13 n in Nicht-n liber
geht, wie, umgekehrt, so ist: 

N1 + N'l + Ns + ... = M1 + M2 + Ms+ . .. 
und infolgedessen: [7'9] 

16) 01 = T1 [ W~n) - 1]. 

Mit Zuziehung von (6) un.d (10) findet man also: 

H) 
-r . -r 1-W(n) 

~ 1 = 1 - P n ( o) ; @1 = W(n) 1 - P n ( o) · 

Es schien mir interessant, diese F'ormeln .an der von 
:g v ~db e .r gi angegebenen Beobachtungsreihe zu prlifen, 
welche ich in der .me'h.rfac-h erwahnten Arbeit schon ofter zur 
Illustration theoretischer Berechnungen benutzt hatte, obwohl 
in [348] diesem Falle angesichts des zu geringen Zahlen
material\S von vornherein eine genaue U ebere.instimmung nicht 
zu erwcjl,rten ist. Die folgende Tab elle gibt eine U ebersicht 
-der aus jener Zahlenreihe gemaB den Definitionen (10), (11) 
empirisch bestimmten sowie der na,ch de·n Formeln (17) theo
retisch berechneten Werte der ,durchschnittlichen Dauer T1 
und der durchschnittlichen Wiederkehrzeit 81 ( wobei die 
Lange eines Inte-rvalls .als Einheit g-enommen wird) flir die 
in der e.rsten Reihe angefiihrten Teilch-en.z.a.hJ..en n: 
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n pn (0) W(n) I T1 ber. T1 ernp. 01 ber. 0 1 emp. 

0 0,321 0,212 1,41 1,66 5,54 4,48 
1 0,354 0,329 . 1,65 1,50 3,16 3,09 
2 0,278 0,25-5 1,38 1,37 4,05 3,98 
3 0,185 0,132 1,23 1,23 8,09 7,13 
4 0,111 0,051 1,12 1.23 20;9 16,0 

Die Gro:Benorrdnung und der a.Ugemeine V erlau.f der 
Gro.Ben &1 und T 1 wird aJso gewi.B gentigend bestatigt, wenn 
auch nattirlich an eine ins einzelne gehende U ebereinstimmung 
nicht zu ·denken ist 1 ). [80] 

Im Zusammenhang· mit diesen Begriffen sei noch ein 
zahlenmaBiges Beispiel ang-eflihrt, welches uus begreiflich 
macht, da.B der von Svedberg beobachtete Vorgang im Falle 
merklich a.buormaler Anfangszustande den Charakter eines 
irrnversibeln Diffusionsproze.Bes annimmt. 

In der Svedbergschen, 518 Einzelmessungen umfassenden 
Beobachtungsreihe, treten ,die Teilchenzahlen 0, 1, 2., 3, 4, 5 
sehr viele Male auf, die Zahlen 6 und 7 nur je einmal; wollte 
man -das AU'ftreten noch hoherer Zahlen heobachten, so mii.Bte 
man den Versuch demeutspreichend langer fortsetzen. In 
welchen Zeitraumeu konnte man nun erwarten beispielsweise 
eine Wiederholung der Zahl 17 konstatieren ZU konnen? 
[349] Wiir:de man P n (0) flir n = 17 berechnen (nach Formel 
(1), so ergabe diies einen auEerordentlich kleinen Wert: es 
ist au.Berst unwabrscheinlid1, da.B auf eine Zahl 17 abermals 
eine, 17 na.chfolge, und man kann beina.he sicher auf eine Ab
na.hme ·dieser abnormal gro.Ben Zahl 2) rechnen. Ebenso ist 
W (17) eine auBerst kleine Zahl. 

Die Formel (17) reduziert sich also flir derart abnormale 
Zustande auf åen Wert: 

18) 

el. h., die Sache verbalt sich so, als ob die sukzessiven Ver
anderung·en der Teilchenzahl voneinander gam; unabhangig 
waren 3

). 

. Wir,d nun in (18) di:, Zahl 17 eingesetzt, so ergibt sich fiir 
T 1 ein Zeitraum von 1013 r, d. i. zirka 500 000 Jahre, falls, so 
wie es Sveclb_erg. tat, 39 Messungen pro Minute gemacht wer-

1 ) Bei J.augeren th-Zeiten wiirde elle ·Ta.tsache, da..B nur eine be
grenzte Beobachtungsreihe zur Verfiigung steht, eine Quelle systema
tis-cber Felller bilden. [81] 

2) Die normale Anzahl Teilchen bet.rilg·t nlimlich in jenem Versuche 
/1f:i. 

3) Siebe die Ausfi.ihrungen betreffs Formel (20) uncl (36). 
Ostwalds Klassiker 207. 6 
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den. Es ist also begreiflich, daB man bei einem Anfangswert 
n = 17 den Diffusionsvorgang in ,der kolloi•dalen Los.ung flir 
irrev,ersibel halten wiirde, da man eine Wiederk'ehr zum An- -
fangszustand nie erleben diirfte. · 

, \W!esentlich schwieriger als die Berechnung von T1 ist 
die ·Ermittlung1 •der wahrscheinlichen Dauer T 2 , da· sie die 
Kenntnis der Funktionen <p, }/J voraiUSS'etzt," die v.iel ,komplizier- · 
tere Berechnungen erfordert, als. jene- der ·.Funktionen, W, P. 
Man kann iihrigens den ,diesbeztiglichen Ausdruck auch in 
ander er Ge-stalt darstellen, in.dem ·man (13) ,umformt in: 

T2 = 1 + N2 + 2 Ns + 3· N4 + . : . 
T N1 + 2 N2 + 3 N3 + . . . 

[
l + Ns + 2 N4 + 3 N5 + . . . . [l + N4 + ~ N5 + 3 N6 + . . . ] ] . 

N2+2 Ns+3N4+. . . N3+2N,1+3N5+ .· ... 
Das erste -der gebrochenen Polynome ,d'er rechten Seite ist 

zufolge (6) gleich der W a,hrscheinlichkeit, daB ein n-W-ert 
abermals von einem n-Wert gefolgt werde, welche wir durch 

- [350] P n (0) bezeichneten. Statt dessen wollen wir an -dieser 
Stelle das Symbol W (nn) gehrauchen. Analog bed·eutet dann 
-det zweite Bruch -den Prozentsatz unter allen n-n-Fallen, auf 
welohe noch ein d,dtt-e,r n-W1ert folgt, welchen . ma;n durch 
W(n n n) bezelchnein _kann usw. .Somit erhiilt man: 

19) T2 =-z-[1+ W(nn)[1+ W(nnn) [1+W(nn~n) .. . ] ]] 

Leider aber ist die Ermittlung der weit-eren Ausdrticke 
W(nnn)' usw. fur dieses Beispiel so verwickelt, daB ich bis
her von einer Berechnung derselben Abstand g•enommen habe. 
Auf die gleichen Schwierigkeiten stoBt -die Berechnung der 
Erwartungszeit des n-Zustandes 02 • 

Nur in einem Grenzfall ist die Rechnung olme weiteres 
durchfiihrbar, wenn namlich die Zeitinterva1le r so groB sind, 
daB die Na,chwirkung des vorhergehenden Z-ustand·e,s auf den 
nachfolgenden vernachlassigt werden kann, also dieselben als 
gegenseitig• unabha.ngig anzusehe-n sind. Dann gilt namlich: 

W (n) = W (nn) = W (nnn) = ... 
und inf-olgedessen wird 

T T 
20) T2=l-W(n); 82= W(n)" 

Dieselben Wterte er halt 'man in dies em F'a1le auch fur T 10 01, 
da dann P n (0) = W (n) ist. Also wer,d·en in dieseni Grenz-
falle die- heiden in Rede stehenden Begriffe identisch1

). [80} 
Die Bedeutung dieser Tats-ache moge noch durch die 
1 ) Siche diesbezUglich auch Gleichn.mg (36) und Anmerkung. 
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Analogie mit einem Wiirfelspiel illustriert werd-en, :bei wel
chem die fur irgenæ ·eine der Zahlen von 1 bis 6 gileich gro.Be 
Wahrsch-einlichkeit W = 1/6 besteht. Erfolgen ,die Wiirfe in 
Zeitintervallen r, so betragt die durcb,_s,chnittlic.he Lange des 
Intervalls, welches zwischen zwei aufeinanderfolg-enden Ein
serwiirfen verflie.Bt (die "Wie,derkehrzeit" der Eins) E\ =6r. 
[351] Berechnet ma.n aber die Zeit, welche von irgend einem 
Nicht-Eins·erwurf bis zum nåchsten Einserwurf im Mittel ver
flieBt (die Erwartungszeit der Eins), so findet man sie eben
sogro.B. [82!] 

B. · .Kont in u i er 1 i c he Be o ba c h tung. 

Insoweit ha.bien wir vorausgesetzt, ,daB die Beobac.htung 
intermittierend, in aquidistanten Zeitpunkten erfolgt. Nu.n 
tiberlegen wir noch, wie sich die Sache• a.ndert, falls alles auf 
kontinuierliche Beobachtung bezogen wil'>d. 

Die allg·emeinen Fomf;ln (10)-(13) nehrp_Jm -dann ,die Ge
stalt an : 

21) 
1 . 1 

T1 = 'F (o) ' 
@---

1-1/J(o)' 

00 00 

22) T2_= jt ip (t)_dt , . @2 = f t tf-' ( t) dt ; 

0 0 

wenn nun, ahnlich wie friiher, <p (t)dt (beziehungsweise t/J (t)-dt 
die Wahrscheinlichkeit hedeutet, daB - von einem beliebigen 
Zeitpunkt innerhalb des n-Zustandes (be.ziehungsweise (Nicht
n-Zustandes) aus gerechnet - der beo,bachtete Parameter 
bis zur Zeit t den Wiert n (beziehungsweise Nic.ht-n) beibe
halte und bis zur Zeit t + dt in einen anderen (beziehungs
weise in n) iiberg·ehe. Die·s la.Bt sich auch no,ch weit,eT im 
Detail v,erfolgen; wenn namEch f (x, n) dt 1die Wa,hrschein
lichkeit bedeutet, daB ein von x ausgehendes System zum 
erstenmal im Zeitabschnitte t ... t + dt in den Wert n iiber
gehe, und wenn die- relative W ,ahrscheinlichkeit der verschie-· 
denen x-W1erte im statio:p.aren Zustand .cLurch W (x) be
stimmt ist, so gilt offenb,ar: 

tfl (t)= ~ f(x, n) W(x). 
X 

Andrerseits hi=i,ngt ,die Funktion f mit der Maximalabweichung• 
zusammen, denn in ahnlicher W eise wie in der voranstehen
den Abha.ndlung1

) zeigt man, daB die durchs,chnittliche ein-

1
) Siehe den auf Gleichung (6) dru-selben fo1genden- Absatz, Seite 'll5. 
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seitige [352] Maxim.alabweichung aus ,d·er x-Lage sich aus
driicken la..Bt durch: 

t . -
Em=~ n [f(x1 n)-f(x,n+l)]dt 23) 

n 
0 

und mittels weiterer Mittelbildung iiber ,die verschiedenen 
x-W ert~ wiirde man die allg·emeine Ma.ximalabweichung er
halten. 

Fur unser spezielles Beispiel erscheint es einfa,cher, an 
Stelle der allgemeinen Formel (21, 22) auf das friihere Resul
tat (17) zu.riickgreifen und den Grenzwert flir lim T = 0 zu 
bilden. Nun zeigt sich aber, .d<a13 in diesem Falle infolge der 
Bezi-ehung· :1) 

24) lim Pn (0) = lim [1- (n + v) P+ .. . ] t=o 

= l- 2{n+v)1{ih 
h Vx 

der Grenzwert lim T1 = 0 zum Vorschein kommt 
Dies wird . versta.ndlich, wenn man naher ti.ber legt, in wel

cher W eise die Ver1inde;rungen ,der Anzahl d'e.r Emulsions
teilc.hen zustande kommen. Sobald sich ein Teilchen den 
Grenzflachen des beohachteten Volums nahert, wird im .allge
meinen zufolge der Brownschen Bewegung d·e.sselben ein 
rasch alternierender W-echsel eler TeiJchenzahl stattfinden, 
indem bei jedesmaligem Hindurchtritt des Teilchens die Zahl 
sich diskontinuierlich um eine Einheit andert. Dieses Hin- und 
Herschwanken sollte sogar, -den betreffenden Formeln ge
ma.B, unendlich rasch vor si,ch gehen, da die Brownsche Be
wegungsbahn des Teilchens beka,r.rntlich eine nicht differen
zierbare Kurve mit unendlich vielen Zacken bild·et 2

). Bei 
kontinuierlicher Beobachtung wti:vde somit an Stelle der 
Fig. 2 eine grap,hische Darstellung von ,der Art der Fig. 3 
treten. 
[353] Da nun die Anzahl der Zacken unendlich gro.B gedacht 
werden mu.13, also ~Nk = co, die gesamteZeitstrecke aber end-

k 
lich ist, wi.rd der Durchschnittswert na,ttirlich unendlich klein. 

Somit -scheint es, als ob der Begriff der ,durchschnitt
lichen Dauer und. Wiederkehrzeit T 1 , f)1 bei kontinuierlicher 

1 ) Aus Formel (1) for k = O, mit Rilcksicht :i.uf den Grenz
wert von {2). [83] 

2) Die bekannte FormcIL, X =-J2 Dt wilnle besagen, cla.B fi:i1· un
endliGh kleine Zeitstirecken unendlich kleine Verschiebungcn mit unend
lich groDer Geschwindigkeit durchlaufen werden. [84] 
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Beobiachtung gegenstan.dslos wurde. Anders stellt sich die 
Sache dar in bezug auf die wahrs,cheinliche Dauer und Er
wartungszeit T2, 02 ; dieselben werden von Null verschieden 
sein, soba1d es nur Zeitstrecken von endlicher Lange gibt, 
wahrend welcher der betreffende n-Zustand ununterbrochen 
andauert, in d·er Art, wie es die Figur andeutet. 

Nun la.Bt sich aber auch den Gro.B-en T 1, 01 ei~ vernunf
tig-er Sinn beilegen, wenn man beachtet, daE die Formel flir 
Brownsche Bewegung nur giiltig· ist fur Zeiten, -die weit 
gro.Ber sind, als das zum Durchlauf en ,der "mittleren an
nahernd gera,d,en W eglange" notige Zeitintervall r. 

,J -,---- """ 

2>----

O.._ ______________________ f 

Fig. 3. 

Ta.tsachlich erfolgt die mittlere Momentanbewegung mit 
einer d-er Teiil,0henmasse entsJ)rechenden Molekulargesohwin
digkeit1) und tliese Beziehung ist an Stelle der Brownschen 
[354] Bewegt111gsformel fi.ir erheblich klirzere Zeiten als 7: 

zu setzen - was auch eine dementsprechende Aenderung in 
dem Ausdrucke (2) fih: P nach sich zie-ht. Letzteres ist nam
lich foner Bruchteil der in ,der Schichte h anfanglic.h vor
·handenen Suhstanz, welcher infolge der diffusen Molekular
bewegung,en wahrend· Ablauf der Zeit t aus den beiderseitigen 
Grenzflachen a.usgetreten ist. 

1
) Bei einer -anderen Gcleg·enheit (Festschrift. anl. d. 250jahr. ,Jubil. 

-d. Universitat, Lemberg; Krakau 1911) ha.be ich die Frag·e diskutiert, ob 
die durch Gegenwa.rt des fli.issigen Mediums bcwirkte "scheinbare Masse'' 
bei Ermittlung der Molekularg·eschwindigkeit der Emulsionsteilchcn in 
Betracht zu ziehen ist oder nichL Hier wollen wir von jener Kompli, 
kat.ion ganz abs.ehen. 
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Da nun laut der bekannten Foæmel fur die molekula.re 
StoBzahl die Anzahl der pro Flaehen- ·und Zeiteinheit auf-

N C 
treffeniden Teilchen V 

6 
n betragt, [85] wo N ,die Za.hl der Teil-

chen pro Volumeneinheit bedeutet, so wird 
[86] 25) _ lim p = ~ 

t=o h~ 
und hiermit erhalten wir flir die durchsclrnittliche Dauer eines 
Zustan-des, ,de.r durch die Anwesenheit von n-Teilc.hen in der 
betrachteten Schicht~ charakterisiert ist :1

) 

26) hV6n 
Ti= 2 (n+v) c· 

De:mentsprechend folgt flir die durchschnittliche Wie,der-
kehrzeit ,des n-Zustandes d,er 1W1ert: · · 

· hy6n 1- W(n) (87] 27
) 61 =2(n+v)C W(n) · 

[355] In der Svedbergschen Versuchsæ-eihe bestimmt sich nun 
die wahre mittlere Teilchengeschwindig•keit C aus -der Ma.sssM 
der Teilchen nach der Formel [4] C=vs:: 
zu C = 26 cm/sek. Somit wiird•e sich ,die durchschnittliche 
Lange des Intervalls zwis,chen dem jedesmaligen Auftreten 
der Zahl 17 bei ununte.rbrochener Beohachtung auf 161 Tage 
behmfen und· auch da wiirde eine, solche Teilc.henzahl jedes
mal durchschnittlich nur wahr.end' .d·er Zeit T = 9·10-7 Sek. zu 
beobachten sein, so daB der betreffende Phy,siker, selbst falls 
er eine solche Beobachtung gemacht hatte, g•ewiB glauben 
wiirde, daB er .sich geirrt ha.be. Das Resultat ist also insQ
fe.rn ahnli.ch wie hei intermittierender Beob,a.chtung, indem 
solche Anfangsbedingung·en auch in dem jetzigen Fall einen 
fiir die Praxis irreversibeln V erlauf des Vor ganges be
·dingen [88]. 

Gehen wir nun .dazu iihe-r, die wahrscheinliche Dauer T2 
des Zustandes zu bestimmen, welcher durch die Anwesen
heit von n Teilchen in de_r Schichte h charakterisiert ist, in- · 

1 ) Diese Formel la.lH sich ebenso wie die nachstehende, im Sinne 
von (21) auch unmittelbar begreifen, denn die Teilchenzahl n andert .sich, 
so oft irgend ei11es der inneren (mit der Dichte n/h verteilteu) oder der 
auBeren (mit der Dichte 11 /h verteilten) Teilchen eine der beiden Grenz
fla.chen der Schichte durchschreitet. Die Anzahl eler Wechsel betrågt 

2(n+v)C 
also pro Sekuncle. 

h V6n 
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dem wir uns dabei auf die Definition (22) berufen. Ein sol
cher Zustand dauert nur so• lange, als, keines der n Teilchen 
das b,etre:ffende Raumgebiet verla.Bt und als kein neues Teil
chen von au.B.e-n .hineingerat. Es konnte alle.rdings auc.h vor
kommen, da.B gleichzeitig1 ein Austritt und Eintritt erfolgt, 
wobei die Anzahl n erhalten bliebe, doch ist die Wahrschein·~ 
lichkeit eines solchen Ereignis-ses offenba.r verschwindend 
klein. 

Ueberlegen wir al-so vor allem, mit welcher Wia,hrs.ch13in~ 
lichkeit bis zu einem gegebemm Zeitpunkt ,der e,r.stmalige. 
Eintritt eines a,u.Beren Teilchens zu erw.arten ist. Eine -str-enge 
Antwmt erhalt man mittels einer analogen Methode, wie die 
in der vo.ranstehenden Abhandl:ung ang,e-wendete, unter Be
nutzung der daselbst definierten Koeffizienten anm· Aber 
praktisch g•leichwertige Resulta,te liefert auf viel einfachere 
Weise eine entsprechende Anwendung der Di:ffusionstheorie. 
w-elche wir -schon in jenem Falle als Aequiyalent de.r ,d•etail
lierten Berechnu.ngiswe-ise, erkannt hatten. 
[356] Stellen wir uns namlich vor, ,da.B: anfangs innerhalb 
einer Schichte von der Dicke, H ( weLche als beliebig gro.13 
vorausgesetzt wir-d) ein einziges Teilc.hen sich befinde, wo
hei alle ,Wlerte der Abszisse x, inne.rhalb der Grenzen 0 bis H, 
als gleic'h wahr.sclieinlich vorausgesetzt werde-n. Dann ist 
dies zu vergleichen mit einer Schichte einer anfanglich gleich
formig konzentrierten Substanz, und wenn deren Grenzflaiche 
x = 0, vom Zeitpunkt ·t = 0 ang·efangen, fortwiih,rend, auf 

der Konzentration Null er halten wird, so ist ,die W ahrschein
lichkeit, da.13 jenes Teilchen bis zur Zeit t ,die Grenzfliiche 
x = 0 kein einziges Mal tiberschr.itten habe, zahlenmii.Big 
identisch mit jenem Bruchteil ,der anfanglich in der ganzen 
Schichte enthaltenen Substanzmeng-e, welcher trotz des Dif
fusionsvorg·anges die Grenzflache derselben noch nic-ht tiber
schritten hat [70i 

Da nun die tibergetr,etene Suhstanzmenge betragt1
) 

t 

28) A = N j V ;>t dt 2 NV-~/ 
0 

und da die ursprtingliche Menge HN war, so ist die W .ahr
scheinlichkeit, daB- jenes Teikhen ,die Grenzflache noch nicht 
liberschritten habe: 

U=l-_! 1/m HY n: . 

Sind nun anstatt eines Teilchens deren n in jener Schichte 

1
) Vgl. vorstehende Abhandlung, Formel (16), Seile 70. 
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vorhan.d,en, so ist die ·w,a.hrscheinlichkeit W
1

, da13 keines der
selben bis zm Zeit t jene Grenzflache ilberschritten habe, 
gleich: W 1 = un • W enn als Ma.B der Teilch~nverteilung· die 
Anzahl v eing·efiihrt wird, welche normalerweise im Mittel 

. V auf die beobachtet-e Dichte h entfallt, so daB n = h H ·wird, 

und wenn dann die Schichtdicke H geni.igend gro13 gewahlt 
wird, kann· immer mit geniig,ender Annaherung gesetzt werden: 

29) W _ lim r l 2 1 / D t] f H _ - -
2
/ J/D t 

i- H=a:il --RVn -e 77: 

[357] Nun ist eine ana.loge U eberlegung betre:ffs der n "inne
ren" Teilche·n anzustellen. Wird eine a.nfang'lich gleich kon
zentrierte Sehichte h, von der Zeit t = 0 a.ngefange11

1 
an bei

den Grenzflachen fortwahrend auf d·er Konzentra.tion Null er
halten, so la.Bt sich deren Verteilung bekanntlich darstellen durch die Reihe·: 

k =ro Dk2n2 t 
30) 

4 ~ 1 __ h_2 _ • knx 
n=7r -~ 7ce sin-h-, 

k=l 

in welcher sich ,die Summation auf alle ungeraden Zahlen k 
von 1 bis CX) erstrnckt [89]. 

Flir unseren Zweck ist jedoch eine a.ndere Entwicklung 
geeigneter, welehe aus der p,artikularen Losung (17), loe. cit. 
d. B. Seite 70, nach Analogie mit dem d1'Alembertsc1rnn Spie
gelungsverfahren erhaJten wird [90], namlich 

2 
U= Vn [Ø (x) + Ø(l-x)- <J>(l+x)- <P(2l-x) 

31) 

+ Ø(2l + x·) + Ø(Bl -x)- ... ]: 
wo zur Abiktirzung gesetzt ist: 

X 

!~,ID t O <P(x)=· e-Y"dy. 
0 

Wie hier.aus ersichtlich, kann, solang·e der W ert 4 it klein 

ist, flir die auf jeder Seite a.ustretende Substanzmenge wieder 
die Formel (28) benutzt werden [91], so •daJ3 der prozentuelle 
Gesamtinhalt ausgedri.ickt wird durch 

U=l-¾~-
Sind also, anfangs h Teilchen in jener Schichte vorhandcm, 

so ist ,die W!ahrscheiulichkeit, da13 keines ,derselben bis zur 
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Zeit t eine der beiderseitigen Grenzflachen passiere, bes-timmt 
durch 

32) 

[358] was sich fiir g·eniigend kurze t wieder durch eine Ex1)0-
nentialfunktion ersetzen laBt. Kombiniert man dies mit den 
zwei Ausdriicken (29), welche flir den Eintritt der auBeren 
Teikhen gelten, so la.Bt sich also der Prozentsatz der Falle, 
wo die urspriingliche Teilchenzaihl n bis zur Zeit t unver
andert andauert, angenahert dar&tellen durcl1: 

33) 
TV= W12 W2 =e 

4 (n + v) 1/ Dt 
h }' n • 

Die W ahrscheinlichkeit, .d-aB die Anzahl n im Zeitraume
t ... t + dt zum erstenma,l in (n + 1) oder (n -1) libergehe" 

wird also gegeben durch - ddn; dt, und die wahrsc4_einlich 

Dauer des n-Zusta.nd.es · resultiert -da.raus zu 
00 dW 00 . nh2 

34) T2 . - f t dt dt = f W dt = 8 ( n + i, )2 D . 

Es ist bemerkenswert, d,a,B man einen Ausdruck d-erselben 
GroBenordnung mittels einer ga.nz primitive·n Ueherlegungs

. weise findet, indem man namlich -die seinerzeit abgeleitete
Formel1) 

L,2=2i,P 

z~i Hilfe zieht, welche das durchschnittli,che -Quadrat eler iu 
erner gewissen Zeit vor sich gehenden Aenderung· der Teil
chenzahl bestimmt. Fiir kurze· Zeiten la.Bt sich P in der Art 
a.pproximieren, wie bei Formel (24) erwahnt wurde, also fin-

det man [92], da.B eine Zeit t = 
1
;::~ ablaufen mu.B, damit: 

sich ,die Teilchenzahl im Mittel um Eins andere. Eine genaue 
Uebereinstimmung mit dem obigen Resultat ist schon clarum 
nicht zu erwarten, weil die Art der lVIittelbildung verschie
den ist, indem es sich dabei ,um die durchschnittliche, in ge
wisser Zeit eintretende Aenderung, im obigen aber um die 
erstmalig·e Aenderung hanclelt. 
[359) Wenn wir nun die jetzt erhaltene walirscheinliche 
Dauer T 2 mit <ler fru.her (26) abgeleiteten dnrchschnittlichen 
Dauer T1 des n-Zustandes vergleichen, so• fa.llt. uns ein wesent-

1
) M. v. Sm o 1 u chow ski , diese Sitzung·sberichte, 123, 23'3l 

(1914.), Gleichun2 (23). Dies es Biindchen, Seite 50. 
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licher Unterschied auf, sowohl in biezug auf die Gestalt der 
Formel wie auf die Gro.13enordnung des Resultats. Es wiirde 
sich namlich flir jenes Beispiel (fiir n = 17, v = 1,55, D = 10-1) 

erg-eben: T 2 = 4,6·10-3 ,Sek. 
Und wenn auch hier -dasselhe Verhaltnis zwis,chen 6>2 und 

T 2 herrschen wiirde, wie zwischen Ø1 und T1 
1 ), natte man 

h2n 1 35) 02 =8(n+v)2D" W(n)· 

was ergeben wiirde-, da.13 man im lVIittel wåhrend 2000 Jahren 
fortdauerncl beobachten mii.13te, um unter Svedbergs Ver
suchsbedingungen einmal das .A.uftreten -der Zahl 17 erblicken 
zu kannen. 

III. V e r a Il s C h a u 1 i C h u Il g d u r C h A Il a I O g i e 
m i t a n d e r e n V o r g a n g· e n. 

Auf den ersten BLick erscheint es merkwiirdig-, da.13 den 
zwei etwas .abweichenden Definitionen der Dauer eines Zu
standes, welche wir die dur,chschnittliche und ,die wahr
scheinliche g-enannt haben, quantitativ und qualitativ so sehr 
verschiedene- Gro.13en entsprec.hen. Dies·e Tatsache kann man 
sich abier durch Analogie mit einigen anderen Erscheinungen 
leicht veranscha.ulichen, wodurc-h man ein klares Bild der 
Verand·erli-chkeit molekularer V or gange gewinnt. 

Denken wir beispielsweise an die Entladungen einer mit
te ls eines Induktors g·espeisten Leidener Flasche. J -e,der 
Funken besteht dann aus einer gro.13en Anzahl rasch .auf
-eina.nderfolgender Partialentladungen, de.ren Zeitintervalle 
auBerst kurz sind im Vergleich mit den Intervallen zwischen 
den ei_nzelnen [360] Funken. Das1 durchschnittliche Intervall 
zwischen je zwei aufeinanderfolgende·n Entladung·en 01 (be
zogen auf die Gesamtza:hl der Entlaidungen) ist dann nur 
wenig groBer als die Schwingungs.d-auer des Entla;dungs- b 
kreises. Die wahrscheinliche Erwartungszeit 82 (bezogen auf 
-samtliche Zeitmomente- ils Ausgangspunkte) wird: -dageg·en 
ungefahr mit dem halben Intervall zwischen zwei Funken 
ubereinstimmen, wird also von ga.nz anderer GroEenordnung 
sein un-d' von .anderen Versuchsbedingungen abhången als 01. 

Das wesentliche Moment, we1ches den Unterschied dies·er 
zwei GroBen bedingt, ist offenbar -die Tatsache, da.13 -die Par-
tialentladungen nicht in zufalliger W'.eise erfolgen, -sondern r, 
daB der Eintritt der ersten notwendig-erweise gleich eine 
-ga.nze Reihe weiterer na.c.h sich zieht. In di eser Hinsf cht 

1 ) Dies wird im allgemei.nen nicht der Fall sein (siehe den auf 
Gleichung (43) folgenden Absatz), dahcr gebrwucheu ·wir im obigen 
diese hypothetischc Ausdruckswei.se. 
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konnen wir ,dreierlei Kategorien von V org angen unter
scheiden: 

1. Zufallige, Ereignis>se, die einander gegenseitig gar 
nicht heeinflussen, wie z. B. die Zusammensto.13e eines Mole
kuls eines verdiinnten Gases mit anderen Ga.smolekiilen oder 
eler Ze-rfall der Atome radioa..ktiver Substanzen, verteilen sich 
derartig unregelma..Big auf die Zeitlinie, da.13 01 und et iden
tisch werden. Bedeutet d·ann kdt die lW1a.hrscheinlicheit, 
da.13 ,ein solehes Ereignis; ,im Zeitraum t ... t + dt erfo1'ge, so 
ist idie durchschnittliche Intervallange, respektive die Erwar
tungszeit: 

86) 

un,d es la.13t sfoh leicht beweisen, ida.B' dann die relative Wa.hr
scheinlichkeit ver.scltieidener Interva11angen bestimmt wird 
du,rc,h die Formel 
37) W (t) dt = ke-ktdt, 

welche in ,der Theorie der mittleren W eg lange bereits von 
Clausius .~bg1eleitet, fur Szintillationsbeobachtungen des ra
dioaktiven Zerfalles zuerst von M ar s d e n undl B ar r at 
verwendet wurde. 1

) [88] 
[361] 2. Wenn es Phanomene gibt, wo die Wiederholung 
eines Ereignisses .durch den Eintritt des Vorangehenden nicht 
begtinstigt ( wie im Fall der Funkenentladung), sondern er
schwert wird, wtirde 01 > 6 2 werden. Im extremsten derar
tigen Fall werden die Ereignisse in gleichen Zeitabstii,nden 
erfolgen und dann ist offenbar 

1 
82 =2 G1. 

3. W enn der Eintritt e-ines Ereignisses die Wliederholung 
eles selben begiinstigt o.der mit anderen .W1orten: W enn eine 
positive W ahrscheinlichkeitsnachwirkung besteht ( wie in den 
in die.ser Arbeit besprochenen Molekular-vorgangen), so treten 
die Ereignis1se s,chwarmartig auf und dies bedingt die Ver
gro.Berung ,de-s G2im V ergleich mit G1. [80] 

N och hes ser als in dem Beispiel der Funkenentladung, 
wo die Erscheinung zu regelma.Big verlauft und dem Zufall 
zu wenig1 Spielraum gegeben ist, tritt die Analogie mit unse-

t 1
) Der naheliegende, aber fehlerhafte Schlu.B, da.8 01 = 2 02 sein 

musse, bildete die Grundlage eines gegen die C I a u s i u s sche Bercch
nung der mittlernn Weglange g·erichteten Einwandes von Korte w ~ g 
(C I au si us , Wa,rmetheorie, 3. Bd., p. 208) Siebe, sonst: E. Mars den 
und T. Bara t t, Proe. Phys. Soc., 23, 367, (1911); Pbys. Ze-itschr., 12, 193, 
!1911_); L. Bort k i e w i c z, Die radioaktiven Strablungen, Springer, 
Berlm, 1913. 
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rem Problem rn dem folgenden Beispiel hervor, welches da
mit unmittelbar zusammenhangt und iibrig-ens auch an und 
fiir sich ein gewiss·es Interesse bietet. 

Denken wir uns innerhalb eines mit einem idealen Gase
geftillten GefaBes eine Kugelfla.che (mit •dem Radius a) be
schrieben un.d, stellen wir uns die Frage: Wie la,nge· halt sich 
durchschnittlic-h -ein Ga.smolekiil innerhalb jener Kugel auf? 
Bei praziserer Aus,drucksweise werde-n wir zu unterscheid·en 
haben zwischen: 

a) der durchschnittlichen Aufenthaltsdauer T1 , d. i. der 
durchschnittlich zwisc.hen Eintritt des Molekiils in ,die Kugel 
und .dem nachsten Austritt aus .dierselben verflieB'enden Zeit, 
wobei sic,h ,die Dur,chschnittsb:ildung auf -alle 'Eintrittsereig
nisse bezieht: 

b) ,der wahrscheinlichen Aufenthaltsdauer oder Austritts-
erwartungszeit T 2 , von der momentan en Lag-e des Molekiils: 
in ,der Kugel bis zum nachsten Austritt, wobei alle Anfangs
[362~1agen wahrend des Aufenthaltes1 in der Kugel mit glei
chem Gewicht beriicksichtigt wer-d'en. , 

Nun ist ,die Gro.Ile T1 sehr leicht zu berechne•n, indem man 
. sich die Kugelflache als starre W aner denkt, d.a ,dann T 1 als. 

jene Zeit aufgefaBt werden kann, welche im Durchschnitt 
zwis-chen zwei aufeina.nderfolg_enden StoBen verstreicht" 
welche von einem gewissen Molekiil ·geg-en -die• W arid aus·
geiibt wer.den. Da alle ·iln Inneren befindlichen Molekiile- · 

NC 
4a2 n -y6nStoBe ausiiben [86], folgt, daB ein einzelnes unter 

"h Z . . h . Gi /3 M 1 · n 1 nen pro e1tem e1t aV ~ a e an die W,and sto.wt, .also ist 

38) T =V2n !!'._ 1 
3 c. 

Dasselb,e Resultat ka1111 man mittels direkter Berechnung· 
der -durchschnittlichen Lange der in der Kugel zuriickgeleg
ten Strecken unter Voraussetzung einer im Verha.ltnis· zum 
Radius groBen W eg lange .A., ableiten, wenn man dabei das 
Geschwindigkeitsv-erteilungsg·esetz beriicksichtigt. Einfacbe
U eberlegungen zeigen aber, daB di eses Resultat von der 
Gro.Be der mittleren Weglange· gar nicht abhangen kann, 
claB also jene F'ormel .allgemein gelten muB. [93) 

· Dagegen wircl offenbar die fiir jecles in der Kugel befind
liche Molekiil durchs·chnittlich bis zu · sein em nac.hsten Aus
tritt aus derselben ve·rstreichende Zeit T2 in ho-hem Grade
von .der GroBe der freien rv~teglang-e ).. a.bhangen. Die Be
rechnung stiitzt sich .clahei auf die selbstverstandliche An-

L 

I 
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nahme, da,13 im La.ufe ,der Zeit alle V olumelemente im · Innern 
der Kugel gleich haufig als AusgangsJ)unkt dienen werden. 

I st namlich die mittlere Wegla,nge sehr gTo.13, so da..B die 
von den ]\folekulen in der Kugel zurtickgeJegten W eg-e als 
Gerade angesehen werden konnen, so wird die .d.urchschnitt
liche Lange derselhen jedenfa.lls von der GroBenordnung a 
uncl die Zeit' T 2 wird eb-enso wie T 1 von der GroBenordnung 
a/C s·ein.1

) 

[363] Ist aher die freie WBglange sehr klein, so fiihren die 
Molekiile eine Art Brownscher Bewegung aus, und zwar wer
d,en die tiefer im Innern. befindlkhen, sehr komplizierte, rela
tiv lange Zich3'ckwege zuriickleg·en, bis sie ån die Oberflache 
gelangen. Die Zeit, welche sie hierzu im Durchschnitt be
notigen, wird ebenso wie im vorhergehenden Abschnitt auf 
Grund der gewohnlichen Diffusionstheorie erhalten, · indem 
man berechnet, wie eine anfanglich die Kugel gleichformig 
ausfullende ,Substa.nz nach auBen cliffu·ndiert, falls d:ie Kon
zentration an der Obe·rflache konstant gleich Null erhal
ten wircl.. 

Man find·et nach bekannten .Methoden, da.B die Konzen
trationsvertei'hmg zur Zeit t definiert wird dtmch: [94] 

oo k + 1 D k2 n2 t 
2 a "'1 (- H -

2 
• k rr r 

(! = (!o nr ~ k e a sin-;;:- • 39) 

k = l 

Somit nimmt ,die mittlere relative Dichte innerhalb der 
Ku gel - welche uns nun die W ahrscheinlichkeit reprasentiert, 
da.B ein anfa.ngs irgend wo im Innern befindliches Molekiil 
die Kugelflache noch nicht iiberschritten habe - na.ch .Ma.13-
gabe der Funktion a,b: 

CD · Dk2n2t 
40) ~ = n0 ~ ~ _l_e--a-2-

, n2 ~ k2 
k=l 

und hieraus ergibt si,ch die ,durchschnittlkh zum Austritt be
notigte Zeit: 

42) T2 = ~:4 [ 1 + (; r + ( ! r + ( ~ r + ... J . 

D -- 03J. , [95] so Set.zen wir den Di:ffusionskoeffizienten 

erhalten wir ,d,en Naherungswert: 

1 ) Es sei lrnmerkt, da.B hier T 1 quantitatiY von T2 verschieclen ist, 
was clamit zusammenhångt, da.B in der zeitlichen Verteilung der Ein
tritt- uncl Austrittereignisse kein vollkommener Zufall herrscht; da.s ist 
schou daraus ersicht.Uch, dall nach jedem. Eintritt der Austritt inne.rhalb 
eines Zeitraumes erfolgen muB, der nicht gro.Ber sein Irnnn als 2a/C. 
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18 a2 
T2 =nlCl 

1364] welcher ålso im Verhiiltnis T gro13er ist als T
1

• Ganz 
analoge Resultate wiirden fur ,d,en Aufenthalt eines Emulsionsteilchens in bestimmten Riiumen gelten. 

Der Unterschie,di von T1 und T2 wird offonhar auch in diesem Beispiel ,durch die charakteristische ,,,W1ahrscheinlichkeitsnachwirkung" bedingt: es dauert relativ 1ainge, bis ein Teilchen unter Ati:sftihrung se:ine:r BrowTIJschen Be,wegungen an idie Oberflaiche g1elangt, a.he,r wenn es dieselbe einma.l uherschritten hat, so wird es hoch:stwaihrscheinlich in e.iner kurzen Zeit zu wiederholten Malen ein- und austreten. .Bei Abschatzung der Aufenthaltsdauer entspricht die, Gro13e T
2 

viel besser unserem physikalischen Ge.ftihl, weil man instinktiv ~Ile Anfangslagen in der Kugel als gleichberechtigt ansieht. Um zu T 1 zu g:elange,n, mu13 man sic.h vorstellen, da13 ,da,s Teilchen zu wiederholten Malen an die Oberflache der Kugel gebracht wird, und da13 wir das1 Mitte-1 der betreff enden Durchwanderungszeiten nehmen. Dasselbe ist natiirlich darum viel kleiner als T2, weil e-in solehes TeHchen relativ selten in die tieferen Schichten eindringen wiir-de. 
Auch fur die Gro13en 81 und 02 e•xistieren in unserem Beispiele genaue Analoga. Die erstere ist die durchschnittliche Wiederkehrzeit fur den Eintritt eines1 Teilc.hens, welche vom Verhaltnis des Kugelinhaltes zum Volumen ,d·e,s ganzen Gefa13es V ahhangt: 

43) 

Dagegen hangt die wahrscheinliche Erwartungszeit fur den Eintritt des Teil~hens auch von der Gestalt des Gefa.13es ab und la.Et si-ch, falls dies•e g·e-geben ist, in ganz ahnlicher Weise berechnen wie T
2

• 

IV. K r i t e r i e n d e r I r r e v e r s i b i 1 i t a t 
m o 1 e k u 1 a r e r V o r g a n g e. 

Die in den vorhergehenden Abschnitten in priiziser Form gefa.6ten Begriffe ,der Wiederkehrzeit eines molekularen Zustandes bHden das eigentliche Kriterium flir die Giiltigkeitsgrenzen des Entropiesatzes. Ob uns• ein (einparametriger) [365] V organg reversibel oder irreversibel erscheint - das fat ja der Kernpunkt der ganzen F'.rage - hangt nicht von der Art desselben ab, sondern vom Anfangszustand und der Beobachtungsdauer, und zwar la.6t sich alles in die einfache 
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{
Irreversibel} . . 

Regel z·usammcnfassen: Reversibel erschernt uns em Vor-

gang, wenn der hetreffende Zustand eine im Verhaltnis zur 

Beohac:htungsda~er { 1a:r~!}wuederkehrzeit (beziehungsweis~ 

Erwartungszeit) bes·itzt. 
W elche der bei,den von uns hauptsachlich angewendeten 

Definitionen fiir die Wiederkehrze-it dabei anzuwenden ist~ 
hangt offenbar von folgenden Umstanden ab: 

Geht unser System von dem in Rede, stehenden Zustand 
als Anfangszustand aus und fragen wir, ob d·ess•en automa
tis,che tWued-erkehr in der zu Gebote stehenden Zeit zu er
warten steht, so ist hierfiir die -durchschnittliche Wiederkehr
zeit 81 ma.Bgebend. 1Lassen wir ,d·agegen den Aus.gangs·punkt 
unbestimmt (.dem thermodynamischen Gleichgewicht ent
sp.rec'hend) und wollen wir wiss,en, wann ein g·ewisser -
eventuell thermodynamisch abnormaler - Zustandi von selbst 
eintreff en ,diirfte, so beurteilen wir dies nach ,der· .Lange der 
w.a.hrscheinlichen Erwartungszeit02• 

Dabei diirfte in der Regel, wie in den bisher untersuchten 
Fallen, eine positive Wahrscheinlichkeitsnachw.irkung1 ,d·es ur
sprunglichen Zustandes vorhanden sein, weshalbØ11 gro.Ber, oft 
von ganz anderer Gro.Benordn.ung ist, als• 6>1. [80] 

Letztere.r Behauptung scheint a,uf de,n ersten Blick die 
Tatsache zu widersprechen, da.6 man in unseren Formeln 
(26), (34), ,durc4 Vergro.Berung der Flachenaus,dehnung der 
beobachteten Schichte die Zahl "' und ,da.mit auch den W ert 
des V er haltnisses T 1 /T 2 beliehig vergro.Bern konnte. Doch 
lost sich dieser Widers·pruch durch die Bemerkung, daB. 
uns ere Formel fiir T 2 

1 ) nur fiir Zeiten giiltig ist, die eine ge
wisse [366] untere Grenze nicht unternchreiten, da ,die hierb.ei · 
benutzte Diffusionstheorie nicht exakt richtig· ist. Denn in
folge der Diffusion kann ,durch die FlacheMinheit doch nie 
eine gro.Bere Substanzmenge iiberfiihrt werden, als der Ge
samtzahl der da.ran sto.Ben.den Molekiile entsp.richt. Somit 
gilt flir (34) die Bedingung: 

NO Nl/D 
-Von> VTn· 

Also ist die Berechnung mittels der• gewohnlichen Dif
fusionstheorie erst anwendba.r nach Ablauf einer Zeit, die, groB. 
ist im VerhaJtnis zu 

1
) Ebenso wie Uberhaupt die Formeln unserer friiber erwahntcn 

Arbeit: Diese Sitzungsberichte, 123, 2381, (1914), dieses Bandchen, S. 4.0. 
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und- die F'ormel (34) ist nur ,fann giiltig-, falls die Teilchen
<lichte die Bedingung erflillt: 

i « s°n· 
U ebersteigt sie dage gen merklich di ese Grenze, so · wird 

jene Formel ungiiltig und ist T 2 = T 1 zu setzen, was auch 
unmittelbar verstandlich ist, da dann ,die ganze Zeitlinie von 
<len gegenseitig unabhangig·en und daher ganz zufalligen 
Schwankungen verschie,dener lVIolekiile iiherdeckt sein wird. 

Flir Versuche an Emulsionen, nach Art der .S'Vedberg
.schen, kommen diese Eventualitaten aus praktischen G.riin
<len nicht in Betracht, wohl aber flir einen nunmehr noeh zu 
be-sprech.enden Fall. W~r wollen namlich beispielshalber 
unsere jetzigen Metlrnden n.och auf ein Problem anwenden, 
das wir in provisorischer W eise sch on a. a. 0. behandelt 
ha ben 1

): die Reversibilitat der Diffussion von Sauerstoff und 
Stickstoff. 

Denken wir uns in athmospharischer Luft von normaler 
Dichte eine Kugelflache vom Radius a gezogen und fragen 
wir, nach welcher Zeit man erwarten kann, da.13 eine teilweise 
Entmis·chung von selbst eintritt, indem der Sa.uerstoff in jenem 
{367] Volum eine um 1 % hohere Konzent.ration annimmt als 
die normale. Nach Analogie mit (26), (27) ·und (34) lassen 
-sich fiir -die Kugel leicht die Formeln abl,eiten [96] 

1/ 2 n a 44
) 71 = V T (n +v)C' 

-45) 
a2n 

T2 = 18 (n + v )2 D' 

von -denen .iedoch die zweite aus dem ohen erwahnten Grunde 
praktisch nicht anwendbar ist, und· die Wie-derkehrzeit Ø1 er
halt infolge Naherungsentwicklung der Formel (3) die Ge- · 
stalt: 

an ~ 
8 1 = ,~ e 2. 

Cy3 v 

Setzt man also die Zahl der Gasmolekiile pro Volumeinhei.t 
gleich 3·1010 und nimmt man C = 4,8·104, d' = 0,01 an, so folgt 
fi.ir eine Kugel von 1 cm Radius eine W[e.derkehrzeit 01 von 
<ler GroEenordnung 

10(lo' 4
> Sekunden 

1
) Es ist schon oft bespa:ochen worden, so namentlich von B o I t z -

mann (Ann. el. Phys., 60, 329, 1897), cloch Iieg-t auBer dem obeoenvåhnten 
kein Versuch einer quantitativen Los·ung· vor. 
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von 3-10·5 cm Raid.ius eine Wie-derkehrzeit 01 von der GroBen
ord·nung 

106 Sekunden 
von 2,5·10·5 cm Ra,dius eine ,Wiede-rkehrzeit 01 von der GroBen
ordnung · 

1 Sekunde 
von 1·10·5 cm Ra.d1us eine Wiederkehrzeit 01 von der Gro.Ben
ordnung 

10-11 Sekunden. 
Diese kolossalen Unterschiede · in den Wie,derkehrzeiten 

jenes teilwe.isen Entmischungsvorga,nges erkla.ren uns hin
reichend, warum man die Diffusion von 0 2 und N2 fur si-cht
bare Ralimteile als g•anz irreversibel betrachten darf, wahrend 
sie im ultramikroskopischen und teilweise auch im mikrosko
pischen Gebiete eine durchaus reversible1

) Erscheinung [368] 
ist. So la.Bt sich fur derartige F'alle der Geltungsbereich .der 
thermodynamis,chen Methoden exakt fests,tellen. 

Quantitativ ungefahr tibereinstimmentle Schatzun.gen 
hatte ich a.a. 0. auf Grund einer anderen mehr hypotheti
schen U eberlegung er halten. Flir das Resultat ist we-sentlich 
der Exponentialfaktor ma.Bgebend, daher kann man mit einer 
gewissen rohen Annaherung auch sagen: der zweite Haupt
satz gilt flir solche Diffusionsvorgang·e, welche erheblich . 1 
au.Ber d.en Berei~h der mittleren Schwa.nkung o = y-; fallen. 

Der Vergleich mit dem Betrag der mittleren Schwankung 
ka1m als erster Anhaltspunkt auch sonst, und· zw.ar in sol
chen Fallen von Nutzen sein, wo wir auBerstande sind, die
Wiederkehr- o-der Erwartungszeiten zu he·rechnen [97]. 

1
) Richtiger ware zu sagen: ,,revertierende", denn sie kehrt sicb 

von selbst um; dabei hangt es von den unkontrollierbaren Mikrovor
gangen ab, wann die Umkehr s,tattfi.ndet, und nicht von einer etwa 
von uns vorgenommenen unendlich kleinen Aenderung der au.Beren 
makroskopischen Parameter. Dicses indeterministische Moment ist ein 
der Tbermodynamik ganz fremder Gedanke. 

Ostwalds Klassiker 207. 



VI. 

[318] Notiz iiber die Berechnung der Brownschen 

Molekularbewegung hei der Ehrenhaft-Millikan
schen Versuchsanordnung [98] 

von M. v o n S m o 1 1l c h o w s k i. 

(Aus der Physikalischen Zeitschrift, 16. J ahrgang, 1915, 
Seite 318-321.) 

In Anbetracht der Wichtigkeit, welche die Messun-gen von 
Millikan, Fletcher u. ai. flir die Begriindung dier Elektronen
theo.rie · erlangt haben, sowie der noch immer ungelosten 
Streitfrage · nach ø.er Erklarung der denselhen widerstreiten
den V.ersuche Ehrenhafts, [99] mag es von Inter.esse sein, 
einen gewissen Punkt der darauf beziiglichen, insbes·ondere 
von Fletcher1

) ausfiihrlicher entwickelten mathematischen 
TJ:ieorie klarzustellen, wenn sich auch z,eigt, da.B die Schlu.13-
resultate der betreffenden Untersuchungen .durch diese Be
richtigung nicht wesentlich goeandert werden. 

Es handelt sich namlich um die Aufgabe, die Kombination 
von FaHhewegung und Brownsch,er Bewe.gung niathematis·ch 
da.rzustellen und aus ofters wiederholten Messungen der F'all
zeiten, welche efoer bestimmten . Fa.Ustrecke entsprechen, 
jene beiden Bestandteile auszusondern. 

Bekanntlich2
) lautet die Wahrscheinlichkeit, da.B ein 

unter Einflu.6 einer konstanten Kraft stehendes Teilchen, wel
ches urspriinglich vom Punkte x = b ausgegangen war, sich 
nach Ablauf ,der Zeit t zwischen den Abs.zissen x .. . x + dx 

befinde: 

1) 
1 _ (x-b+ct)2 

W(x) dx=-;-r=-nie -'----4-D_,,...t--dx, 
2 y n Dt · 

1) H. F 1 ets c h er , Phys. Rev., 33, 81, 1911, Diese Arbeit brlngt 

eine VerbesserunQ der Ueberlegungen, welche den Verf. zu der unrich

tigen in dieser Zei,tschr., 12, 202, 1911, veroffentlichten Formel (20) geflihrt 
·hatten. Anwendnngen jener Theorie: H. F 1 ets c her, Phys . . Rev., 

4, 440, 1914;_ C. F. E yr in g, Phys. Rev., 5, 412, 1915. 
2) Siehe. F 1 ets c h e r-a. a. 0. oder M. v. S m o 1 u c b o w ski , • 

Bull. Acad: Cracovie, 1913, S. 418; dieses _Bandchen, Sei-te 25. 
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wobei c .-die bei Ve.rnachlassigung• der Brownschen Bewegun
gen durch die 1rnnstante Kraft hervorgebrachte Geschwindig
keit, D den mit Gestalt des Teilchens und Za.hi.gkeit des um
gebenden Mediums zusammenhangenden "Diffusionskoeffi
zienten des Teilchens" be,deutet. 

Die W ahrscheinlichkeit, da.13 ein solehes Teilchen in jener 
Zeit durch ,die Ebene x = 0 in den nega.tive·n Halb,raum tiber- · 
gegangen sei, ist somit: 

0 

u (t) = J W (x) d x 
-00 

und die Wahrscheinlichkeit, da.B es wohl zur Zeit t + dt, aber 
noch nicht z-ur Zeit t sich unterha..lb der Nullebene befinde, ist 
offenbar · 

du 
M(t) dt= dt dt. 

Wird der Exponent in (1) mit y2 bezeichnet und fiihren 
wir dann die Abkiirzung 

b-c t 
---=W 

2V Dt 

ein, so er halten wir sukzessive: 

00 

2) 

M(t) dt = _!__: 1~-Y2 

dydt 
lin 

b - et 

dm 
(b - c t)2 

= _!__ e '- co2 deo dt = b + c t e -~ dt . 
Vn dt 4 V n Dt3 

Man konnte somit letzteren Ausdruck als die Wahrschein.;:. 
lichkeit ans.ehen, da.B jenes Teilchen im Zeitpunkte t ... t + dt 
die Nullobene· iiberschritten habe. Es ist aber wohl zu be.:. 
,merken, da.B dieselbe nicht der bei jener Versuchsanordnu~g 
beoba.chteten Haufig·keit eler Ueberschreitung einer gegebonen 
Distanz entspricht. Denu man kontrolliert dabei nicht, ob 
sich das Toilchen in gegehenen Zeitmomenten oberhalb oder 
U'J'.!terhalb eines Teilstriches befind.e, sondern man pflegt den 
Zeitpunkt zu notieren, sobald das Teilchen z u m er sten -
m a 1 den fest~n Nullstrich erreicht, und die Berechnung der 
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. W ahrscheinlichkeit flir eine der-artige Fallz,eit ist ein· wesent
lich ve:rschiedenes Problem1

). 

Ausfiihrliche-r dargestellt, gibt es flir die Lagenanderun-
gen des Teilchens vier Moglichkeiten: 

A) fur t ist x < 0; fur t + dt ist x < 0 1 

B) ,, ,, ,, x > 0; ,, ,, x > 0, 
0) ,, ,, ,, X <'.; 0 i ,, ,, ,, X > 0, 
D} ,, ,, ,, x > 0; ,, ,, ,, x < 0. 

Eine der F'allbew.egung entgeg-engesetzte Vers·chiebung 
im Sinne von (D) ist flir langere Zeitriiume natlirlich wenig 
wah:rs-cheinlich, mu.B aber fiir kurze Zeitinte-rvalle fortwahrend 
-vorkommen, da in der Formel (1) der Einflu.B des c flir t = 0 
verschwindet. Nun · stellt ,die Formel (2) d·as zusammenge
setzte R,es·ultat dies er vier Moglichkeiten -dar, in dem sie die · 
Differenz der Haufigkeiten (C) - (D) angibt, wahrend bei 
jener Me.Bmethode nur ,die ersten drei Moglicnkeiten bertick
•sichtigt werden. 

Fletcher erwahnt in s·einer ohen erwiihnten Arbeit diesen 
U nterschied nicht; seine Berechnungsmethode, welche im 
Grunde mit der obigen tibereinstimmt, ftihrt ihn somit dazu, 
die Formel (2) als Ma.B de:r Wahrscheinlichkeit flir eine Fiall
zeit t hei jener Versuchsanordnung' anzusehen. Auf Grund 
dessen kommt er weiter zu dem S.chlusse, da.B die· durch
schnittlich zur Zurticklegung der Strecke b erforde-rEche F'all
zeit t gro.Ber ist als die normale, bei W!egfa,11 der Brownschen 
Bewegung zu erwartende Fallzeit, welche kurz mit tg be-

zeichnet sei, namlich: 

3) 

U m weite:r· aus den Messungen der t die Intensitat der 
.Brownschen Bewegung berechnen zu konnen, ermittelt Flet
cher aus jener Formel separat die Durchs-chnittswerte der 
F'allzeiten, welche gro.Ber, und jener, welche klein~r sind 

1
) MerkwUrdigerweise erkUirt keiner der zahlreichen Beobachter, 

die Messungen dieser Art vorgenommen haben, nach welcher Methode 
sie bei Notierung der Fallzeit vorging·en, falls das Teilchen ei.inmal nach 
Ueberschreitung eines Teilstriches sich anfangs wieder rilcklaufig, der 
Schwere entgegen bewegte, den eben passierten Teilstrich beim Auf
steigen und dann wieder beim Herabsinken durchschritt uncl spater den 
nachsten Teilstrich erreichte. Wir wollen annehmen, daB immer die 
Zeitpunkte der erstmaligen Erreichung des Teilstriches notiert werden. 
Es Hi.lH sich zwar auch Gleichung (2) anwenden, was aber ein viet 
komplizierteres Verfahren zur Berechnung der Beobachtungen vorans
setzt, indem dann die Zeitintervalle fUr rechtlaufige Durchkreuzung-en · 
als positiv, jene flir rHekUiufig-e als 11ep:ntiv einznstellen 'IYiiren. 
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als tg. Fur die halbe Differenz dieser beiden Durchschnitts
werte ergibt sich die Beziehung: 

4) t+-t- 2 t 100 
?:=--'---=-.....!!.._ e-x Vx+z2 dx 

2 ynz2 - ·' 
0 

( wobei z eine Abktirzung ist fiir z = J/Y), wahrend ihre 

hal be Summe gleich ist dem allgemeinen Durchschnittswert: 
- I 
t = 2 (t + + t _) . 

Durch Entwicklung des Integrals (4) erhalt Fletcher 
schlieBlich die Naherungsformel: 

5
) Z=~=%:-d1 +2~2- 4

1
z4 + .... l 

welche ihm zu:r Berechnung des D a.us den experimentell er
mittelten 1:-Werten ,dient. 

Das in Wirklichkeit vorliegende, oben naher prazisierte 
Problem bildet eine Vera.Ilgemeinerung einer Aufgabe, welche 
ich unlangst bei einer anderen Gelegenheit1

) beha.ndelt habe, 
namlich die Bestimmung der W a.hrscheinlichkeit, daB ein bloB 
der Brownschen Bewegung unterworf.enes Teilchen bis zu 
einem bestimmten Zeitpunkte eine g·ewisse, vorher noch nicht 
erreichte positive Vers,chiebung erfahre. Hier ist die Sache 
insofern komplizierter, als noch der EinfluB der Schwerk.raft 
dazu kommt; es lie.Be sich zwar diesel'he direkte Metho,de an
wenden, welche dort zum Ziele fiihrte, doch ist es weit ein
facher, eine a.ndere indirekte SchluBweise zu benutzen, -welche 
[320] sich .dort als herechtigt erwies uiI1d· .a.uch flir den jetzigen 
Fall ohne weitere Rechnung vera.llgemeinern laBt [70]. 

Die F'ormel (1) laBt sich namlich auch als Verteilungs
gesetz Hir eine Substanz auffa.ssen, welche- zu Anfang der 
Zeit im Punkte x = O konzentriert war und sodann mit der 
konstanten Geschwindigkeit c zu Boden sinkt, wahrend sie 
sich gleichzeitig durch Diffusion (nach Mal3gabe des Diffu
sionskoeffizienten D) allseits verbreitet. Sie bildet also daa 

1
) M:. v. S m o I u c h o w ski: ,,Ueber durchschnittlicbe maximale Ab

weichung bei Brownscher Molekularbewegung und Brillouins Diffusions
versuche", vVien Ber., 124, 263, 1915; dieses Bii.ndchen, Seite 61. JJ1e 
daselbst entwickelte Formel (1) geht durch den GrenzUbergang 

· • anm ( .. t u2 • n ) 
lim 2T fur m =-;;, D = 2 1:, b = n 8, lim m = o 

in unsere Formel (8) (flir den Fall c=O) tiber. Daraus wiircle man auch 
auf einfache Weise die Formel (15) jener Arbeit erhalten. [100] 
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zur quellenmaBigen Darstellu,ng1 erfor,derliche partikula.re 
Integral der Differenti.algleichung 1

) flir Diffusion einer 
schweren Substanz, welche lautet: [101] 

6) 

W·enn wir aber nach der 'i/'v':' ahrscheinlichkeit der "erst
maligen" U ebers,chreitung der Abszisse x = 0 fragen, so han
delt es sich um die Verteilung mit der N ebenhedingung, da6 
ein Teilchen in dem Augenblick von der weiteren Betrach
tung ausgeschlossen wird, wenn es• in der Nullebene ankommt. 
Eine Illustration g·abe beispielsweise die Verteilung von 
Gummigutteilchen, welche in schwach angesauertem wasseri
gem Medium suspendii.ert, vom Punkte x = b ausgehen und 
beim Auftreffen auf eine in de-r Nullebene befindliche Glas
wand an ,derselben kleben bleiben 2

). 

Wir benotigen somit das Quellenintegral der obigen Diffe
rentialgleichung flir ,den Fall, daB in der Nullebene fortwåJl
rend die Konzentration u = 0 aufrecht erhalten wird. Hier
flir habe ich folgenden Ausdruck gefunden: 

7) 
1 · _ c2t·_ c(X-b) [ _ (X-b)2 

_ (x+W] 
U= ,1--e 4D 2D e 4Dt -e 4Dt . 

2 r n Dt 

Man . iiberzeugt sich durch Ausrechnen leicht, daB durch den
selben wohl die Differentialgle.ichung (6), wie die 
Grenzheding,ungen: u = 0 flir x = 0 und x = b, erfiillt sind, 
und daB er sich flir auBerst kurze Zeiten t, bei welchen der 
Einflu.B ,der Schwere im Vergleich zur Diffusion verschwin
det, auf ,die Gle.ichung (1) reduziert. 

Hieraus ergiht sich schlieBlirh der von uns gesuchte Aus~ 
druck flir die W ahrs9heinlichkeit, da.B das von b ausgehende 
Teilchen zum erstenmal in der Zeit t ... t + dt die Nullebene 
iiberschreite: 

(b-ctJ 2 

M(t)dt=D(åu) clt=be-~ dt. 
. å X X= 0 2 Vri: D t3 

Falls annahernd b = et ist, also insbesondere bei Vor
herrschen der Schwerebewegung, verschwindet somit der 
Unterschie,d gegeniibe.r der Formel (2), flir den entgeg·en
gesetzten Gr,enzfall ergibt je,doch unsere Formel zweimal so 

2
) Ebensogu.t konnte dieselbe als Darstellung von Wårmeleitung 

verbunden mit konvektiver Stromung in Richtung der neg·ativen X, inter
pretiert werden. 

2
) Siehe z. B. die a. a. 0. dislrntierten Wersucbe Br i 11 o u in s; 

clieses Bandcl1e11, Seite 61. 
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groBe Werte als jene. Aus (8) erhalten wir nun an Stelle 

von (3)-(5) folgende Resultate: 

9) t=!!_=t 
C g 

t +-t_ · J 
-r= 2 = 2 tg1-J2' 

wobei gesetzt ist: 
co -z2 cbo:J . 

J -2J ze d-2e751 - y2d 
- - _ __ Z--= e y. 

1/n l/ z2+cb yn 
0 D 1cb 

Vv 

ll02J 

10) 

Flir den Fall eines kleinen W ertes des V er haltnisses 

z2 = c; reduziert sich der letztere Ausdruck durch Benutzuug 

der Formel: 
l 

. J 

in erster Naherung auf: 
2 1f n-21 ] 

-r=fn"Tgzll-~ z2 + .... 11) 

[103] 

Somit sind Fletchers F'ormeln .(4) und (5) bei Beschran

kung auf das Glied erster Ordnung brauchbar und ihre Man

gel zeig·en sich erst in ,den hoheren Gliedern der Entwicklung. 

Doch ist die U e'hereinstimmung nicht so w,eitgehend als es 

den Anschein hat, denn falls man jene Formeln. in konsequen

ter W eise benutzen wtirde, mtiBte man als normale Fallzeit tg_, 

in bezug auf welche die Durchschnitts•werte t+, t- gebil,d,et 

werden, nicht den Gesamtdurchschnitt der Fallzeiten t, son

dern -den kleineren vV ert (3) ansehen, was im berechneten ,z

schon einen Fehler von der GroBenor,dnung 1/z hervorrufen 

mtiBte. 
DaB F'letcheTs Resultate trotzdem sehr angenahert rich-

tig • sind, ist dem Umstande zu verdauken, daB er in seinen 

spateren Arbeiten die unrichtige Gleichung (3) gar nicht be

nutzt, sond,ern den W ert von · t~ aus der durchschnittlichen 

Gesamtfallzeit des Teilchens tiber die ganze Skala mittels 

einfacher Division durch die Anzahl der [321] Teilstriche be

rechnet. Unsere Formel (9) beweist, daB dieser . Vorgang•, 

welcher aquivalent ist mit der Durchschnittsbildung der indi

viduellen Fallzeiten tiber die einzelnen Skalenteile, wirklich 

den richtigen W'ert liefert; gleichzeitig treten aiber eben dar-
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in die Widersprliche zutage, welche jene Gleichung (3) in sich schlie.Bt. 
U ebrigens bemerken wir, da13 die normale Fallzeit nicht gleich · ist ,dem Mittel der Durchschnittswerte t+ und L, son-dem es •gilt a.ngena.hert: [104] · 

12) ½(t+ + t_)=tg (1 + n~
2
). 

Diese Formel :tindet sich tats·a-chlich der Gro.13enordnung nach durch jene Mes·sung,en bestatigt. Die Differenzen zwischen unseren F'ormeln (8) und Fletche-rs Formel (2/) lassen sich an dem vorliegenden Versuchsmaterial leider nicht experimentell kontrollieren, da die in der ersten Arbe,it jenes Forschers all§geflihrten Messungen hierzu nicht zahlreich genug sin-d, wahrend wie<der bei den spater en, viel umfangreicheren U ntersuchunge11 die betreffenden Einzeldaten nicht mitgeteilt sin.d [105]. 
Im ganzen mu13 wohl zugegeben werden, da.13 Flet.cher•s Formeln eine recht gute Nahernng• a.n die im obigen entwickelte exakte Theorie bil den. W as aber die Verwertung derartig.en Beobachtungsmaterials zur Bestimmun,g der Brownschen Bewegung an'b,elangt, erscheint ein an-deres Rechnungs•verfahren rationeller, obwohl es etwas komplizierter ist, niimlich jenes, welches von W ei.13 a.ngegeben und auch von Ehrenhaft u. a. benutzt wor,den ist. · 

Es stlitzt sich auf die von WeiB allerdings ohne hinreichende Begrlindung• aufgestellte Gleichung1 ): [106] 
13) 

welche wir durch Entwicklung des Quadrates weiter in die einfachere Form liberfiihren kannen: 
14) 

Es wlirde · demnach die Differenz zwischen dem durch-:schnittlichen Wert aer reziproken Fa.Uzeiten und dem reziproken Wrert der durchs·chnittlichen Fallzeit ein direktes Ma13 flir die Brownsche Bewegung bilden. An der Hand unseres Verteilungsgesetzes (8) lii13t sich nun diese Formel leicht verifizieren, indem man in das zur Berechnung des durch-
1) E. W ei .B, ·wien. Ber., 120, (2 ø). 1021, 1911; siehe daseib~t 

S. 1029. WeiB nimmt stillsch weigend die Vertauschbarkeit von ,,; mit ( ~ 2) 
an, welche nicbt allgemein g·i.iltig sein kann und wohl nur in diesem Spezialfall gelten dtirfte, wo eine . konstante Kraft mitspielt. 
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schnittlichen ( +) W ertes dienende Integral die Variable w 

( vgl. (2) substituiert und das•selbe d-urch Rati~nalisieren · .der 
Wurzelausdrticke und Weglassen der die unpa.aren Potenzen 
von w enthalt,enden Gli eder vereinfacht. Es hat somit W eiB 
mit jener Formel wirklich da.s Richtige getroffen. 

Die Bildung des ( ~) erfor<lert wohl einen gr6Beren 

Rechenaufwand als die Bild-ung der -i- -W erte, doch <ltirften 
dabei zufallige Fehler den resultierenden D-W ert weniger 
beeinflussen a.ls bei Berrntzung der F'ormel (5). [1-07] 

U elhrigens· kommt flir den Vergleich jener Versuche mit 
der Theorie der Brownschen Bewegung noch ein weiterer. 
namentlich flir ultramikroskopische Teilchen wichtiger Um
stand in Betracht, dem wir eine eigene Studie widmen moch
ten, namlich der Unterschied- zwischen der wirklichen und 
der sichtbaren Bewegung. [108] 

AbschlieBend sei bemerkt, daB wir im obigen zwar die 
praktischen Anwendungen unserer Untersuchung a.uf die er
wahnten Versuche in den Vordergrund gestellt haben [109]. 
daB uns aber <las theoretische Intere-sse derselben hauptsach
lich in dem Zusammenhang mit d-em friiher von uns behandel
ten !W1ahrscheinlichkeitsproblem und mit d.em IntegTa.l der 
Differenti,a.lgleichung (6) zu liegen sch-eint. 

Krakau, P•hysikaJisches Insbitut d. Universitat, Ju.li 1915. 

(Eingeg•a.ngen i. September 1918.) 
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[1103) Ueber Brownsche Molekularbewegung unter 
Einwirkung åuherer Kråfte und __ deren Zusammen
hang mit derverallgemeinerten Diffusionsgltichung 

von M. von Sm o 1-u ic.,h o· w 1s k i. 

(Aus den Annalen d·er Phy~ik, Band 1915, ,Seite 1103---1112.) 

Im folgenden moge das Problem einer g.ewissen Verallge
meinerung der Formeln flir Brownsche Molekularbeweguug 
behandelt werden, welches ich in einzelnen Spezialfallen be
reits anlaBlich anderer Untersuchung•en beriihrt habe.1

) 

Wåhrend sich namlich die bekannte, von Einstein, mir und 
Langevin [110] entw-ickelte Theorie der Brownschen Bewe
gung auf ,den einfachsten Fall bezieht, in welchem ein Teil
chen vorausgesetzt wir-d, das von ·den unregelmaBigen Mole
kularsto.Ben de~ umgebenden Mediums, aber sonst von keinen 
!u.Beren Kraften heeinflu.Bt wird, wollen wir nun unter
suchen, wie sich die, betreffend·en Gesetze andern, falls es sich 
um Teilchen handelt, die unter Einwirkung gegebener au.Be
rer Krafte stehen. 

Diese Aufgabe bietet vor allem theoretisches Interesse, 
inde-m sich dabei, wie 1. __ c. gezeigt wur.de, der allmahliche 
U eberg·ang zwischen dem Sta-dium der un-geordneten Brown
schen Bewegung und dem Geltungsbereich des Irreversibili
ta.tsbegriffes der makroskopischen Physik mathema.tisch genau 
verfolgen la.Et. Sie bietet aber auch Gelegenheit flir direkte 
experimentelle Anwendungen, wie weiterhin gezeigt wer
den wir-d. 

Stellen wir uns vor, es sei eine Schar gleichartiger, unter 
Einflu.B ,der · molekula,ren Agitation und einer Kraft f (x) 
stehender Teilchen vorhanden, die alle zur Zeit t = 0 von der 
Abs,zisse x = x0 ausgegangen seien. Es moge d,ann 
W (x0 , x, t) dx den Bru<chteil deæselben bedeuten, welcher 
zur Z.eit t auf d-as Intervall x ... x + dx entfallt. Da die Be-

1 ) M. v. Sm o 1 u chow ski, Bull. Acad. Oracovie, p. 418, 1913; . 
dieses Bandchen, Seite 25; Gottinger Vortrage iiber kinet. Theorie Cl.er 
Materie, p. 87, Leipzig, 1914. 
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wegung eines jeden [1104] Teilchens ganz zufallig erfolgt, in 
dem .Sinne, da..B sie una.bhangig ist von sein er Vorgeschichte1 

), 

wie auch von .den Bewegungen de.r iibrig•en Teilchen, so er-.
halt man eine allge-meine Be-dingung• fur die Funktion 
W (x0 , x, t), wenn man sich die Verteilung zur Zeit t aus 
einer auf einen frtiheren Zeitpunkt beziiglichen Verteilung 

. entstanden denkt, in der Form: 

1) TV(x0 ,x,t)= W(x0 ,a,8') W(ct,x,t-i'.t)cla, 

wobei die Integration iiber die Grenzen .des zur Verfiigung 
steh.e.nd1en x-Berefohe,s zu er.stre-eiken ist-. 

Mit Hilfe di'eser Integralgleichung konstruierte ich in 
meiner friihe.ren Arbeit eine, Losung uns·eres Problems flir den 
F'all einer elastischen Kraft f (x) = - ax, indem ich v-o'n der 
physikahsch evid·enten 2

) Tatsache ausging, ,daB die Funktion 
W (x0 , x, i'.t) sich flir geniigend kurze Zeitintervalle -& auf die 
gewohnliche Formel der Brownschen Bewegung 

(X-Xol2 

TV ( 0.) d l -~ d x , x0 ,x,v X= __ e 
. 2VnDi'.t 

2) 

redl\lzieren muB, und d-aB sic'h bei weiterer Annaherung die 
Wirkung ,der Kraft f (x) durch Einfiihrung einer - flir die 
Umgebung ,des x-Punktes als konstant anzus·ehenden - Ver
schiebung -des Ausgang·spunktes x0 er-setzen la.Bt. Bedeutet 
also p die Beweglichkeit des Teilchens, so gilt Hir entspre

chend kurze 8' die· Formel 

3) 
1 

W(x0 , x,i'.t) dx= 
11 
__ e 

2 r nDi'.t 

[x -·xo-/3 # f (x)]2 

4D ·iJ. dx. 

Mittels derselben erhålt ma.n durch n-malige wiederholte 
Integration na.ch (1) die Verteilung flir n sukzes-sive Inter
valle und hieraus ergibt sich mittels Grenziiberga.nges flir 
verschwindende 8' hei konstanten n i'.t = t die Losung unseres 
Problems. Di•esei ,direkte Methode ist jedoch wegen der Kwn
plika[1105]tion der betreffenden Integralausdrticke in kom
plizierteren Fallen praktisch kaum anwendbar. Da.her ist es 
von Interesse, daB sich die Aufg'abe a.uch durch Losung einer 
Diff erentialgleichung erledigen laBt, was meist viel weniger 

Schwierigkeiten bietet. 

1 ) Es gilt das allerdings nur flir Zeiten, die wesentlich lli.nger 

sind, als die "mittlere Dauer . der annahernd g~radlinigen Bewegung'' des 

Teilchens; in der Praxis sind das auBerordentlich kurze Zeiten und ist 

diese Einschrankung ohne Bedeutung. [60] · 
2) Denn die }fittelwerte der Brownschen Verschiebung nehmen 

proportional zur Wurzel aus der Zeit ?J. ab, wahrend die durch auBere 

Kriifte hervorgebrach~cn Ver'schiebungen proportional sind 7'U {}. 
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Es ist namlich dem eben Gesagten zufolge leicht einzu
sehen, daB die Anzahl der Teilchen, welche in einem ent
sprechend kurzen Zeitraume L1 t durch die Abszisse· x hin
durchtreten, sich additiv zusammensetzt aus .der Diffusions
stromung und der durch die Kraft f bewirkten konvektiven 
Teilchenstromung, somit gegeben ist durc.h 

[- D ~: + fl W f (x)] L t. 

Berechnet man also die pro Zeiteinheit auf den Abschnitt 
x ... x +Lix entfallen<le Anhaufung <ler Teilchen, so ergibt; 
dies ,die Differentialg1eichung [111] 

aw a2 w o 
4) at= D ax2 -~ ax [Wf(x)l, 

welcher die Verteilungsfunktion W Genuge leisten muB. Die
selbe kann a.uch makroskopisch als Gleichung fur d'ie Diffu
sion einer solchen Substanz aufgefaBt werden, welche von 
der auBeren Kraft f beeinfluBt wird, da ja der Diffusions-• 
prozeB g~rade aus der · Superposition der Brownschen Bewe
gung der einzelnen Substanzmolekule resultiert. Naturlich 
laBt sie sich auch als verallgemeinerte . W1a.rmeleitungs
gleichung interpretieren, doch ist eine s·olche Auffassung nur
in dem Falle f (x) = const. ungezwung-en ,durchfi.ihrbar, wel
eher die Verbreitung der War'me in einer konvektiv in Rich
tung der X strom·enden inkompressibeln Flussigkeit darstellt; 
fur andere Form·en von f muBte man in x variable spezifische 
Warme einfuhren, oder die Kontinuitatsgleichung auf.geben► 

Zur naheren Bestimmung der Verteilungsfunktion W ge
hort naturlich noch die Angabe des ·Anfangszustandes, und 
zwar moge, um ,den erwahnten Voraussetzung·en zu entspre
chen, W fur t = 0 iiberall gleich Null angenommen werden" 
mit Ausnahme der unmittelbaren Umgebung des Punktes x0 , 

wahrend gleic.hzeitig f W dx = 1 ist. Diese Anfangsbedingung 
definiert das Quellenintegral der Differentialgleichung (4) und 
daraus erhalt man die allg-emeine Losung flir eine beliebige,. 
[1106] durch eine F'unktion F (x) dargestellte Anfangs-ver
teilung durch Superposition der voneinander unabhangigen 
.Partialprozesse in der Form: · 

5) ' W (æ, t) = f F (x0) W (x0, x, t) dxo. 

Es ist wohl anzunehmen, daB derartige Losungen der ver
allgemeinerten Diffusionsgleichung (4) ofters untersucht wor-· 
den seien, obzwar ich solche Arbeiten nicht a:uffinden konnte► 
Auf jeden Fall dlirfte es von Interesse sein, die Integration 
flir die nachstehenden einfachen Spezialfa.lle durchzuflihren~ 
welche theoretisch oder praktisch von Wichtigkeit sind. 
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A) Den einfachsten F'aJl eines "statischen" Systems, wo 

die Teilchen von einer in die Normallage zuriickwirkenden 

-elastischen Kraft f (x) = - ax beeinfluBt werden, h.ahe ich 

1. c. mittels der direkten- Methode behandelt, und ha.be als 
Losung• gefunden: 

( -- r t)s • V y x-x0 e 
W~x0,x,t)= ( 

1 _ 2 t) e- 2 D(l-e-2rt), 
. 2nD 1-e r 

wobei y zur _ Abkiirzung fiir y-= a ~ gesetzt ist. 
Tat-sachlich verifiziert man mittels direkter Ausrechnung, 

·daB diese Funktion -der 1Differentialgleichung 
aw c12w aw 

'7) 7ft =D ax2 + r X aæ + r lf 

Geniige leistet. Auch ist obne weiteres ersichtlich, -daB sie 

sich fiir kurze Zeiten auf (3) bzw. (2) reiduziert. Wir sehen 

.also, daB unsere dama.lige Losung sich in unsere jetzi-ge ver

allgemeinerte Theorie richtig einordnet. 
Wlas die experimentelle Verwirklichung ,dieses Falle-s an

langt, wurde schon damals darauf hing·ewie-sen, daB die Win

kelverschiebungen eines a.n einem Torsionsfaden befestigten 

Spiegelchens von demse-lben Wahrscheinlichkeitsgesetze be

herrscht werden, undi daB die Moglichkeit die-sbeziiglicher 

Messungen nicht ausgeschlossen erscheint. [30] 
B) Der Fall einer konstanten Kraft, welcher z. B. durch 

die Brownsche Bewegung von Teilchen reprasentiert wird, 

die spezifisch schwerer sind als das umg·e,b,ende Medium, er

ledigt sich ohne weiteres, falls keine speziellen Grenzbedin

g-ungen im Endlichen in Betracbt kommen, da dann [1107] 

offenbar (3) mit konstantem f (x) fiir beliebig lange Zeiten 

giiltig bleibt. Es kommt dies natiirlich einfach auf eine Super

position von Diffusions- und Fallbewegung hinaus. [28] 
C) Komplizierter wird die Sache, falls beispielsweise die 

N ebenbedingung auftritt, da.B an der Stelle x = 0 fortwahrend 

die Teilchenkonzentration W = 0 herrschen muB. Dies 

wiirde durch Versuchsbedingungen verwirklicht, ahnlich den 

von Brillouin a.ngewendeten, hei welchen jedes an <len Ge

faBboden x = 0 ankommende Teilchen an demselben fest

klebt.. Dann gilt, wie ich kiirzlich gezeigt habe :1 ) 

- C (X-Xo) -~ [ (X-Xol9 (x+ Xo)2 ] 

8) e 2D 4D - --- - ---
W(xo, x,t) = V e · 4Dt - e 4Dt , 

2 nDt 

1 ) M. v. Sm o I u chow ski, Phys. Zeitschr., 16, p. 318, 1915; 

diesen Båndchen, Seite 102; E. Rehrodingeir, I. c., p. 289. Vgl. aucn 

L. Br i 11 o u in, Ann. chim. phys., 27, p. 412, 1912; M. v. Sm o 1 u -

r. ho w ski, ·wien Ber., II, 124, p. 263, 1915; dieses. Bandchen, S. 61. 
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wenn c die normale Fallgeschwindigkeit c = - /Jf hedeutet, 
was durch die Transforma.tion auf -e:in mft der Ge,schwindig
k,eit c bewe·gtes Koordinatensystem in die, von -Schrodinger 
angeg,ehene Losung iiberge.ht. Dieselbie f.in,det praktische 
Anwendung: hei der Ber&chnung der E·hrenhaft-Millik.an
schen Versuche. 

D) N e·hmen wi:i; im Geg•ensatz zum letzten Falie an, daB 
der Gefa.Bboden x = 0 flir die auftreffend.en Teilchen undurch
dringlich s·ei, und diesel,b,en wieder reflektiere, wie dies bei 
den Versuchen1

) von P er r i n , I 1 i j n , W e s tg + e n u. a. 
uber Schwereverteilung, von se·dimentierten Gummiguttemul
sionen u. dgl. <ler Fall war. Die-se Bedingring, welche das 
a.statisch~ System (B) in ein sta.tisches verwandelt und welche 
a1s "aus·gearteter 1Fall'' der linearen Differentialgleichung zu 
bezeichnen ware, lautet 2

): 

aw 
[11081 D 7ft + c W = 0 fiir x = o 

und als Losung ha.be· ich hierflir mittels Fourierscher Me
thoiden --1:113] geifunden: 

• 1 [ fx - Xo)2 (x + Xo)2 ] c (X - Xo) c2t 
W(x0,x, t) =-~- e -4Dt + e-~ e -~-4D 

. 2l1n Dt 
9) 

2Vnt 
Derartige Spezialfalle der mit Schwere kombinierten Dif

fusion lassen sich aber auch sehr einfach auf Grund des nach
stehenden Satzes allg·emein losen: Da.s Quellen-Integral der 
Diff e-reri tia.lg l~ichung 

åu å2u åu 10
> at = n ax + c a x • 

wel_ches einer der mr· x = 0 geltenden Grenzbedingungen: 
. åu a~ 

a) u = 0 oder b) 0 x = 0 oder c) a ::r +hu= 0 

1
) J. Per rin, zusammenfassende Darstellungen: Rapp. d. Congres 

Solvay1 p. 179, Paris J.912. Die Brownsche Bewegung usw., Kolloid
chemische Beihefte, 1, p. · 221, 1910. Ygl. auBerdem: B. Il i j n, Journ. 
Russ. pbys,-chem. Ges., 44, p. 157, 1912; A. Westgren, Zeit,schr. f. 
phys. Cbem., 83, p. 151, 1913; J. Per rin, Compt. rend", 158, p. 1168, 
1914; R. 0 o s tant in , J. c., 158, p. 117'C, 1341, 1914. [112] 

2) Wir vernachlåssigen die Wide,rstandsvermehruniQ in der Nach
barschaft der ebenen W.and, da dieselbe nur bis zu Entfernungen von 
der Gro.Benordnung des Teilchendurchmessers merklich ist. 



/ 
Abhandlung en liher die Brownsche Be-wegung 

entspricht, ist gegeben d_urch ,die F'ormel: 
C c2 f 

11) u= Ue -2D(x-xo)- 4D, 

worin V ,das der ents,prechenden Grenzhedingung·: 
2nau 

a) U=Ooderb)U-- 8-=0 
C X 

oder c) (h - _c_) U + a U = o 
2D ax 
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Geni.ige leistende Quellen-Integral der Differentialgleichung 
au a2 u 

12) at= D ax2 
bedeutet. 

Mittels -dieses a posteriori leicht direkt verifizierbaren 
Satzes lass·en sich .derlei Aufg'aben auf die genligend bekann
ten Losung d·er gewohnlichen Warmeleitungsgleichung zu
riickfiihre·n, und soba,ld man auf die se W eise das Quellen
inte.gral von (10) ermittelt hat, erhalt man die einer beliebigen 
Anfangsverteilung angepa.Bte · Losung mittels des durch For
mel (5) gekennzeichneten Superpositions·verfahrens. 
[1109] Da der zuletzt behandelte- Fall, wie erwahnt, in der 
Praxis · eine hervorragende Rolle 1spielt, seien noch einig-e dies
beziigliche Bemerkungen hinzugefiigt. Wie die F'ormel (9) 
zeigt, ist die V erteilung der von x0 ausgehenden Teilchen an
fanglic,h dieselbe, als wie wenn •der feste Gefa.Bboden gar 
nicht vorhanden ware, also identisch mit (3) bzw. (2). Mit 
zunehmender Zeit macht sich da.gegen der Einflu6 der letzte
ren in wachsendem Ma.Be bemerkbar und: schlieBlich stellt sich 
die stationare Sedimentationsvf}rteilung 

ex 
C --

W (x) d x = D _e D d x 

her, deren Giiltigkeit seinerzeit von Einstein und mir theore
tisch vorausgesehen und namentlich durch die schonen Ar
beiten Perrins und seiner Schiiler so genau experimentell er
wiesen worde.n ist. [112] W erden namlich in letzterem Aus
dru.cke der Diffusionskoeffizient 

D=~Tp 

und die FaUgeschwindigkeit c durch ihre W1erte ersetzt, so 
sehen wir, da.B der Koeffizient 

c 4 a3 n (.~ - ~o) g N 
n = a HT 

· ist, in U ebereinstimmung mit dem fi.ir jenen Fall giiltigen 
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aerostatischen Exponentialgesetz. Letzteres stellt natiirlich auch bei beliebiger Anfa.ngsveiteilung den schlieBlich eintretenden Endzustand ·dar. 
Theoretisch interessant ist in unserem Falle der allmahliche U ebergang zwischen den -drei durch entsprechende Lang•e der Zeit t charakterisierten Stadien mit vorherrschendem Typus der Brownschen Bewegung, Fallbewegung- und Se-dimentationsverteilung, welche bisher immer gesondert untersucht wurden. 

Die Gle.ichung (9) bzw. deren Verallgemeinerung im Sinne von (5) gilt librigens noch flir manche ande·re in der Praxis ofters vorkommende F'alle; erwahnt seien heispiels·weise die Sedimentierung eines c.hemischen Niederschlages, der Pro.zeB des Filtrierens, das Durchstrome·n eines Fltis-sig•keits- oder Gasgemisches durch eine halhdurchlassige W and, die V erteilung einer beigemischten Fremdsubstanz an Orten, wo Kristallbildung, Kondensation oder Verdampfung stattnndet 11. dgl. [1110] Auch ein von Gouy1 ) kiirzlich mittels niiherungsweiser Schatzungsmethoden behandeltes Problem gehort hierher, betreffend die Geschwindigkeit, mit welcher sich in -der Athmosphare das aerostatische Gleichgewicht zwi-schen Stickstoff und Sauerstoff herstellt [113]. · 
SchlieBlich erwahnen wir noch, daB man in (9) nicht c = 0 setzen darf. Flir diesen Fall; welcher den Verlauf der gewohnlichen Diffusion bei Geg·enwa.rt - eines urrdurchdringlichen . Bodens darstellt, er halt man aber nach der bekannten Spiegelungsmethode die Losung 2 ) · 

2 (x - Xo)2 (x + x0)2 
14) W(x0 ,x, t) = ,i-[e -4Dt + e -4Dt]. 2 piDt 
{113] Zu der allgemeinen Gleichung (4) zuriickkehrend, be. me-rken wir noch folgendes: 

Flir unendlich lange Zeiten, wo sich eine stationare Verteilung herstellt, resultiert aus (4) fiir vollstandige Systeme 
infolge der Relation ~; = 0 die Formel: [114] 

u t / f (x) d x - H T, W=Ae =Ae 
15) 

welche mit dem b,ekannten Verteilungsge,setz der statistischen Mechamik libereinstimmt, d.as die allgemeine Haufig'keit eines Parameterwertes als Funktion der bei Verschiebung aus der Normallage zu leis-tenden Arbeit U ausdriickt. 
1

) L.G o u y , Cornpt. rend., 158, p. 664, 1914. 2
) M. v. S m·o l u chow ski, Bull. Acad. Cravovie, p. 418, 1913; <lieses Bandeben, Seite 25. 
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:Multipliziert rrian (4) mit x oder x2 und· irit-egriert "tiber 
den gn,nzen :Bereich der X, so gelangt man ZU deri folgenderi 
Beziehungen flir die Durchschnittswerte foner Gr613en; [115] 

16) ~(~ = (3 7 ' ' 
åt .. 

a 
17) at (rtJ _:_ x0)2 = 2 D + 2 p [(x0- x f]. 

Die zweite Gleichung stellt die · Abweichung· die.ses all
ge_~einen Falles-von der hekannten, Hir die _astatische Brown:
sche Bewe·gung• giiltigen Formel 

(x - x0)2 = 2 Dt 
tlar, wobei ·das Zusatzglied die Form -des aus der Gastheorie 
[1111] 1als Vir1a;l be-kan:nten Ausd,r,uc.Jre,s beisitzt.1 ) Der-Eii.n
flu.B des letzteren verschwindet selbstverstandlic.h flir -kurze 
Zeiten t, so da.B man in dies,em Grenzfall, wie s·chon erwahnt; 
auf die gewohnliche Formel zuriickkom_mt. · . 

Die Gleichung (16) konnte man der Beziehung gegenilhe.r
stellen, welche die gewohnliche Dyinamik flir die Bewe-gung 
des Teilchens ergibt, wenn die Brownsche Bewegung ver
nachlas-sig't und nur -die Wirkung der Kra.it f (x) und des 
R:eibungswidersta.ndes in Rechnung gez_ogen wir<l. 

dx 
18) TI= p f (x). 

Da letzterns der makroskopisch thermodynamischen Auf
fassung der Reibung als eines irreversibeln Vorgang-es ent
spricht, ko·nnte man (18) auch kurz als thermodynamische 
Bewegungsformel bezeichnen. Dieselbe s-timmt a.lso gema.B 
(16) im F'a,lle einer elastische-n Kraft f = - ax, wie schon 
seinerzeit gezeigt w~rde, vollstandig• mit -den zeitlichen Aen
derungen · der durchschnittlichen Verschiebung -der Teil
chen iiberein. 

Nun seh-en wir aber, da.13 ,dies nur in speziellen Fallen gel-
. ten kann, el enn f(x) und f(x) sincl wohl identiseh, wenn f 
eine lineare Funktion ist, aber clurchaus nicht allgemein. 
r'.L1atsachlich sieht man beispielsweise in dem Falle -der Glei
chung (9) ohne weiteres, da.13 die ,durchschnittliche Entfer
nung x des Teilchens vom Gefa.61hoden immer endlich bleibt, 
wahrend die gewohnliche, der molekularen Agitation des um
gebenden Mediums keine Rechnung tra.ge·nde· Dynamik ver
lang-en- wiir-de, da.13 -da.s Teilchen mit konstanter Geschwin
digkeit zu Boden sinke und daselbst liegen bleibe. 

1
) Darauf wurde ich infolge einer Unterreclung mit Herrn Prof. 

P h. Fr an k aufmerksam, welcber dem Zusammenhang zwischen Virial 
und Brownscher Bewegung ein eingehenderes Studium gewidmet ha-t.[116] 

Ostwalds Klassiker 207. 8 

I 
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Ehenso laBt sich leicht nachweisen, daB die Bewegung
gemaB Formel (18) zwar im Falle (A) unter allen laut (6) 
moglichen Molekularbewgungen die wahrscheinlichste ist, daB 
aber die U ebereinstimmung der thermo.dynamischen und der 
wahrscheinlichsten Vorgange <lurehaus nicht allgemein gilt 
nnd insbesondere nicht im F'alle (9). [117] 

Das bisher Ges•agte- be_zog sich auf die Geschwindigkeit, 
mit welcher die Aenderungen in einem System erfolgen, das 
von einem gegebienen Anfangszustand ausgeht. Aber auch 

· der [1112] noch weit pragnantere Gegensatz, welcher zwische-n 
der thermodynamischen und molekularen Auffassung bezlig
lich der Art des schlieBlich resultierenden Endzus-tandes be
s,t,eht, wi:vd· .durch das letzterwahnte- Beispiei" klar illustriert. 
Fiir ein individuelles System · gibt es natiirlich iiberhaupt kei
nen Endzustand im Sinne des Entropiesatzes oder -des 
H-Theorems [118], indem dasselbe sich von ,dem durch ein 
Maximum der Entropie Sm charakte-risierten Zustand be-
liebig weit entfernen kann. Es kann sich also nur noch um 
die Frage ha.ndeln, ob jenes Theorem den wahrs·cheinlichsten 
oder aber -d:en durchschnittlichen Endzustand des Systems 
richtig · angibt, Begriffe, die allerdings meist durch.einander
geworf en werden. 

Diesbeziiglich zeigt nun unser Beispiel, d·aB wohl die 
erstere, aber nicht die zweite Eventualitat zutrifft. Denn die 
wahrscheinlichste Endlage e-ines· Teilchens im Schwerefelde 
ist natiirlich auch gemaB (9) der niedrigst gelegene Punkt 
x = 0, -da.gegen bleibt die -durchschnittliche Entfernung des 

Te-ilchens vom Boden endlich und betra.gt lim~= Die. Wlirde 
eine Schar dera.rtiger Teilchen vom Gefi:iBboden x 0 = 0 als 
Anfang·slage ausgehen, so wiirden sie auf Kosten der Warme
energie gegen die Schwerkraft Arbeit leisten und deren 
clurchs·chnittliche Entropie wiir-de- im Widerspruch mit dem 
Il. Hauptsatz bis zu einem Grenzwert S-= S0 - HIN ab
nehmen. In diesem Beispiel treten also die Mangel der klas
sischen "thermo,dyna.mischen" Betrachtungsweise noch greif
barer zutage,. als in dem friiher von mir untersuc.hten Falle 

, (A). (97] 

Krakau, Physik. Institut der Jagiellonischen Universitat, 
Oktober 1915. (Eingegangen 29. Oktober 1915.) 

·, .. ,. 



Anmerkungen. 
1. Zu Seite 2. E,ine kurze Zusammen.fassung der ,dieser 

Arbeit vorau.sgehenden Literatur iiber ,das Brownsche Phano
men findet ,der Leser auch in Ostwaldis Klassiker Nr. 199, .A:.. 
Einsteins Arbeiten iiber die Theorie der Brownschen Bewe
gung, Anmerkung 1, S. 54. 

2. Zu Seite 5. Die vollkommen schwarze Kugel vom Radius 
a sei umge•ben vo·n einem unendlich ausgedehnten Me-clium der 
Warmeleitfahigkeit k, das auBerdem vollkommen diatherman 
sein soll. Dann absorbiert die Oberflacheneinheit der Kugel 
pro Sekunde die Wiirmemenge c. Ebenso groB mu.13 im Falle 
eles stationaren Gleichgewichtes auch die -durch Leitung nach 
auBen abgegebene Warmemenge sein. Nennen wir ·die Tem
peratur im Au.Benraum u und zz0 die T;em.pera.tur der Ober
flache, dann ergibt die Theorie der Warmeleitung flir die 
stationare T-emperaturverteilung die Bedingung LI u = 0, wo
hei aus Symmetriegri.inden die Flachen u = const zur Kugel 
konzentrische Flachen S'ein mussen. Beriicksichtigen wir, daB 
flir r = a, u = u0 s·ein soll, und verlegen wir den Nullpunkt der 
Temperatur ins Unendliche, so ist die Losung eintleutig und 
Iautet: 

fi.-i.r den Au.Benraum der Kugel. Daher die durch die Flache 
r = a pro Sekunde 1rnch au.Ben transportierte Wiå.rmemenge · 

k (å u) = - kuo . 
ån r = a a 

Dies mu.B nach dem Obigen gleich le! sein, woraus, sich fli~ 

u0 die Beding·ung ergibt u0 = at was gleichzeitig die rna:x:i--

male Temperaturdifferenz zwischen der Oberflache und ihrer 
Umgebung •darstellt. 

3. Zu Seite 7. Fiir den Fa,11 eines geraden n konnen wir 
die Summe zerlegen in 
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2 ~ (n) 2m-n = 4n~(n-1)_1 
.""-' m 2 n 2 .""-' m - l 2n - 1 

n n m=.2 +1 m= 2 + 1 

-2nt(:)2ln .-
n 

m= 2 +1 
Die letzte Summe stellt genau die Ha.lfte der Summe aller 
Wahrncheinlichkeiten ider Z.ahlen von m = 1 bis. n dar, ist a.lso 
gleich 1/2; die erstere ,steilt d,ass·elb-e• dar flir die Zahl n - 1 
statt n, wobei aber zu beriicksichtigen ist, -daB jetzt bei der 
Halbierung ein unpaai"es Glied iilb,rig bleibt, und zwar dås 
Glied m = nl'J, das man also noch zu addieren hat. Das gibt • 
flir die gesuc'hte Gro.Be 

(n-1) 1 v=n+n --1 -n, 
.!!._1 2n-
2 

• was flir nicht -zu kleine· n in die im Text ang.egebene Form 
tiberg•eht. Fiir sehr gro.Be n gebrauchen wir die Stirlingsche 
Naherungsformel 

v= nne~nlf2n~ .2-=V2n_ 

{(
n)!!:_ _!!:_vi n }2 2n Tl 

- 2 e 2 2n - ' 2 2 
4. Zu Seite 8. Diaser Satz ,der ·statistischen Mechanik, 

der ,sogena.nnte Gleichverteilungssatz, bildet in Einsteins AT
beit -die Grunidlage flir seine Theorie ,der Brownscihen Bewe
,gung, indem er aus dies-em iSatz folgert, id,a.B ,hei ,der Diffusion 
kleiner Kugeln in einer Fliiis1sigkeit, idiese auf eine semiper
meable 1Wand einen osmotischen Druok aus,iiben werd·en, -der 
eb1enso groB :iist, a1s der usmotische Druc,k einer Losung mit 
gleich viel Molekiilen geloster Suhstanz pro V ollllffiseinheit, 
wie hier Teilchen. Auch die Ableitung von Langevin ( vergL 
,dieses Ham1chen Seite 199) unid ,die auf Grund! des Virialsatzes 
von Ph. F:ran\k.1

) ibeniitz-en iden Gleichvertei-lungssatz direkt. 
5. Zu Seite 9. Annahernd folgt dieser Satz aus folgender 

einfachen Ueberl'egung: Wir nehmen ,a.n, da.B M » m und C « 
c. sei. Den Winkel zwi.s1chen c und ,der Zentrale der beid,en Ku
.geln un Mo-ment des Sto.Bes nennen wir a, den· Winkel zwischen 
d"er Zentralen und ,der 'Senkrechten zu C nennen wir /3. Dann 
ist ille ·bei dem Sto.13 · von m auf M tibertragene Bewegungs
groBe. -annæhernd 2 mc. cos a, was fi.i.r M in d,er Riichtung der 
~entra.len ,den Ge,schwingigkeitszuwac•h~ 2 mc!M. cosa er_gibt. 

1 ) Pb. Frank, Ann. d. l'hys., 52, 323, 1917. 
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In .der ·Richtung1 senkrecht zu C also die Gesch~indigkeit 
.2 mc!M :iciJsa • co{J ~- Von <låes,er Gro13e ist min der Mittelwert 
zu bild en iiber alle moglichen Wlerte vona und p_; und .zwar 

variiert a zwischen O und ; , f] z~ischen - ; und + ; , da

her ,die gesuclite W ihrscheinlichkeit 
7t 7t 

22 
.- 2 Jf2mc 8mc- · m.c 

;,· ... ~ - M cosacosf]clxd{J.=n2 }l!J=0,80_6 .1vl. 
0 7t 

-2 

6. ZJU Seite 11. Die Formel folgt ,direkt aus dem Kosinus
satz der spbiirischen Trig0110metrie. 

- 7. Zu Seite 12-. 
J _ + 2 cos e ( 1-cosn e ) + 1 -

n = n l - cos e n - 1 - cos_ e cos e = 

[ 
1 + cos e . 2 cos e n + 2 - 2 cos2 e · -
· n-t-------- . +1 

, 1 - co~ e ( 1 - cos s )2 _ · 

_ 8. Zu .Seite 12. Durch Entwicklung von (9) nach ·potenzen 
der kleinen . Gro13e CJ erhalte_n wir: 

· - 2n 2 
J =(1-n)+---n , o c)'2' 

[a(-'--·2.+(n+2) )+02( 1 (n+ l)t+2))+ (,s(n+2ti+ _l)n + ... ] 
n3o 

C'-'11,2 __ 

3 

A - n l V l - n/ = n l ( 1 - n/) . 
9. Zu Seite· 13. Der innige Zusammenhang zwischenBrown

scher Bewegung und Diffusion bildet die Grundlage fiir die 
erste Einstei:p_sche Arbeit1 ) i.i.ber die Brownsche Bewegung, und. 
wuride nanientlich von Smoluchowski in seinen spateren Ar
beiten vielfac:h ausgeniitzt, die zum Gro13teil in cliesem Band·
chen vereinigt sind. Weitere LiteTa,tur iiber dieses Thema 
findet man in dem zus,ammen.fa.ssend1en Bericht von R. Fiirth2

). 

10. Z.u Seite 14. ' Nach dem Maxwellschen Geschwindig
keit&verteilungsges·etz ist ,die W1ahrscheinlichkeit, da.13 ein Gas....; 
molekiil (oder Brnwnsches Teilchen) eine Geschwindigkeit 
zwischen Y und y + d ?'I haibe gegeben -durch 

4 y2 
32 --:-7 · 

W(y) do=n2caY2e nC dy, 

1
) A. E i n s t ei n , Ostwalds Klassiker, Nr. 199, Seite 13 ff. 

2
) R. F i.i. r t h , _Jahi;b. q. Raet u. EJekfa:., · 16, 319, 1920. 
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worin C ,die mittlere Geschwindigkeit des Teilchens bedeutet~ 
Die gesuchte W,ahrsoheinl.khkeit dafiir, dafil y unter einen 
gewissen Betrag I' herabsinke, ist offenbar 

2 
I' . 1r;J/O 4I'2 

( W (y) dy = :_ f e - x
2 

dx = 4 I' e - n 02 
v Vn nC 
o. 0 

( 
I')2 oder, <la O eine kleine GroBe ist, durch Entwicklung nach 

Potenzen dieseT GroBe 
32 T 3 

3n2 es. 
Da nun ·r= mc I M, und die Beziehung gilt mc2 = MC2

, er-

gibt sich durch Einsetzen rund ( :)8'2 • Fur M = 104 
• m 

(Grenze -der Beobachtharkeit) gibt dies fur die ge-suchte 
Wahrscheinlichkeit den auBerorcl,entlichen kleinen W ert 10··6

• 

lL Zu Seite 14. Siehe Ostwaldis Klassiker der ex.akte:ri 
Wis-senschaften .Nr. 199, A. Einsteins Ar beiten iibe.r -die rrheo
rie der Brownschen BewegJUng, Anmerkung 30, Seite 72. 

12. Zu 'Seite 15. Die Formel Hir die StoBzahl ergibt sich 
ohne weiterns, wenn man sich die einzelnen, wahrend· einer Se
kunde von M zwischen ,den auf.einanderfolgenden StoBen zu
riickgelegten W ege in gerad.er Ricih.tung aneinander,gelegt,derrkt. 
Da C)) c ,sein .soll, so kann man sicih M ruhe.nd deillken, o•der, 
w.a,s a;uf <l_·a;sselbe hinauskommt, man :denke siich alle Molekiile 
rnihen,d .und punktformig und M mit d·eT Geschwindigkeit c 
geriadlinig1 be.wegt, .d.a.nn hestreioht -es wahrend einer Sekunde 
einen Zylind-er vom Vo'1umR2 n c in d•em -sich NR2 n c Molektile 
he:finid'en. Mit allen die.sen mii,ss,en nun Zusa.mme•nstoBe er
-folgen, di-eis ·i.ist also g1eichzeitig ,d,er W·ert von n. 

13. Zu Seite 16, 2'6. NaJrnres iiber die8'e in -der Theorie der 
Brownschen Bewegung so viel verwendete Formel und iiber 
die Grenzen iluer Anwenclharkeit siehe Ostwa1ds Klassiker 

der exakten Wis•senschaften Nr. 19,9, Seite 58 ff., Anmerkung 10. 
14. Zru -Seite 17. DaB der Unterschied in den bei,den Resul

taten in ,der Tat. auf der Verwendung vereinfachender An
nahmen beruht, sieht man da.raus, daB ·eine etwas gena.uere 
Berechnun.g unter - Zug.rund1elegung •des Maxwellschen Ge
schwindigkeitsverteilungsgesetzes durch A. Snethlage 1 ) den 

Smoluchowskischen Zahlenfaktor liH. in J/ ! verandert, also 

Einsteins Formel schon s-ehr nahe kommt. In seinen spateren 

1
) A. Sne t h 1 a. g e, Versl. Kon. Akad. v. "\Vetensch., 24, 1539, 1919. 
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,Arb ei ten hat Simo1uchowski selblst iIDIIller die Forlll'el von Ein
stein beniitzt. 

15. Zu Seite 17. Siehe z. B. J. Jager, Gastheorie, Braun
schweig· 1906, 'S. 39. 

HL Zu Sei te 17: Hier mu.B es gema.B dem derzeitigen 
Stand unse:rer Kenntniss,e richtiger hei.Ben N = 3,8 · 1019

, was 
d·en W ert von Il in 1,7 . 10~3 cm verandert. 

17. Zu Seite 19. Als erster hat F. Ehrenhaft 1 ) die Brown
sche Bewegung von Metallpa.rtikeln in Gasen aJs solche b~
schrieben und: gezeigt, d1aB sie der Gro.Benordnung nach mit 
Smo1uchowskis resp. Einsteins, Resultaten iibereinstimmt. Ei-ne 
drrekte Bestatigung der Formel konnte nur d,ann erbracht wer
den, wenn rnan die Radien der verwendete·n· T'eilchen •aus an- · 
derweitigen Beobachtungen genau genug kennen wiirde. In 
Fltissigke.iten ist dies zwar nun sehr wo'hl mit den V'erschie,den-

, sten Methoden, z. B. Abza.hlung unid Wagung geniigend groBer 
Mengen, mikroskopische Bestimmung und vor allem durch 
Messung der Geschwindigkeit des gleichformigen Niedersin
kens eler Teilchen in der Fltissigkeit infolge ihrer Schwere 

• moglich, · da diese.s Nied·ersinken gemaB der fiir Fliissigkeiten 
unt er · all en U mstanden giiltigen Stokesschen Widerstandsfor- · 
mel erfolgt. 

In Gasen jedoch ist der letztere Weg derzeit der einzige 
halbwegs genau g·angbare, und gerade hier f.ehlt uns die 

. sichere Kenntnis des ·w !iderstandsgesetzes. Flir geni.igend 
kleine R/A treten an Stelle des Stokesschen Gesetzes andere 
(siehe Anmerkung 13), deren Grenze flir sehr kleine R/A das 
V0\1 Smoluchowski verwendete Gesetz bildet. Bis jetzt sind 
aber alle diese Formeln, deren Grund1age rnehr oder wenig·er 
hypothetisch ist, noch nicht einwand:frei experimentell nach
gepri.Ht, eben deshalb, weil man .die TeilchengroBe ander
weitig kaurn feststellen ka.nu·. 

Da dieses unbekannte Widerstandsgesetz in die Forrneln 
hir die Brownsche Bewegung eingeht, ist eben die Pri.ifung 
der Theorie an Teilchen in Gasen au.Berst schw,ierig und wird 
erst dann einwa.ndfrei zu machen sein, wenn es gelingt, die 
•Abhangig•keit des Wi.derstandes vom Radius bei kugelig;e~ 
Partikeln in Gasen sicherzustellen. 

18. Zu Seite 212. Ma,xwell h11,t sich ein Mo,dell aus,geda.cht, 
1-vie man wienn die kinetisc'he Anscharnung die richtige ware, 
entgege~ dem zweiten Haupts-a.tz der Thermo,d:ynamik Arbeit 
auf Kosten von Wa:rme gewinnen konnte, d1er:art, daB man sich 
in einern geschlossenen, mit Ga.s .gefi.illt'en GefaB eine feste 

1 ) F, E hr en ba f t, Wiener Ber., 116, (2a), 1139, 1907. 
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Sche~dewa.nd angebracht denkt, die eine Klapp,e enthalt, we-lche eine Oeffnung verschlie.Bt, gerade gro.B genug, un;i. ein MolekiH hindurchzulassen. An dieser Klappe steht ein "Damon", der sie imme:r aufmacht, wenn er ein Molekiil beispielsweise von vorn nach hint~n auf sie zukommen sieht, um sie hinter ihm schnell wieder zu schlieBen, u:r;ngekehrt dagegen laBt er keines hindurch. /4..uf diese Weise wiirde die Anzahl der Mole-. ktile ,in der hinteren HaJfte des Gefa.Be-s standig zunehmen, in der vor.deren aimehmen, und daher eine immer gro.Ber werdende Druckdiff erenz zwischen beiden Halften entstehen, die man s-chlie,.Bt etwa zur Bewegung• e:ines KolbelllS im Arbeitszylind,er einer Mas,ohine benii.tzen konnte. 
Dieses Experiment ist allerdings undurchfiihrbar, aber wenn man sich statt eines Gases eine Suspension kleiner Teil-· chen in einer F'liissigkeit denkt, dann ware die Konstruktion eines solchen Ventils eventuell schon im Bereiche der Moglichkeiten und man konnte sich so ,denken, daB es mog'lich ware, in der einen Halfte des• Gefa.Bes die Konzentratiort auf Kosten der andere,n Halfte zu vergro.Bern und dann vermoge des entstandenen ·osmotischen Druckes Arheit zu gewinnen. Praktisch ist das Verfahren natiirlich vollkommen wertlos, aber sein theoretisches Interess·e ist gro.B, da es zum erstenrnal den Gedanken einer moglichen Durchbrechung ,des zweiten Hauptsatzes der Thermodynauik ausspric.ht, ein Geclauke, dem dann Sirnoluchowski in seinen spateren Arbeiten (siehe diese) endgiiltig zum .Siege verholfen hat. 

19. Zu Seite· 22. Nach Einstein1 ) ist der Zusammenhanj; zwischen ,dem mittler,en V erschiebungsquadrat pro Zeiteinheit x2
/t und dem Diffusionskoeffizienten D gegeben durch die Formel 

:x:2 
y=2D. 

Siehe auch Anmerkung• 9, sowie die folgenden Arbeiten die. ses Bandchens. 

20. Zu Seite 24. Auch diese Frage ist von Smoluchowski. in seine·r letzten groBen Arbeit2
), zum erstenmal ·exakt angegangen worden und hat sich auch experimentell gut bestatigen. lass en. Naheres iiher · eses T:hema in der zusammenfassend·en Bearbeitung von R. Fiirth3). 

21. Zu Seite 25. A. Einstein, Ostwal,ds Klas-siker Nr. 199; M. v. Smoluchowski, dies-es Bandchen, nachstehende Arbe~te·n; P. Lang~vin, Comptes Rendus 146, 530, 1908; G. de Haas 
l) A. Ei n s t ei n , Ostwalcls Klass1iker Nr. ooo, S. 1 bis 15, 43 bis 53. 2

) M. v. Sm o I u chow ski, Zeitschr. f. phys, Chem., 92, 129, U.117, 3
) R. F ii r t h , Jallrb. el. Rad. u. Elektr. 16, 349, 1920. 
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Lorentz, Die Brownsche Bewegung und verwan1dte Er.schei-
nungen, Braunschwefg l913. . _ . . 

22. Zf\l Seite 25; 46. ·A:. -Einstein, Osuwal<lis Klas.siker Nr. 
199, Seite 13 f. ~ 

23_. -.Zu Seife- 26. Beziiglich des Za'lilenkoeffizienten ver
gleiche Arnnerkq.ng 14. Bez.iiglich ,der Literaitur vergleiche 
Ostwalds Klasike_r Nr. 199, A. Einstei;n, Arheiten iiber d.'ie
Theorie de:r Bro-wnschen Beweg'llng ,S. 63 ff., Anmerkung 13" 
und Seite 67 f., An:rnerkung• 17. · ~ 

24. Zu Seite 26. Die Erklarung ftir _ _diesen Umsta.nd sieht 
ma.nheute in ~derAnnahme, da.6 sic,h beiBerii'hrung"ei-nes festen 
Korpersinit einer Fliissigkeit a.n der Beriihr1Ung·sflache eine elek
trische Doppelschic.hte ·au.sbildet, deren Betrag urid Vorzeiche.n 
von der· Natur der aneinander sto.Bend en Substanzen abhangig 
ist; wahrscheinlich spielen im Sinne des sogenannten La
-dungsges.etzes von Coehn die Diefoktrizitatskons.tanten .der 
Substanzen, sowie auch die Art :unct Menge der in der F1iis
sigkeit enthaltenen Elektrolytionen mit. Ist nun das Vor
zeichen ge:r; Teilch,enladung das gleicl}.e, 'o/.ie das · eler GefaB
wand, so findet. eine Abstolfong von Tei1chen und Wand sta.tt" 
wenn dagegen die Wand oder da.s Teilchen oder beide ung·e
la.den sind oder entgegenges·etztes . Vorzeichen ha.ben, kleben 
die Teilchen an der W an.d fest. Dies kann man im allgemei
nen durch Zusatz von Sa,ure zu dem Kolloid err.eichen. 

Dieser Umstand spielt auch hei dem gegenseitigen An ... 
haHen der Teilchen aneinander, der Koagulation, eine Rolle 
(vergL auch Anm. 20). 

25. Zu Seite 27. DefinitionsgemåB findet man hei Einfiih
rung ,der Var.iabeln 

-t = X - Xo S' = X + Xo • 

~ 2fl5t' 2)/Dt 

(x - xo) = j"\x - x0) w (x) d,,.= J' '. {2 mfco e - ~2..cl (~2). 
· · · 2 n Dt 

• 0 . X,, 

- 2VDt 

ebenso 
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00 

(x-x0 )2 = j(x-xo)2 W(x)dx . 

0 

CD CD 

=-
1 

{s(Dt/laf~2e-g
2

dg + 8 (Dtttaf Pe-Pd';' 
2ynDt _ 

Xo Xo 

- 2fm 2-V [!t 
CD oo 

- · 4 x0 2 Dt f e ~ g-
2 

d. ( g2) - 8 x02 y]5t f e - g2 d g} 
-~ -~ 

2Ynt 2Vnt 
- CD 

= & l/ Dt x0 e - c2 + 4 (Dt ~ x02)j e - g2 d g; r n yn 
0 

li~~C:-xo)
2 =li~[ 8~. x0 +2 (Dt-x0

2 )] = 2 Dt. 

26. Zu Seite 27 .Formel (5) erhalt man ohne weit-eres, wenn 
man sich das Teilchen zunachst an ,der linken W and (im Ab
:Stand a) .gespiegelt denkt, ,dann -diesen ,Spiegelwnkt an eter 
rechten W,a,nd (im Abstand b) spi-e•gelt, diesen wieder links 
usw.; ebenso verfahre man, mit ·der rechten Wand heg.inniend. 
Schlie.Blich superponiert man die Brownsche Bewegung aller 
dieser filrtiven Spiegelpunkte tiber die Be-wegung des ur
.sprling'lichen Teilcbens, so wie im Falle des einzelnen Spiegel-
punktes im § 2. · 

Die Integration wird durchgeflihrt, indem· man in allen 
Exponentialfunktionen an Stelle, des neg•ativen Exponenten 
neue Veranderliche einflihrt und diese dann alle mit d·em glei
<:hen Buchstaben x bezeichnet: 

i": b . l { + b/2 fot 
0 j W(z)d(z)=

2
·YnDt 2DtJe-x"dx 

-a ,r-::-, 
-af2 r Dt 

b+2n(a+b> b+2n(a+b> 

oo [ 2l'vt - 2(Dt 
+2VDt~ f e-x2

dx - Je-x 2

dx 
n = 1 _a+2n(a+b) a-j-2n(a+b) 

2V°Dt 2V.Dt 

-b+2n(a+b> 

2V Dt 

+ Je -x2
dx 

- a-2b +2n (a+b) . 

2Y Dt 
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- 2a - b+2n(a+b> 

+ t~:dx 1·}· 
- a '...f-- 2n(a+b) 

2Y Dt 

Es zeigt sich, daB bei passender Anordnung der Grenzen 
diese Integrale gerade den Bereich von Null bis Unendlich 
zweimal ausftillen und daher den gesuchten Endwert lieferri: 

00 

2 r -x2 
,r:::: / e d x = 1. 
Y n ~ 

0 

2f7. Zu Seite 28. Fiir gro.Be n verschwinden in den Expo
nenten alle Glie,der gegen ·die n enthaltenden, s-o daB man 
bei Ve-rta.uschung rtl·er Summen mit Integralen erhalt 

1 oo n2(a+b)2 1 
W (z) = 

11
_ 4} e---yff dn = + b. 

2 ynDt Cl 
0 

Die mittlere Verschiebung wird 
. +b +b 

z = J z W ( z) dz - f az !\ = b 2 a ! 

-a -a 
+b 

ferner z2 = f z2dz = ~ as+ b3_ 
a+b 3 a+b 

-a 

28. Zu Seite 29, 109. Da.s gilt aber nnr dann, wenn das Wi
derstandsgesetz ein line,ares ist. Ware dies nicht d1er Fall, d-ann 
wiircle sich Brownsche und Fallbewegung nicht einfach super
Ponieren, so daB man eill'e Abhangiglrnit ,des vViertes von D 
von der mittlernn F'allgeschwindigkeit bekommen wiircl~. Aus 
V ersuchen von F'iirth1 ) geht jedoc'h hervor, daB eine solche 
systematische Beeinflussung nicht ·existiert. 

29. Zu Seite 29. Fi.i.hrt man statt der Varia.bein z die Gro.Be 
z' = z + rPt ein~ so verwandelt sich For.mel (7) in Formel (1). 
Man erhålt daher fi.tr diesen Fall das rnittlere Verschiøbungs-
quadra.t ;,2 ebenso groB, wie im fri.i.heren Falle Z:\ also gleich 
2 Dt. Oder... -·-

i2 = z2 + z. 2 y Pt + (y Pt)2 = 2 Dt. 
Da ferner 

7=z+rPt=o, 
- . 

1 ) R. Flirt h, Ann. , d. Phys., 60, 77, 1919. 
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folgt durch Einsetzen v..on z aus der- unteren Gleic,hung; 
Zi = f Dt + (r' Pt)2 . Eine Priifung dieser Formel erfolgte 
u. a. von Nordlund1

) uP.U. von Ettenreich2
). Der erstern unter

suchte eine Hg-Suspension in W as·ser unter dem Kardioid
ultramikroskop derart, da.B ·fo I ku~Z'en- Zeitabstanden automa
tisch ganz kurze Lichtblitze (1

/ ~å Sek.) in den Apparat ge
worfeii • wur&en. . ;oie ~egist-ri1?rung er:folgte photographis.ch 
auf i einer Pla.tfo,::die du:rch eiu Uhrw:,erhgleichzeitig b.orizoi1-: 
tal 'bewe.gt wurtle, wahrend das 1-:eilche:ri Iierabfiel. . 

. . D-er ·1etztere ,;.~tersuclite -ehe~falls - Hg.:.-Kug•~ln: di~ Re
gistrierung jedoch ge,sch.ah so, ,da:f3 rrfit Hilfe des, Abbeschen 
Zeic.henapparats nach· d'ei:n Takt1chl~gj eines Metrononis in 
aquidistanten Zeitabstanden der Ort des fallenden Teilchens 
in :einem Koordfoitenpa;pier · mit einer_ Nad-el - eingesto.chen 
wurde: · ,, r ' 

Beide Eeobachter · find-en -gute · U ebe-re.iflstimmung mit 
Formel (8). J edoch zeigt sich bei Ettenreich, bei des·sen Me
thode ja an einem und demselberi Teilcben "g;leichzeitig die 
b orizontalen und vertikalen ·v erschie,bungen gemessen wer
den konnten, eine deutliche Verschiedenheit der Gro.Be D in 
horizontal-er und vertikaler Richtung; ,der.art, - da.B : ,stets 
Dhor> Dvert. Ph. Fran~3

) hat dal'..auf hing'ewiesen, da.B eine 
sole he Bee,influssung in der Tat m6glkh war:e; da· ja nach dem 
Gleichve,rteilungssatz auf je-;den Freiheits·grad die gleiche 
Energie entfallen soll, was , in dies em Falle eine Verteilung 
auf die Brownsche i{ ckzac.ltbe_we·it1::ng, uncl- die F'aHhewegung 
bedeutet, so da.B auf die -· erster'e all.ein. weniger entfallen 
mii.Bte, also ein kleineres D. Dieser Umstand kommt jetloch 
infolge · d.er au.Berordentlichen Lang'samkeit der Fallbewegung 
hier· keinesfalls· in Betracht. · · 

·R. Furth4
) hat in nieuerer Zeit gezeigt, daB diese Be·ein

flussung blo.B eine scheinbare ist, rein rechnerisch vorge
tai1scht dure.li die Beschranktheit der .zur Berechnung ver
wendeten Statistik. (Siehe auch An-merkung 81.) 

30. Zu Seite 30, 41, 109. Auch das untere Ende eines ge
nugend feinen, vertikal amf,gehangten elastisc-hen Quarzfadens 

· mtiBte . eine solche- Bewegung~ ausfi.i.hrien, d1ie sic.h noch mi.., 
kroskopisch ibeo'biachten la.ss·en mru.B. Beo.bachtungen dieser 
Art si:nd in rteuest-er Ze.it von P. Zeemann a11sgefiihrt worden. 
Siehe auch Ostwald-s Klassiker Nr. 199, Seite 65, Anm. 15. 

~) J. Nord I u n d, Zeitschr. f. phys. Chem., 87, 40, 1914. 
2

) A. Ette nr ei c h, Wiener Ber., (2a), 121. 
3

) Pb. Frank, Ann. Phys., 52, 323, 1917. 
4

) R. F tir t h, Ann. d. Pbys., 59, 409, 1919; Phys. Zeitschr., 22, 
62~, 1921. 
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- [x~ + x2 (1- [3 -i-)2 - (x + xo)2 (1- P -i-)2] 
1 0 2 - 2 ,8 'i + 132 -i-2 

. 4nDie 

+co_ { a V 2 ~ 2 ,8 -i- + 132 -i-2 - ( x + x o) (1 - fl -i-)2 }2 /4 D -i-

! V2-2f3-r+ p2-z-2 d e a. 
- (X) . -

Fiihrt man als neue Integrationsvariable -die negativen Ex
ponenten der e ein, so er halt man: 

W ( ) 1 . e - [ ] +j co - x2 l 
x, Xo r = -----;::======= · e d x 

2 n V D 1: VI + ( 1 - f3 -i- )
2 

-co -
. 1 e-[ ], 

2 rnn-:;-v 1 + (1-{3-z-)2 

woraus sofort der .im Text angeg-ebe·ne Wert folgt. 
32. Zu 'Seite 31. W·egen lim(l-ffr)n=e-f:lt ergibt sich .als 

Koeff1zient ,der e-Poteniz i-= 
0 

2~ · v(l-1'~) 2n -1 V 2n D(I ~c-21' •) 

(1-{3 r)2-1 
und der Exponent von e 

[x- x0e-f:lt]2 

4 D -r (1- e - 2 f:l t) / 2 ,8 -r. 

33. Zu Seite 31. Fiihrt man fur den Exponenten in Formel 
(10) die Veranderliche t ein, so folgt flir x 

- +!co 1+1·~ -22 1/ 2D(l-e-2f:lt) 
X = X • w ( x, Xo) d X I v'n g e . d g V . f3 

-co -co 

+oo 
1 -/U ( - ~' +-=xoe e d g. 

Jln -oo 

Das erste Integral ist Null, das zweite gleich y-;, also 
x=x0 •e-fJt 

analog erbalt man 
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34. Zu Seite 32. Formel (15) ist in d1er .statistischen Mec:ha.
nik unter dem Nanien Jes Boltzmannschen e-hx_TJi1e,orems be
kannt, und: gibt die ;Wlahrscheinlichkeit d-aftir an, daJ3 einer ,der 
Par,ameter d·es betrachteten Systems ohne Rlicksicht aiuf die 
anderen, sich in g-ewissen infinitesimalen G11enzen befinde, wo-

. bei dias System -selbst mit einem anderen von unendlich g,roBem 
Energieinhalt in statistischem Gleichgewichte steht. Naheres 
hieriiher findet man in Osb.wruldis Klrus,siker Nr. 199, Seite 64, 
Anmerkung 14, sowie bei R. Fiirth, Schwankungserscheinun
gen in ,der Physik, Sammlung Vieweg Nr. 48, Brauns·c.hweig 
1920. 

35. Zu S.eite_33. Wie Smoluchowski S•elbst bemerkt, ist .das 
Versclhwind'en ides Glie·des I1 xXdt ein schwacher Punkt der 
Argumentation, der .a,uch bei Langevin ebenso in Frage kommt. 
Es ist namlich ahsolut nicht ohne weiteres einleuchtend, daB x 
und X vollkommen voneinander unahhangig1 sind, da ja infolge 
der (allerdings sehr kleinen) Tragheit .der Teilchen die Kraft 
der MolekularstoBe nicht in allen Richtungen gleich groB ist, 
oder mit anderen W orten, daB die Bewegungszustande in auf
einanderfolgenden Zeitpunkten nicht vollig voneinander un-
abhangig sind. · 

Besser la.Bt sich diese "Koppelung" iibersehen, wenn man 
von einer anderen Differentia.lg'leichung ausgeht, .die in der 
Ableitung von G. de Ha.as Lorentz verwendet worden ist 
(siehe Anmerkung 21). 

Die betreff enden gena ueren U eberlegungen sind von 
L. Ornstein1

) angestellt worden, und er er halt in der Tat eine 
von der Einsteinschen abweichende Formel, die flir geniigend 
långe t in diese iibergeht. Vergl. auch Ostwa,lds Klassiker 
Nr. 199, Seite 60, -Anmerkung 8, sowie diese-s Bandohen An
merkung 59. 

36. Zu Seite 34. Bei der g,ebrauchlic:hen Gro.Benordnung 
der Brownschen Teilchen liegt v zwischen 105 fl.md 1011• 

1
) L. 0 r n s t e i n , Proe. Amst., 21, 96, 1918. 
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37. Zu Seite 34. Die Aussaige, da.13 die Lagenverteilung- · 
einer Scha.r gleichartiger Teilchen durc'.h dieselbie Formel ge
geben sei, wie die zeitliche Verteilung der 'Lagen eines 
Einzelteilchens, bildet eirren SpeziåJfall der in der statistischen 
Mechanik so haufig ve.rwendeten Vertauschung von virtuel
ler und Ze.itgesa;mtheit. Betreffs der Berechtigung dieser
V ertauschung siehe Ostwalds Klassiker Nr. -199, Seite 61 f., 
Anmerkung 10. 

38. Zu Seite 35. Wir fiihren als neue Variable die Gro.Be 

fi (x - xoe - [3 LI t) 
y = --;:::=========== f 2 D (1- ~ - 2 p LI t) 

ein und setzen y = z flir x = ~o- Dann verwa.ndelt sich (21) 
Z · CO 

1 f -y2d 5 f -y2d - e Y=-= e y 
Vn -Vn 

- _ex> z 
in 

z 

:_Je -Y2 
dy=:!:_ 

-Vn 3 
0 

oder 

1
· -pLlt 

Z= xo - e 
s V 2 (1 - e - 2 # LI t). 

und · 

Durch Auflo,sung nach LI t er halt in.an da.raus den im Text 
gegebenen Ausdruck. 

39. Zu Seite 37. G,ema.6 Formel (14) ist fiir den statio
naren Zusta.nd die Wahrscheinlichk,eit od1er relative Verweil-
z·eit innerha,lb ·-des Zustandes x0 ••• x 0 + L1 x gegeben ,durch 

f9 xo2 

~e-2DL1i 

und dieser .Ausdruck mu.13 auch glekh sein dem Verhaltnis 
der Zeit, wahrend derer sich da.s System in jenem Zustande 
befindet: L1 t und der ganze-n Zeit T, oder auch, w,as mit ge
niigender Annaherung der Fall, jener Zeit, welche zwischen 
zwei aufeina.nderfolgenden x-Zustanden verlauft: der Wieder-

L1 t 
kehrzeit. Also g'leich T • 

N un ist aber nach (11) 
LI x= x0 [3 Lit, 

au.s beiden Gleichungen folgert man 
(3xo2 _ ~ Xo2 

T= l ~ e 2D = V 2 n so e· 2 r . v-r pxo fJ Xo 
In einer spiteren Arbeit dieses Bandchens Seite 95 'hat Smo--
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luchowski ,den Begriff der Wiederkehrzeit zu einem exa~k
ten Kriterium flir die Rever'sibilitat oder Irreversibilitat mole
kula.rer S-ysteme ausg:ebildet. 

40. Zu Seite 38. Nach idem obigen kia.nn man (24)-auch sohrei-
ben · 

W (x) W (x0 , x) dx dx0 • 

fotegriert man dies en Ausdrnck von - co bis, + co nach 
x 0 , so er"gibt sich . 

+oo + oo 
W (æ) d x f W (x0, x) dxo = W(x) dx • f W (x, x0) d x. 

- oo ' -oo 

fn dieser Form,el ist a.ber -d•as_ lezte Inte,gr,al ·geima.6 Defini
ticm der W a.hrscheinlic'hkeit gleich Eins, also kom.mt tatsach
lich, wie verlangt, die st,ationare Verteilung W (x) dx heraus. 

41. Zu Seite 39. Auch dieses Pr,oblem ist spater von Smo-. 
luchowski theoretisc'h gelost wor.den (di,eses Bandlchen 8. 110). 
Eine ·experi.mentelLe Verifikation vo:µ Ftirth1

). 

42. Zu 'Seite 41. Die Behanidlung, -dieses Probl.ems g;elingt 
in sehr einf.acher Weise mittels des e-hx Theoriems (siehe 
Arnnerkung 34). 

Betreffs der Literatur zu den Dichteschwankungen bei 
id•ealen Ga.sen siehe Anmerkun,g auf Heite 42 des Textes, so
wie die fiolgende Anmerkung. Betreffs. d·er Verteilung von 
Emulsionsteilchen im Sc'hwerefelde vergleiche A. Einstein, 
Ostwaldis Klassiker Nr. 199, Seite 19, und M. v. Smoluchowski, 
-dieses Bandchen, Seite 110. 

43. Zu Seite 42. Eine vollstandige Zusammenfassung die
.ser P-robleme, sowie ausftihrliohe Literaturanga.iben findet dier 
Leser bei R. F'tirth, Schwankungserscheinungen in ,der Physik, 
Sammlung Vie1we,g, Nr. 48, Brauns,c.hweig 1920, sowie Jahrb. d. 
Raid. 1u. El'ektr. 16, 319, 1920. 

44. Zu Seite 42. Eine einwanidrreie und kurze Ableitung 
·dier F'ormeln (1) bis (4) find1et man bei R. Ftirth2

), wo auch 
diese Formeln durch einfache sta.tistische B~isp,iele illu.striert 
-sincl. 

40. Zu Seite 43. Die Erscheinung der kritischen Op,ales
zenz beste.ht in ei:p.er Trtibung· des Gases in d1er Nahe des kri
tischen Zust.a.ndes und ,da.mit zusammenhangend1er seitlicher 
Zerstreuung des \kurzwelligen Lichtes. Die TJ1)eorie der 
Opaleszenz von Gasen im kritischen Zustan,d,e und von Fliis
-sigkeitsgeinischen in der Nahe des kritischen Mischung.sp!U,nk-

1
) R. F tir t h, Ann. d. Phys., 53, 177, 1917. 

1 ) R. F. ti. r t h, Schwenkung·serscheinungen in der _pbyaik" Sammlung 
Vieweg·, Nr. 48, BTaunscbweig 1920, Seite 11 bis 22. 
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tes ist von Smolucl10wski, Einstein und• Zernike aufgestellt 
worden und• •durch Keesom und Kammerlingh Onnes, Fiirth 
uncl Zernike experimentell ausgezeidrnet bestatigt wor-den. 
Betreffend Literatur und ausfiihrlicher Beschrnib1Ung siehe 
R. Fiirth, Schwankungserscheinungen in eler Physik1). 

46. Zu Seite 44, 59. Die hi•er beni.i.tzten Messungen von 
Sveclberg lei,den, wie West.gren spater gezeigt hat, unter ei
nem prinzipiellen Mangel, da im ,Spaltultra:mikroskop das Vo
lumelement optisch nicht 1scharf genug n.1bgegrenzt ist. Darauf 
beruht die im Text erwahnte Abweichung bei stark konzen
trierten Koll,oiden, ,die ,demnach nicht reell ist. W ohl abier ist sie 
reell bei den Versuchen von Perrin uncl Oonstantin, bei denen 
stark konzentDierte Gummi,g,uttemulsionen in el.er Tat Abwei
chungen vom Boyle-Charlesschen Gesetz bewirken, d•ie sich auf 
AbstoBungskrafte (wahrscheinlich elektrischer Natur, siehe An
merkung 24) zuriickfiihren las.s•en. An demselben Fehler leiden 
wahrscheinlich auch die Versuche von Lorenz und Eitel2) an 
Rauchte·ilchen in Gasen. N euere Versuche von ·w estgren 
,vurden mittels mechanischer Abgrenzung des Volumelemen
tes in einer sehr diinnen mikroskopischen Kammer und spalt
oder kreisfonmiger Blende im Okular cle.s Beob.acihtungsmikro
skops im Karclioiclultramikroskop angestellt und zeigen in der 
Tat volle U ebereinstimmung mit der Theorie bis zu den gToB
ten bei Goldhydrosolen moglichen Konzentrationen. Zum 
Vergleich ,diene die aus V.,T estgrens Arbeit3

) entnorqmene 
Tabelle: 

I 

ber. 
-

1/v 
I 

m I 
2vk e- v 

n beob. 0 2 
kl 

0 383 380 
1 568 542 
2 357 384 
3 355 184 0,743 0,700 0,696 0,689 
4 67 66 
5 28 19 
6 5 5 
7 2 ' 2 

47. Zu Seite 47. Die Waluscheinlichkeit dafiir, da.B zur 
Zeit Null das Teilchen zwischen .x: und x+ cl:x; ist und nach Ab· 
lauf åer Zeit t da.s Interv,all O ..• h nach links verlassen hat, 
ist gegeben durch da.s Produkt eler Wahrnchcinlichkeiten. 

1 ) R. F i.irt h, cbd., Seile GS bis 64 . . 
2) Lo r c n z uncl Ei t c l, Zeitschr. f. anorg·. Chcm., 87, 357, 1!114.. 
3) A. West gren: Zeitschr" f. anorg·. Chem.-, 93, ~Rl, 1915; 95, 

39, 1916. 

Oshvalds K assiker 207. 9 
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00 

dt und f W (~) d ~ , 
·x 

also 

X 

Die entsprechende Wahrsche.inlichikeit flir beliebige Anfangs
la.gen ist 'dann gleich der .Summe- aller dieser Ausdriicke 
flir jede beliebige Lage von x zwischen O und h, und dieser 
·Ausdruck is·t noch doppelt zu nehmen, weil ja die Wlahr-
scheinlichkeit eines· Entweichens nach be-iden Seiten offen
ba;r doppelt so gro.B ist, als die des Entweichens nach links 
allein. 

48. Zru Seite 47. Dieses Verfahren, die mikrosk.opis(he Dif
fusionstheorie zur Lo.sung von ProMemen der Brownschen Be
wegung eines Einzelteilchens· -heranzuziehen, ist in der Folge 
von Smoluchow,ski ofter beniitzt wo.rden (siehe1 die folgenden 
Arheiten in dies·em Ba.nd1chen und die -d!a.rauf beztiglichen An
merk.ungen so,wie Anmer·kung 9). 

Die Frage nach der Berechtigung diesres Verfahrens steht 
und fant mit der Fr.age nacih .dier Bernchtig1Ung -eii.ne-r Vertau
schung von Zeit- und virtuel1er Gesarrntheit un:d weite.r 
von . virtuel.ler Gesamtheit · und: tatsac,hlfob.er Rmlluqg.esamt
he,it vieler gJeichrurtiger T:eilchen. B~reffs der Br;steirein 
Y.e~ta:uschung vergl. Anmerikung 37. Die letztere i,st imme.r 
dann . ·ber-ec,htigt, wenn die Teilichen ,sich vollig1 unah
hangig voneinander bewegen, also nur bei seb.r g-eringer Teil
chenkonzentration, welche Anna.hme ja iibrigens der gewohn
lichen Diffusionstheorie zugTunde liegt. 

Die, •hier mitgeteilte Losung beru·ht auf ider Auffindung 
eines sogenannten Quellenintegr,als der Differentialgleichung 
der Diffusion1

). 

åu_Då2ii 
åt- åa-12· 

49. Zu Beite 48, 60. Fiir ,den Fall ·einer Krei·szylinder
flach e mit ,dem Ra1diu,s e als seitliche BeigTenzung wur<le der 
Diffusionsfaktor P von .S.moluchow.ski zu 

P=e- 2 "{Io(2 a) + J1 (2 a)} 

berechnet, wo In (t) die Zylinderfunktionen imagina-ren A,rgu
mentes 

1
) Siehe z. B. Ri em an n - vV e b er: Die pa,rtiellen Differential

gleichungen deT theor. Phys., II, § 91 f; forner A. Einstein, Ostwalds 
K1assH,er, Nr. 199, Seite 13 und Anm. 0, Seite 61. 
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In ( t) = i- n J n ( it) 

bedeuten, und a = 
4 
~t gesetzt ist. 

· 50. Ziu Seit,e 50. Fiihrt mau in den · Ausdriicken (18) als 
Summationsv,arfable an Stelle von m ein: m - k = m' r:esp. 
m + k = m' unrd weiter an ,Stelle von k die Vaæiiable n - k - m' 
= i, re.sp,. n + k - m' = i und fa.Bt die zurrn gleichen W erte ,der 
V arrabeln g,ehorigien Glieder zusammen, so sie-ht man, dia.13 die 
zweite Summe ge.ra,de •di1e Fortsetzung der ersten bildet und 
der Ausdruck (19) herauskommt. Die darauf folgende Sum
mation ist einfach eine Anwentdung des binomischen Lehr-· 
satzes. (20) ergibt sich, indem man die rechts angezeigten 
Ope.rationen a,uch ·links ausfiihrt; die Formel (21) folgt aus 
der 1rnendlichen Reihe fur die Funktion ea; L1 n 2 , schlie.Blich 
erhalt man dur.ch Ausftihrung ,der Summa,tion 

fl== e-vP{n(n-Ip>.3 ~ (vP)m -2nP ~ (vP)m 
n ~ mf ~ (m-1)! 

~ (vP)m ~ m (vP)m} { } +nP ---+ --- = p2 n(n-1)-2nv+v2 
ml . (m-1)! 

+ P(n+ v). 

Eine wesentlich einfachere Ableitu,ng dieser Formel findet 
man bei L. Ornstein1

). 

51. Zu Seite 00. Formel (23) erhalt man am einfachsten, 
wenn man be.denkt, ,d.a.13 LJ2 der Mittewert von LJ2n iist, gebildet 
fi.ir .alle moglicheu W erte von n, also g•emaB (22.) gleich 

• LJ2 = p2 [(n - v)2 - n] + (n + ·J/) P, 

nun ist aber lliaich (3) (n - v)2 = V und n = v, also faJlt der 
erste Term weg uncl e,s . bleibt 

Lf2 = 2 VP. 

52. Zu .Seite 51. Diese Vera.llge;rneinerung ist in ,der Folge 
von Ornstein2

) vo!igenommen word1en, unt-er der Vor:æusset
zung, -daJ3 die Teilchen ruufeinander Krafte ausiiben. Es zeigt 
sich, daB zu Formel (23) noch ein Zusa.tzglie,d hinzutritt, das 
sich als Integral iiber -gewrl.s·se "Abhangigkeitsfunktionen" 
darstellt. 

53. Zu Seite 52. Indem man auf dieselbe W'eis·e verfåhrt, 
wie hei der Her1eitung von (19) (siehe Anmerkung 50),. erhalt 
man for 4 d1enselben Aiusdruck wie dort, nur -daB das Vorzei-
chen negati~istund statt (n - m - i) 2

, (n - m - i) zu tretenhat. 

1
) L. Or n stein, Vers!. Kon. Ak.ad. van Wet., 25, 1324~ 1917. 

2
) L. 0 r n stein, ebd., Seite 132e. 
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Die Summatio.n nach i ergibt sich aus der zu (20) ana.logen 
Formel . 

k (n:_i)(n-m-i) pn_-i (1- Pi 

= { ddx [(x P+ ~m- P))n]} = ~ P- m' 

X=Q 

worauf die Summation nach m unter Riicksichtnahme auf (21) 
sofort zu (27) fii.hrt. 

54. Zu S-eite 54. W!eil in (18) flir den Grenzfall P =0 alle 
Gli eder wegfallen, mit Ausna.,hme des Gliedes m = 0 res,p. in = k. 

55. Zu Seite 54. Ersetzt man flir kontinuierlic-h verander
liches k die F'aktoriellen durch die interpolierencle I'-F~nk
tio11, so wird aus (33) 

l 
. 'JJk ( n - k) ! z · ,_,k I' ( n -- k) 
im -----. = im ----- 1. 

n! k=o I'(n) 

56. Zu S-eite ·54. Vergl. dieses Bandchen, Seite 73 ff. 
57. Zu Seite 55. Der Begriff der "Wah.rscheinlichkeitsnach

wirkung", d1er in dieser Arbeit von Smoliuchowski zum ersten-
. mal eing.efiihrt und in der Folge oft v1erwendet worcl en i,st, ist 
ein der alteren -Statistik fremd1es Element, da clieser Be.griff 
wesentlich mit der Kausalitat eles Geschehen.s zusammenhaugt, 
von der in -d,er Statistik j.a grundsatzlic'h abgesehen wird. V on 
vielen Beiten wird daher das Operieren mit der ·w ahrschein
lichk.eitsnach wirkung nur als ein N otbehelf auges-ehen und 
ihm neben den anderen Begriffen •der W'ahrscheinlichkeits
rechnung und Statistik keine ebeubiirtige Rolle- eingeraumt. 
R. Fiirth1

) hat fodoch a.nla.Blich der Erorterung der schein
bareu Wii.•derspriiche z.wischen ,sbatistisch-indet·crminii.stiischer 
un1cr ka.usal-deterministischer Betrachtungsweiise gezeigt, 1daE 
sich die Sta.tistik sehr wohl streng kausal 'hegriinden la.Bt u:ud 
in dies er Auffassung die vVahrscheinlichkeitsnach wirkuug· 
eine ebenso begrtindete Stellung einnimmt, wie etwa die 
,,W1a.hr.s1c,heinlichkeit" selbst ·und1 ahnliche Hegriffe. 

58. Zu .Seite 59. Noch besser als an den Svcdbergschen 
:Messungen lass en sich -die theoretischen Ergebnisse des vorher
gehenden Absc'lrnittes an der'hereits einmal herau,gezogenen Be
obachtungsreihe von Westgren (Anmerkung 46) verifizieren. 

Die folgende Ta..belle gibt in der ersten Kolonne die Breite 
des Spa..ltes h, in der zweiten den auf Grund von (8) bercch-"
neten W·ert des Diffusiouskoeffizienten, in der dritten die 
Werte des Zeitintervalles zwischen zwei Beobachtungen, wo-_ 

1
) R. F i.i r t h , Phys. Zeitsehr., 21, f,\82, 1920. 
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bei zunachst alle Beobachtungen ausgenlitzt sind, •dann jede 

zweite, jede dritte usw. Die vierte Kolonne enthalt den Mit

telwert v ,der Teilchenza,hl unid ,die fonfte die beoba,chteten 

Werte von Ll 2 • Aus diesen ergibt sich gemaB Formel (33) 

P(heob), wahrend P(ber) mittels (10) aus D, h, t berechnet 

ist. Die U ebereinstimmung laBt, wie die letzte Spalte zeigt, 

nichts zu -wlinschen iihrig. 

h. 10• I D. 10• t I 
'J) I •J• I P I P I P (beob) 

(beob) (ber) P(ber) 

3,95 ! 1,39 · [ 
1,068 0,374 0,394 0,95 

2,78 1,452 0,513 0,517 0,99 

6,56 
4,17 

1,4281 
1,699 0,600 0,587 1,02 

5,56 1,859 0,656 0,634 1,03 

l 9,73 2,125 0,744 0,713 1,04 

18.90 2,265 0,693 0,760 1,04 

An Stelle ,der Ta1bellen I und Il des Textes, Seite 57, er

halten wir a.us W estgrens Miaterial die folgende Tab elle, die 

genau so eingerichtet ist, wie IL Die U ebereinstimmung• ist 

eine vollkommene. 

I 0 
I 

1 
I 

2 
I 

3 4 5 6 I 7 

0 
210 

I 
126 I 35 

I 
7 0 1 -

I 
-

221 119 32 6 1 - - -

134 

I 
281 I 117 

I 
29 

I 
1 

I 
1 

I 
-

I 
-

1 
119 262 122 31 5 1 - --

2 
27 

I 
188 

I 
108 

I 
63 

I 
16 

I 

3 

I 
-

I 
-

32 122 149 63 15 3 - -
--

I I I I I I I 3 
10 20 76 38 24 6 0 -

6 31 63 66 22 5 1 -

4 
2 

I 
2 

I 
14 

I 
22 

I 
13 

I 
11 

I 
3 

I 
-

1 5 15 22 15 6 2 -

--

I I I I I I I 5 - 0 2 10 10 1 3 2 

- 1 3 5 6 3 1 -

Smoluchowski macht in seinen Arbeiten ausschlieBlich 

Gebrauch von eler "Austrittswahrscheinlichkeit" P. E. Buch-
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waJd
1

) hat au.Ber dieser noch eine ganze Reihe anderer . Gro.Ben, die mit den Brownschen Schwankungen in kolloiden Losungen zusa.mmenhangen, herechnet und -durch entsptechende Beobachtung·en -auch e,xperimentell gut bestatigt. R. Fiirth2
) hat ·gezeig·t, da..B die von ,Smoluchowski entwickelten Formeln einen weit allgemeineren Sinn haben, als den hier verwendeten und die Theorie mit bestem Erfolge auf ein dem offentlichen Leben entnommenes statistisches Beispiel angewendet. 

59. Zu S.eite 62. Ve.rgl. - auch die wesentlich ·einfachere und· exaktere Behand1'ung dieses Problems im F,alle ,der Diffusion bei Ph. Frank 3). 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 . 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 , O 

0 0 0 0 0 0 

Fig. 4. 

60. Zu Seite 8, 9, 63, l0i7. Die hier wiederge,gebene Ueberlegung la.Bt sich an eiruem sehr einf.a.chen physiokaJischen Modell ,direkt pl,ausibel vor Augen fiihren, namlic'h 1an dem sogenannten Galtonsdien Sieb. Die.ses besteht aus einem · -gegen die Horizontale genei,gten Briett, in das nach folgendem •Schema Nagel -eingesohlagen sind. ,Setzt man in der obersten Reihe zwisc'b,en zwei Nagel eine glatte Kugel ein, die gerade · so gro.B ist, •da.13 sie zwischen ihn-en 
1

) E. Bu c h w a 1 d, Ann. d. Phys., 66, 1, 1921; Phys. Zeitschr.t 22, 497, 1921. 
2

) R. F ii r t h, Pbys. Zeibschr., 19, 421, 1918; 20, 21, 1919. 3
) P h. Fr ank , Phys. Zeitschr., 19, 516, i918. 
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hindurchgeht, so wir,d sie sich zwi,schen den Nageln einen 

W eg bahnen, der vollkommen dem Mechanismus der Brown

schen Bewegung• in einer Dimension entspricht, wobei man 

sich diese Bewegung schrittweise· aus .gleichen Stticken zu

sammengesetzt denkt, und beim U ehergang von einem zum 

anid,eren die Wahrscheinlichkeit des W•eitergehens in der ur

sprtingli,chen Richtung 0icl,er in der entgegeng·es,etzten vollig 

gleich ist. 
Auf Grund dieses Mod,ells kann man sich auch sehr ein-

fach die Formeln flir die gewohnliche Brownsc.he Bewegung 

ableiten (siehe Anmerkung 68); es· ka.nn aber auch, wie 

R. Furth1 ) gez1eigt hiat, verwendet wercien, um d,as al1gemeine 

Problem der Brownschen Bewegung mit Persistenz der Be

wegungsrichtung zu losen, das von ,Smoluchowski wieder

holt erwahnt wul'ld,e, wenn man sich vorstellt, daO bei jedem 

Schrittii.bergang ,die Wa.hr.scheinlichkeit des F'ortg•ehen.s in der 

einmal eingesch1agenen Richtung groBer ist, a1s in der um

gekehrten. Es laBt sich so eine Verallgemeinerung der Ein

stei11Schen Formel flir die Brownsche Beweg'UI1g geben, die 

im Grenzfall sehr kleiner Schritte mit der von Ornstein aus 

seiner "Koppelungstheorie'' gefundenen iibereinstimmt (siehe 

Anmerkung. 35). Diese verallgemeinerte Formel ist u. a. von 

F'urth verwendet worden, um zu zeigen, daB die Bewegung 

lebender Mikroorganismen (Paramaecium) den Charakter der 

ungeordneten Bewegung mit Persistenz hat. 
Auch die Betra.chtungen ti.ber die Fundierung des Beg•riffs 

der W1ahrscheinlichkeitsnach wirkung lass en sich nach Fiirth 

an diesem Modell bequeril anstellen (siehe Anmerkung 57). 

61. Zu Seite 63. Fur n = 1 wirdl flir ung·era:des m aus (1) 
l mf 

alm= -----------
m . 2 m ( m 

2 
1) ! (rn t 1 ) ! 

m-1 m-1 
(1. 3 .5 ... (m-2)f2 _2_(1. 2.3 ... - 2-

2 m(m 2 1) ! (m t 1) ! 
1. 3 ... (m - 2) _ 1. 3 .... (in - 2) 

=( m+l) mtl -2.4 .... (m+I)' 
1.2.3 ... -2- 2 

ahnlich geht es fiir gera.de m. m-n 

62r. 2iu 'Seite 64. Fiihrt man statt n die Variable k = - 2-

ein unid, berii.ck.siohtigt, daB nach dem binomischen Lehrsatz 

1 ) R. Flir t h, Zeitschr. f. Phys., 2, 244, 1920. 
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so wird 
m-1 

m . · 
1 

-2-

~ n . anm = m 
2
m ~ (7) ( m - . 2 k )2 

m=l k=o · 

=.-1-t m,2. 2m-l 
trv2m l 

63. Zu ,Seite 64. Flir unger·ade m unter Einftihrung der
selben Bezeichnm1g, wie in Anm. 62 erhalt man 

m - 1 
m -'.2-

~ anm= m.~m ~ (:)<m - 2k) 
n=l k= o 

= m~m{ m. 2m-l - 2 m ~ (:= :)} 
= _ I_ { m2 m -1 -2m(2m-2 _ _!_(= = !)} 

m.2m 2 -2-
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1 (m -1) ! 1. 3 ... (m - 2) 

2 (m 
2 

1) ! . 2m _ 1 2. 2. 4 ... (m-1)' 

ganz åhnlich ist die Sache flir gerade m. 

64. Zu Sei te 64. Die Wahrscheinlichkeit, daB der U ebcr

schuB n in -den folgend•en (m- k) Wiirfen nicht iiberschritten 

werde, ist offenbar gleich Eins vermindert um die Wa.hrschein
lichkeit, da.6 sioh irgen,d· ,ein UeberschuB in den (m- k) Wiir

fen heramsstellt. ,Soli a1ber irgend ein U eberschuB herauskom

men, so mu.6 je,denfalls der Uebersohu.B Eins irgend1 einmal u11-. 
ter den (m - k) W iirfen zum ersteumal vorkommen. E.s ist also, 

die gesuchte W,ahrschefolichkeit ,gleich Eins. vermindert um 

die Summe aller W/aihrsc'heinlichkeiten, da.B unter (m - k) 

Wiirfen der Ue:berschuB Eins zum erstenmal heim v-ten Wurf 

auftritt, wobei v von 1 his (m ~ k) lauft. 

65. z ,u Seite 65·. Nach der gewohnlichen Newtonschen: 

F'ormel fiir kombiniert·e W-ahrscheinlichkeit. 

66. Zu .Seite 66, 69. Ma,n kann sich auf Grundlage des 'hier· 

verw,endeten Modells der Brownschen Bewegung leicht iiber

legen, da.13 der U eberschuB na,ch einer gewissen Anzaihl von 

Schritten n na.ch dem Gausschen Fe.hler.gesetz verteilt sein 

mu.13 (vgl. Anmerkung 59). Ist aber eine GroBe nac'l1 di-esem 

Ges'E~tz verteilt, also 
W (x) d x = Å . e, ·- b x' d x 

dann ist 
co 00 

f,wcx). X d X 

- 0 ~ lxl=----== -
co b 

f W(x) dx 

f W(x). x2 d x ,~=v-000----=Y~b 

{w(x)dx 

also 

0 

,J 

0 

67. Zu Seite 67. Siehe auch die folgende Arbeit Seite 82. 

68. Zu Seite 69. Wienn in ,der Zeit t N Sc1hritte ausgefi.ihrt 

werden, und n clavon etwa. nach rechts, N - n nach links, so 

ist ider U eibersclrnB der einen iiber ,cli·e ancleren 2 n - N und 

sein mittleres Qua,drat 

a2 = (2 n - .N)2. 

Da beiclen Schritten die gleichc Wahrscheinlichkeit zukom

men soll, ist eler Mittelwert von n : v =NI 2, a.Iso 

a2 = 4 (n-,,)2. 
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Nun ist aher nach dem bekannten Resultate der Fehlerrech
nung1) 

(n-v)2= Np q, 

wo p und q, -die W ahrscheinlichkeite·n des gunstig-en resp, 
unglinstigen Ereignisses·, in ,diesem Falle beid-e, gleich 1/2 
sind. Also 

e2=N 

Da nun bei jedem Schritte die Verschiebung å eintreten soll, 
so ist 

daher 

oder 

LI =åe 
- 02t 
Ll2=o2N=

r 

LJ2 c)'2 . 
-=-=2·D 
t T ' 

D.:....... .cf2 
2 7:' 

I 

Betreff s der V erallgemeinerung im F:alle P, q ~ ½ verg 1. 
Anm. 59, sowie die dort zitierte Ar beit von R. Flirth. -

69. Zu Sei te 69. N ach der Stirlings,c.hen Formel ist be
kanntlich 

daher 

l
. 1 m ! z · 1 mm e - m V 2 n m l 
im - --- = im - ------ -- = ---

2 2m [ (;) ! r 2 
2m (; r e - m • n m Y 2 n m 

70. Zu Seite 70, 87, 101. Betreff1s-Anwenid1ung derDiffusion.s
theorie vergl. AnmeI'kung 9 und 48. 

Das hier vorliegende Problem ist i1dentisch mit d,em Pro
blem d-er Warmeleit-qng in einer Dimension, wo anfangs in 
einem endlichen Bereich konstante Temperatur herrschte, und 
flir alle Zeiten hei x = 0 die T-e-mperatur t = 0 aufrecht ge
halten wird2

). 

71. Zu Seite 71. Burger· hat die hier be,handelte Aufgrube et
was ,allg-emeiner gestellt unter -der Voraussetzung, ,d1a.B mur ein 
bestimmter Bruc,hteil der an d1ie Wand treffeniden Teilchen da-
$elbst haften bleibt, und findet, daB man unt-er Annahme :von 
cca·l,5·10·1 flir dies-en Bruchteil U ebereinstimmung zwischen 
Theorie und Brillouins Experimenten erzielen kann. Ob die
seI' W ert fodoch den Tatsachen entspricht, mii.13t'e erst durch 

1
) R. :F' ii r t h , Schwankungserschein.u1\i;!en in der Physik, p. u. 

2
) Vgl. Ri em an - Web er, II, Sei te 94 f (Gleichung· 3). 
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eigene Exp•erimente siohergestellt werden, was bis jetzt nicht 
ges,chehen ist. · 

72. Zu Beite 73. Der Losc'hmidts,c,he Urrukehreinwand be
steht ,darin, daB je,der rein mechanische Vorgang notw·endig 
streng 'umkehrhar ist. W enn ich aLso ,ein molekulares System 
hrube undl in einem ,gegehenen Zteitpunkte die Geschwindigkeit 
samtlicher Molekiile gerade umke-hre, dann muB der ProzeB 
111 dem System g•enau wieder zuriicklaufen und wenn also 
friiher etwa die Entropie zugenommen hat, muB sie j,etzt 
wieder abnehmen. · 

Der Poin.caresche Wie,d,erkehrsat~ sagt aus, daB dd.,s 
mo1ekulare System nach endlicher und angebbarer Zeit immer 
wieder in einen vorgegebenen Bereich um den Anfangszu
stand zuriickkeh.ren muB, wo'bei diese "Wiederkehrzeit" um 
so· groBer wird, je kleiner man -den Bereich annimmt, aber 
bei end'lichem Bereich auch immer endlich bleibt. 

73. Zu S·eite· 75. Dies·es Bandchen, Seite 42, Formel (1). 
74. Zu .Seite 75. W (n) Pn (+ k) = 

e-vvn -vPn~=m(n) n-m (vP)k+m --- e (1 P) pn ---n ! m - (k + ni) ! 
'Il = · O 

ferner 
· m = n+k 

e- v v_n+k e- vP ~ . ·(n + k) (1 -Pr+ k-m pm (v Pr -k 
(n+k)! .~. m (m-k)!' 

m~=k 

fiihrt man hier statt m -die Variable m - k = m' ein, so wird 
daraus 

- v n m' = n , m' + k 
e v - vP ~ . n. (l p\n-m' pm'(')) P) 
~- e ~ m' 1 ( n - m ') ! - 1 (-'--m-,--'+--k-) ! · 

m'=o 

welcher Ausidruck offenba,r dem ,ersten gleich ist. 
75. Zu· Seite 76. Zermelo: Wie,d. Ann. 57, 485, 1896. 
76. 2m Seite 76. Boltzmann rechnet aus, wie lange Z.eit es 

dauert, bis alle Molekiile in einem ccm Luft von nOl'maler 
Dichte in ihre Anfangslagien mit einem ,Sp-ielraum von 10·7 cm 
in jed•er Dimension zurii•c.kgekehrt sind. Er hekommt eine Za1hl 
mit vielen Trillionen Stellen. 

77. Zu Seite 76. Vergl. R. Ftirth, Schw-ankungs-e.rscheinun-
gen in ider Physik. 

78. Zru ,S,eiite. 77. Siehe clieses Bandchen Amnerkung (39). 
79. Zu Seite 80. Gema.B Formel (5). 
80. Zru Seite 81, 82, 91, 95. Auch hier zieht man zur Be-
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statigung der Theorie besser das Beohachtungsmaterial von 

Westgren (Anm. 46) heren, aus dem R. .Ftlrth1
) die folg,enden 

Werte flir T; und 8 1 
(ber) und (ibeob) aus,gerec·hnet hat. Auch 

hier ist die U ehereinstimmung, wie man sieht, recht gut. 

n T1 (beob) T't (beob) T1 (ber) 0 1 (beob) \ 0 2 (beob) Ø1 (ber) 

0 2,20 2,76 2,41 6,98 9,00 7,63 

1 1,98 2,08 1,93 3,53 4,31 3,71 

2 1,43 1,47 1.63 4,95 8,40 5,90 

3 1,29 1,35 1~43 9,62 - 10,88 

~ 1,22 1,23 1,30 24,6 - 29,9 

5 1,08 1,04 1.21 52,0 - 99,6 

Die Tabelle zeigt iiberdies weiter noch, daB iu diesem 

Falle die Gro.Ben T 
1 

unid T 2, sowie (-j1 un d 0 2 zusammen

fallen2). Es laBt sich leicht einsehen, d1aB ,d~eses Zusammen

fallen immer dann stattfiniden muB, wenn die Wahrschein

lichkeitsnachwirkung verschwindet; es muB nun aber auch 

dann immer stattfinclen, wenn zwar eine solche Nachwirkung 

vorha,nden ist, aber die Teilchen nicht in el i vi el u e 11 be

obachtet werden, sonclern, wie hier, bloB ihre Anz·ahl zu g1e

wiss·en Zeitpunkten, vorausgesetzt, daB nur die Bewegung 

der Teikhen unabhangig voneinander erfolgt, was ja in ge

niigenid verdiinnten Kolloiden sicher der Fall ist. Das hat 

aber mit der "Nachwirkung" nichts zu tun, sondern ist eine 

sogenannte "Schwarmbildungserscheinung", die immer mit 

Abweichungen vom Boyle-Gay-Lussacschen Gesetz verbun

den ist, wie hoi den Versuchen von Costa.ntin (vergl. Anmer

kung 46.). 
Auch diese Formeln sind an einem allgemein statistischen 

l\1aterial von Fti.rth3 ) verifiziert worden (siehe Amnerkung 58). 

81. Zu Seite 81. W-egen •des Auftretens systematischer 

Fehler bei begrenzt,er Beobachtungsrnihe vergleiche die dies

beziigliche U ntersuchung von Fiirth3
), sowie die Bemerkung 

in d·er Arbeit von Buchwald4
). 

82. Zu Seite 83. Eine theoretische Untersuchung •clariiber, 

wann ganz allgemein au.f eine statistisc'l1e Reihe die Smo

luc-howskischen Formen angewendet we1~den cliirfen, uncl einig3 

1 ) R. F tir t h , Schwa,nkungse.rscheinungen in cl0r Phys,ik, Seite 46. 

2) Bei den hoheren "Terten von (.) ist diese Erscheinung durch 

die KUrze der Bcoba.chtungsreihc systematisch im Sinne zn groJ3cr 

02verfalscht. 
3) R. F tir t h, Phys. Zeitscbs., 22, 625, 1921. 

4) E. _Bu c h w a 1 d, Ann. d. Pllys., 66, 8 f, 1921. 



Abha.ndlungen i.i.her die Brownsc-he Be-wegung 141 

U eberlegungen betreff end die AusdTiicke W (n, n), W (n, n, n) 

etc. stammen von L. Ornstein und H. C. Burger
1
). 

83. Zu Seite 84. Da flir dies en Grenzfall P « 1, fallen in 

(1) alle Glieder weg, bis auf •das Glie.d m = 0, also 

lim P n (0) = lim e - v P (1 - P)n = lim (1 - v P ... ) (1 - n P ... ) 

=lim{l-(n+v)P+ .. } 

Da nun t « 1, istf, )) 1 und, nach Formel (2) wird 

p"'_1_=~1/Dt 
r,f-;; h . n 

lim (1-P (0)) = 2 (n + ") 1/D-r 
n h y n 

oder ela.raus nach (17) 
lim, T=O. 

r=O 

84. Zu Seitc 84. Vergl. A. Einstein, Ostwa..lds Klassiker 

Nr. 199, Seite 24 f., iiber die Giiltigkeitsgrenzen d•er Formel 

hi.r L12 und d1ie dazu gehorige Anmerkung, Seite 70. 

85. Zu Sei te 86. N ach )faxwells Geschwindigkeitsvertei

lungsgesetz ist die Wiahrscheinlichkeit, dia.6 ein Molekiil ge

geni.i.her einem festen Kooridinatensntem die Geschwindigkeit 

c und di,e Polarwinkel cp und 1P, eingeschlossen in infinitesi

male Grenzen, b'esitze, gegebeu dure.li 
c2· 

1 ~ 
--- e a c2 de sin cp clcp d1/1 . 
-;rB/2 cc3 

V on dies en Molekiilen erreichen die Flacheneinheit de·r W and, 

wenn wir uns die Polarachse senkrecht zur W and denken. 

offenbar bloB diejenigen, die in dem s·chiefen Zylinder iiber 

dem Flachenstiick mit c als Achse enthalten sind. Das Vo

lumen dieses Zylinders ist aber c · cos cp und weil pro Volum

einh eit N Moleklile im Gase entha.lten sind, ist die gesuchte 

Sto.Bzahl pro SekmJde 
n c2 

X>221t _ -

_§___ J.j·~ 1· e ccz c2 sin cp cos <p ele el cp d 1JJ, 
rrS/2 a3 ~ 

0 U 0 Xri 

was nach Ausfiihrung der einfachen Integrn.tion 2 - gibt. l :n 

Da, mm a mit C = fJ zusammenhangt durch 

1 ) Or n stein u. Burger: Yersl. Kon .. -\kad. v. ,vetensch. Anm., 

27, 114G, 1919. 
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C= Vi. a 

ergibt dies schlie.Blich ft-ir die Sto.Bzahl 
NC 
J/6 n. 

86. Zu Seite 86, 92. Es sei das beobachtete Volum ein Pris
ma mit •der Griundflache f und d'er Hohe h, 1dann ist ,das V olu
men gleich hf und die urspriinglkh ,dar.in enthalte.ne Teilchen
z.a.hl hfN. Da wegen der Kleinheit von h bloB die Teilchen
durc,hgange durch die beitlen Grnmdflachen heriicksichtigt wer
den mussen, folgt flir die Anzahl 1de.r pro Sekunde· austneten
den Teilc'hen (gleich dier Anzahl ,d•er Sto.Be gegen do.e beiden 

Grundflac,hen) N C · 2 f 
V6n 

in der Zeit t da,her t-mal so viel undi der Bruchteil der ur
spriinglich vorha,ndenen 

2 Gt 

h Y6n · 

Der Ausdruck gilt natiirlich bloE d1a;nn, wenn die Zeit t so 
kurz ist, daE in ihr bloE solche Teilchen die W,and· treffen, -die 
ber·eits zur Zeit O im Volum enthalten waren. Hier handelt 
es ,sich ja aber geraide um d'en G.renzfia,11 limt= 0. 

87. Zu Seite 86. Die Formeln flir Da.uer und Wti.1ederkehr
zeit bei kontinuierlicher Beobachtung sind Ibis fotzt exp·erimen
tell no,ch keiner Priifung unte.rzogen wor,den, dia beii dieser 
Art von Schwankungserscheinungen 1eine kontinuierliche Be
obachtung1 wohl mit groEen Schwierig·keiten verbunden ware. 

Dagegen lassen sich analoge Falle angeben, wo konti
nuierliche Beobachtung von Daiuer oder W'iederkehrzeiten an
stellbar sind und auch angestellt wurden. So z. B. bei indi
vidueller Beobachtung1 eines Brownschen Teilchens durc.h Be
obachtung seiner Aufenthaltsdauer oder seiner "Austritts
erwar.tungszeit" und dergl. aus einem ·entsprechend abge
grenzten Gebiete des Kolloids, wie es· Buchwald1 ) getan hat, 
wobei er eine gute G ebereinstimmung mit d:er Theorie kon
statieren konnte. 

'Aehnliche, Resuilta.te erlangt man bei Untersuchung der 
Hohenlagen eines indivi-duellen Teilchens iiber einem reflek
tierenden Boden als Funktion der Zeit und den .dar,aus zu ent
nehmenden Wiederkehrzeiten gewisser Hohenlagen, ein Fall, 
auf den die Smoluchowskische Schwankung1stheorie formell 

1
) E. Bu c h w a 1 el, Ann. d. Phys., 66, 1, 1921. 
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iibertragbar ist und sich experimentell wenigstens qualitativ 
priif.en laBt1 ). 

88. Zu S'eite 86, 91. Die von F'iirth2
) an,gegebenen Formeln 

flir diie W ahrscheinlichkeit einer gewissen Dauer resp. Wie

derkehrzeit (sie.he Anmerkung 82) lassen sich sebr leicht 

auch auf d1en Fall kontinuierlic,her Beobachtung iibertragen, 

wobei sie ·die Gestalt annehmen 
t t 

1 -- 1 --
<p n (t) dt = T(n) e T dt, ?/Jn (t) elt= Ø(n) e e' dt, 

wo wie,der T und 0 mittlere. Dauer und' Waederkehrzeit be

. d·euten. Der Geltungsbereich dieser Formeln ist keineswegs 

auf den von Smolud1owski, .Seite 91, ang·eg,ehenen Fall bB

schrankt ! 
In die-ser Form laiffsen sich die Glefohungen unmittelhar 

hir die Theorie der raid,ioaktiven Schwankung•en anwenden, 

wo ja auch kontinuierliche BeobachtungsJI).ethode vorliegt und 

wo sie sich ausgezeichnet bewiihrt haben. Na;heres hieriiber 

und Literaturangahen vergl. R. Fiirth, Schwankungserschei

nungen in der Physik, Seite 87 ff. 
R. Fiirth ha,t ,auch ein allgemeines statistisches Beis·piel 

a.ngege'ben3), wo es· sich um kontinrui,erliche Beobac'btun,g han

d·elt, und wo die Formel flir , 0 unmittelbar gepriift werden 

konnen. Von demselben Autor ist auch eine Theorie der 

Schwankungserscheinung•en an der Reihe ,der Wieid,erkehr

zeiten begrtindet worden. 
89. Zu Seite 88. Vergl. Riemann-Weber II, Seite 112 ff. 
Betreffend eine weitere Verwendung <lieser Formel flir 

die Theorie der Brownschen Bewegung siehe bei R. Ftirth4
) 

doppelseitige Erstpassagezeiten. 
90i. Zu Seite 88. Ueber dieses V,erfahren un,d seine Ver

wendung in der Theorie ,der Brownschen B-ewiegung siehe 

dieses Bandeben, Seite 27 un,d Anmerkung1 2.6. 
91. Zu ,Se,ite 88. Ana.lo,g de:m Vorgang .auf Seite 70 erhalt 

man ams (31) die iibel'getretene Suhstanzmeng;e, wenn man 

bildet ft{naul _aul }at 
ax x=o ax x=l . 

0 

Bei Ausfiihrung die.ser Rechnung sieht man sofort, diaJ3 in-
4 Dt 

folge der Kleinheit von ~ alle Glieder his auf d·as erste weg-

fallen. 
1 ) R. F ii r t h, Ann. d. Phys., 53, 177, 1917. 
2) R. F ii r t h , Schwankungserscheinungen in der Physik, Seite 33 f. 
8) R. F i.i. r t h, Schwankunigserscheinungen in der Physik, S. 36 ff. 
4) R. F i.i. r t h, Ann. d. Phys., 531 177, 1917. 
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92. Zu Seite 89. Durch Einsetz-en aus (24) ergibt sich - . 

.d2 = 4v t/Dt. 
h V n 

Es ist nun gerade jenes t gesucht, bei .dem .die Durchschnitts
.anderung 1der rreilchenzahl gleich + 1 oder - 1 ist, also 

Ll 2 = 1, daher 

93. Zu Sei te 92. Tue Berechnung von T 1 flir einen experi

mentell le,icht zu priifen,den Fall ist von E" Buchwa1d
1

) vorge
nomni.en und in guten Einkla,ng mit .deim Experiment gefun-

den word1en. 
94. Zu Seite 93. Wegen d,er Los•ung dieses Diffusionspro

b'lems sei auf E. Buchwa,1d2
) veDwiesen, -der nicht nur ,for den 

Fall der Kugel, sonclern auch Hir •den -des Spa..ltbereiches und 
eles Zylinderbereiches eine exa.kte Losung angegeben und 
mit der Erfahrung ·durch Meis.s,unig .der Zeiten T2 an indivi
duellen Ko1loi,dteilchen im Ultramikro.skop verg•lichen hat. 

95. Zu Seite 93. S-iehe d1ieses Biincl.ichen, .Seite 22. 

96. Zu Seite 96. Bei Her-leitung dier Formel (44) hat man 
zunachst P flir ,den F'all einer Kugel anzurechnen, indem man 

wie im friiheren Falle (Anmerkiung 86) vorgeht 

P- N O 4 n G2 t 1 (3 0 t 
- ,J6n 41tasN= V 2n 7 

3 

und ,daraus T~_ gemaB (17) und (24) 

Unter den von uns gemachten Voraussetzungen kann man 

For.mel (3) in die Gestalt bringen2
) 

wo 

1 V cf \l 
W(n) = -- e -2 , 

-V2 nv 

u'-~ 
- '/I • 

Da, clieses W (n) (< 1, folgt weiter gema.13 (18) 
1- W(n) 

€J1 = T1 W ( n) , 

wenn man annahern.d n + v = 2 v setzt 
CL n ~ ~2 

01=-=e 2 Oyav 
1 ) E. Bu c h w al ll , Ann. <1. Phys., 66, 1, 1921: Phys. Zeitscllr., 22, 

497, 1921. 
2) R. P ii r t h , Schwankungserschcinung;cn in der Pllysik, S. 20-22. 
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97. Zu .Seite 97, 114. Di:es,e Auffassung d.es zweiten Haupt

:satzes von Smoluchowski raumt endgiiltig mit dem Olausiu.s

·schen Satz vom ,Varmetoide auf, nac'h. welchem, infolge ,des 

standiigen W achsens der Entropie im g·anzen W eltall, schlieB-

. li,ch ·ein a,bsolutes Gleic,hgew,icht eintrieten miiBte. Nach Sm.olu

•chowski kann e"8 sich hoc'hstens um einen statistischen Gleich

gewichtsz111stand handeln, in ,dem sich die "Welt" befiudet, 

gegen den aber ·:inn.mer wieder Schwankungen, und zwar beH.e

big gro.Ile ,Schwankungen eintrete11 mus.sien; nur- ist der en 

Wiederkeh-rzeit -so enorm groB, daB uns d1ari.i..ber fode Vor

:stellung abgieht. 

Der Umstarud, daB in unserem Erfah.rungsbereich der 

zweite Hauptsatz eine sehr weitgehende Geltung1 besitzt, ist 

nur daæa.uf zuriickzufi.i.hren, ,da.13 wir uns eben zufallig gerade 

in einer starl{ ,,abnormen" Pha.se befinden, wodurch nach 

Smoluc.howski der Eindruck der strengen Irreversibilitat her

vorgeruf en wir,d. Aber auch dies gilt nur .gerade fiir u.ns 

Menschen, von der uns "zufallig" zukommenden Gro.Benord

nung gegeniiher der :Molekiilwelt. Hatten wir die Gro.Ben

or,d,nung eines Bakteriums, so wi.i.rden wir nie den zweiten 

Hauptsatz a.ufgestellt haben (freilich ka.nn man mit Recht 

dag•egen einwenden, daB ,v-esen von dieser GroBenordnung, 

die aus Molekiilen zu,sammengesetzt sind, wohl kaum ,das zur 

Aufstellung eines solchen Satzes notige Denkverm.ogen be

sitz,en konnten). 
Der Einwand, den ma.n eventuell ma,chen konnte, dala es 

doch auBerordentlich unwahrscheinl.ich sein mti.6te, da.6 wir 

uns gerade in einem solch abnorma1en Zusta.nde befinden soll

ten, ist vollig unzutreffend, da, der beohachtenrde Experimen.

ta.,tor ja selbst 'mit zu .dieser Unwahrscheinlichkeit gehort und 

da.her immer nur dann die T,atsache dieser Unwah.rscheinlich

ke1t konstatieren ka,nn, wenn er selhst da ist. 

98. Zu ,S'eite 98. Zu dieser Arbeit ersc'hien km;zeZeit spater 

ein Nachtrrug von Smoluchow.ski1), ,de.r folgenrdeTmaBen lautet: 

"Nachtraglich bemerke ich in Nr. 16 d,ieser Zeitschr~ft 

E. Schrodingers Arbeit (S. 389) ,,Zur Theorie der Fall- und 

Steigversu,che an Teilchen mit Brownscher Bewegung", in 

welcher der Verfasser Resultate entwickelt, die mit den 

rneinigen im wesentlichen i.ibereinstimmen. Hatte ich von 

dies en, uro einige '\V ochen friiheren Berechnungen Schro

dingers gewuBt, so ware meine Notiz wohl ungeschrieben ge

blieben; immerhin mogen aber die Unterschiede des Aus

gangspunktes und der Darstellungsweise einig·es Interesse 

bieten. Vielleicht konnen solche merkwiirdige Koinzi1<1enzen 

1) M. v. Sm o I u chow ski, Phys. Zeitschrift, 16, 318, 1.915. 

Ostwalds Klassiker 207. 
10 
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auch als Anzeichen einer Zwangslaufigkeit der wissenschaft
lichen Entwicklung angesehen werden. 

Die: kt.1rz vor Smoluchowskis Veroffentlichung erschienene 
Arbeit von Hc.hrodiinger1

) tiber die-sen Geg:enstan.d, geht ahn
lich wie Smoluchow,ski von de;r Losung der Differential
gleichung ,aus. Wichtig ist die Ang.a;b~ ·der Prazisionsma.Be, 
die bei Smoluchowski fehlt. 

Was die Anwendung ·der Formeln iauf ein endliches Be
obachtungsmaterial anlangt, so ist die Schrodingersche Be
weisftihrung in dies em Punk te mangelhaf t, wie er s,elhst hei 
anderer Gelegenhieit2

} bemerkt hat. Die e-xakte Lo.sung flir 
ein endliches· Beobaohtungsmaterial stammt von R. Ftirth3

) 

(vergL An.merkung 81). 
· 99. Zru Seite 98. Es handelt s.ich ,brei ,dies.en Versuchen um 

die F.rage n.ach der' Gro.Be ,der Lrudiung a,uf kleinen Materieteil
chen, die in Gasen sc.hwebend erhalten we.r:den, un;d ob d,iese 
Ladrun.g,en gan.zzahlige, Vre1f.ac.he einer Grurudlrudung sinld, 
resp. welc-her Grurudladung, speziell oh es mo,glich ist, dia.13 
alle elektrisc'he Ladungen g,anzz·ahlige Vielfachie der lbekann-

., ten Elektronenla.dung e = 4,77 · 10-10 e. st. E. sind. 
Eine zusammenfassende U ehersicht ti ber die ganze Lite

ratuT .a.uf rdiesem Gebiet.e ist von F. Ehrenhaft4
) lllnid eine- mog

lic.he 'Losung del' entstandenen Konflikte vo-n R. Fiirth5
) ge

gehen worden. 
100. Zu Seite 70, 10-1. Setzt man 

. b b 
n=-=--

0 V2D-,; 
t 

und m = -;; und gebr,auc'ht die Stirlingsc~e Formel, so wird 
t t 

m!=(~{e--;;y;:-~r 
t t t 

(
m ± n) ! = (!) 2 -,; (_!_ + b ) 2 \ ~ 2 -,;l Q . 

2 2 -,; - V2 D-z- V n -;; ' 
daher 

. . n ~
1 

m ) b-,; I lim a =lim-- = --- · t 
i-= o nm m . 2m m-n V n Dt3 ( b2 -,; )-

2 1-2Dt2 2-,; 

1
) E. Sch rod in g er, Phys. Zeitschr., 16, 289, 1915. 

2
) E. Sch od ing er, Wiener Ber., 128, 177, 1919. 

8) R. F i.irt h, Phys. Zeitscbr., 22, 625, 1921. 
4

) F. E hr en ha f t, Ann. d. Pbys., 56, 1, 1918. 
5

) R. F tir t b, Verb. d. deutsch. Phys. Ges., 517, 1919. 
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b2 
br - 4 Dt 

=--•e 
VnDt8 

daraus schlie.Blich 
bZ 

!
00 N 00 - 4 Dt NV D 

M = N M(t) db= --J b · e db= 11_t . 
2]1 Tl Dt3 r ,. 

0 0 · 

101. Zu Seite 102. Betreffs d1er Losung dier veraJlgemeiner

ten Diffusionsgleichung vergleiche die fol,gende Arbeit in die

s~m Båndchen, Se,ite 106. 

102. Zu Seiue 103. Aus (8) kann man zunachst die fol

genden Inte,gra,le biMen 
tg - (b - C t)2 - 8/2 

tg b r 4 Dt. 

J1 = f-M(t) dt = ,~}· e t dt, 
o 2 r n D 

0 
b- et 

ftihrt man hier die neue Verarrderliche z = -=-- ein, so 2V Dt 

fin<l,et man idurch Auflosung 

t-'/,dt=-2d(Y1)=-2~D (1+ vi~)dz, 
wo das obere Vorzeichen gilt fur O < t < tg und das untere 

. 1 
fur t > tg .. Daraus J1 = 2 (1 - J) . -

tg 

Ebenso erhalt man · J2 = f t · M (t) dt 
0 

durch Einftihrung derselben Veranderlichen, wenn man be-

riicksichtigt, da.6 

-- ,rn 1+---- dz 
1 ( z ) 
2 2yD ~ 

t dt=2dCft)=-c- F+ n 

ist und diesma.l das untere Vorzeichen fii.r das angedeutete 

Intervall zu ne.hmen •ist, also 
b tg 

. J2 . 2c(l+J}=2(1+J). 

Wahlt man id-as Integrationsintervall an.sta.tt von O bi-s tg, von 

tg bisOO, so ke,hrt sich in -den Formeln einf.ach _das Vorz-eie-he11 

von .J um. 
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Daher ist die selbstverstandliche Biedingung erfiillt 
00 

f M(t) dt = I 
0 

uncl ferner ist 

t -ft.M(t)dt . !(l+J)+1(l--,-J) , t
9

. 
0 

Da nun 

so wird 
J2 - J1 tg tg (1 + J) - (1 - J) J 

re= J1 (l -J1) = 4 ¼ (1- J) (1 + J) = 2 tg 1 - J2. 

Die Berechnung von J erfolgt durch Einflihrung · von: 

·vz2 + cb als neue VariaNe. 
D . 

103. Zu Seitei 103. Betreffs. der Naherungsformel flir 
00 _ y2 . 

f e , dy verg'l. Jahn k e .u. E ll1l de, F'unlktionentafeln 
X 

mit F'ormeln und Krurven, -Leipzrug 1909, Seite 31. 
In dies•em F'alle ist 

l 1 
.J = ---= ( t - -2 2 -+: ... ), 

z V n z . 
1 · 1 1 

also 1 - .J2 = 1 - z2 n \ 1 - z2 + ... ) = 1 - z2 n , 

J 1 1 n-2 . 
-1-~=--= (l-2 -2-+ ... ) 

-,J z V n z n 
· 2 1 n-21 

uncl schlieBlich re= 
1

~ tg - l 1- - 2- 2 + · • -l-
y n z n z 

104. Zu Seite 104. Aus Anmerkung 102 ,entnehmein wir, diaB 
t++t_ 1+.12 

2 = tg l - .J2' 

oder bei Beniitzung eler Gleichung• (Anmerkung 103): 

.l + n~2 ( 2) 
tg 1 = tg 1 + n z2 . 
1--

nz2 

105,. Zu Seite 104. Eine solche Priifung d•er Fletcherschen 
Formeln hat in neuerer Zeiit E. Schmidt1

) vorgenommen, ge
legentlich einer Untersuch,ung iiber ,die Brownschie Bewegung 
in Gasen, aus der die Br:auchharkeiit ,der Formel hervor,g.eht. 

1
) E. S c h m i el t , 'Wfoner Ber., 129, 813, 1920. 



Abha,ndlunge-n iiher die Brownscihe Hewegun·g 149 

Er hat auch d-ie hier ·entwickelte Theorie bis zur zweiten 

Naheru.ng· weitiergefohrt. 
106. Zu Se~te 104. Das Weis,sche SchluBverfahren, durch 

das er zu Formel (13) gefiihrt wi]:1d, ist ,das felgen.die: 

Flir konstantes t lautet die F'ormel flir da.s, mittlere Ver

schiebung·squadrat bei Brownsc-her Bewegung 
A2 
,:=2D. 

Wfr nehmen nµn an, ida.I3 sic.h dies fur veranderliches t so 

modifiziert: 

wo A die in der Zeit t dmch ,die Brownsche Bewegung allein 

zuriickgelegte W egstrecke ist, a,lso in unserem Fane ·gleich 
b 

//=b- = .t, 
t 

daher 2 D = ~
2 

[ Cf-; t)•] =b' [ (¼)-½+ H 
Aus der hier entwickelten Theo:r.ie erhalt main .die For

mel am einfachsten, wenn mau felgende Umfo1--mung mittels 

parti eller Integration durchfii11rt: 

oo oo (b- ct)2 1 oo 

f M(t) dt=- _b_ fe - 4Dt d(t-2) =~ jM(t)t-
1
dt 

o ~ 9D 
0 0 

c2 foo 
= 

2 
D M ( t) . t . elt . 

0 

o-der 
b2 (T) c2 -

1 =2n T -2D t, 

b -
oder wegen c= t, 

2 D = b2 [ (+ )- f] . 
107. Zu Seite 105. Nach Schro,dtinger ist der mittlere Feh

ler ·eines nach (14) bestimmten D a.nnfuhernd gleich J/~ n 

E. Schmidt (siehe Anm. 105) hat das Prazisionsma.13 auc.h 

flir Formel (5) ausgerechnet und findet den mittleren F'ehle•r 

y-; mal gToEer, als oben. In einer weiteren- Arbeit1) zeigt er, 

da.13 diese Fehlerschatzung den Tatsachen entspricht. 

1 ) E. S c Il mi t1 t , Pbys. Zeitschr., 22, 4'38, 1921. 
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loB. Z.u S~ite 105; Die hier von S1mol1uc'ho,wski in Aussiicht
gestellte Studie i1st le-~der niø ausgefiii'hrt word:en; d.as a,ng'e
-schnittene -Prioblem haITt . noch seiner Losung. 

109. Z-u .Seite 105.- ,W)eg~m der Literatur betreff end-die Gro-
13enibestiillilllung gelrudene-r Partikel in Gasen aus id.er Brown
schen Bewe.gung zum Zw:ec.ke der Restimmun1g ihrer La.dung 
ver-gl. ,den ZtUsammenfassenden He1ioht von R. F,iirth1 ). 

110. Zu 'Seite 106. Vergl. A. Einstein, 0stwa1ds Klassiker 
,Nr. 199, M. v;-,Smolucho,wski: die in ,die,sem Bandc'hen vereinig
ten · Arbeiten, P. Langeviin, C . .R. 146, 530, 1908, eine ku.rze 
Darlegu:n,g sein er Metho,die: die:ses. Barudchen Sei te• 32. 

111. Zu Seite 108. GLeich11111g (4) erhalt man auf' folgen,de 
lWeise gleich verallgeimeine.rt f,ii.r ,d1en dr,e~diimensiona1en Fall. 

-Der Vektor der ge,s,amten Teik.henstromung,sgeschwindig
keit s·etzt :sioh z111;saimmen- aus ,der Stromung: .infoJ:ge Diffrusion, 
welche nach idem bekannte-n Diffusionsgesetz dargestellt wird 
durch - D grad W 

U-lld der Stromung· lrnter EinfluB ,dier Kraft ~-
~ w~. -

also ( - 1J grad W + (3 W ~) 

Nu.n ist offe.nba.r an jeder Stelle die Divergenz dieses Vektors 

gleich der zeitlic.hen Abnahme der Teilchendichte -
0 
;~, also 

c)/; = D L1 W - fJ div ( Wm), 

was flir den F.all blo.f3. ,e,iner Koor:di:Q.ate in (4) iibergeiht. 
112. Zu .Seite 110, 111. Siehe auch R. F'lirth, J ruhrb. id. Rad. 

u. Elektr. 16, 319, 1920, sow(ie Ostw,a1ds Klas1siker, Nr. rn9, 
A. Einsteins ATibeiten iibe.r d.i1e Th.'~orie ,der Brownschen Be
w,egung, Seite 20, Anmerkung 17. 

1m Gegensatz zu d.en irn Text angefiihrten Autoren hat 
Ftirth 2) •das Wahr.scheinlichkeiitsgesetz (9) nioht an eiinel' 
Schar g1leichartiger Teil_chen in einer ,,Raurnges-amtheit" ge
priift, sondern an dier Zeitg·esarntheit eines e-inz,elnen Teil
chens·, das sich in einer Fliis-sigkeit iiher einer Wland ,;brow-

•nisch" bewegt. Er find,et gute U ebereinstirnrnung mit der 
Theorie und erha.l,t hieraus flir die Loschmidtsche Zahl in 
hester Uebereinstimrnung mit anderweitigen Messungen iden 
Wert 64 · 1022• · 

113. Zu Seo.te 1l.i2. Aehnliche Losungen der Diffusionsglei-

1
) R. F ii r t h , Jahrb. el. Rad. u. Elektr. 16, 319, 1920. 

2
) R. F tir t h, Ann. d. Phys. 53, 177, 1917, 
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chung mit anderen Rand1bieidi.nigungen sind u. a. von Fiirth, 

Frank, Buchwa1d1 ) ang'egeben wor,d1en. 

114. Zu Seite 112. (5) e11halt man aus der allgemeinen Dif-

fus-ionsglekhung vermo.g,e \~ = 0 durch zweiimalige Inte.,gra-

dW 
tion nach x wie folgt: D dx = P W · f(x). 

Infolge d-er Bedingung', .daJ3 flir verschwindencde Krafte auch 

die Geschwindigkeit d-er Stromung glefoh Null s-ein soll, und 

weiter 
log W = ~ f f(x) dx+ Con,t 

D
{J jt(x) d X HN,_1ff (x) d x, 

W=Ae =Ae OI' 

was durch Einfiihrung der potentiellen Energie 

'U=-Nff(x)dx 

in (5) iihergeht. 
In dieser F'orm ist der ,S,atz wieder a,ls Spezia.lfall des 

Boltzman.nschen e-hLTheorems in -der Einsteinschen Fassung 

dargestellt. (Vergl. Anmerkung 34.) 
115. Zu Seite 113. 

c.lW d2W c.l 
x TT= D x c.) x2 - p x d x [ W f (x)] 

oder durch IntegTation iiber den Bereich der x von x1 bis x2 

[P X Wf (x)] Xa - µfx
2
Wf (x) d x -[D X ~\w] x

2 

X1 u X X1 

X1 X1 

N ehmen wir a.n, da,B an ,den G.re,nzen des Bereiches sowobl W, 

oW . d .b d 
als auch Tx verschwrn et, so_ g1 t as 

- o (x) 
- fl t+ Jt = 0 ; 

analog bei Multiplikation mit x2 

[P X 2 w. f (x)(9 - 2 PjXt w t (x). X d X - [n x2 <>_\w]x2 

X1 V X X1 

X1 

1 ) R. l!' lirt h, Ann. d. Phys. 53, 177, 1917; P h. F 1' ank, Phys. Ji 

Zeitschr., 19, 516, 1918. 
2) E. Bu c h w al d, Ann. d. Phys., 661 1, 1921. 
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c) --
und daher • -2[3 [(x- Xo) f] - 2 D + dt (x - x0)11 = 0. 

116. Zu Seite 113. Ph. Frank, Ann. ,d. P'hy•s., 52, 323, 1917. 
Vergl. •auch Anrrnerkiung 29. 

lJ.7. Zu Se:i.te i14. Wollen wir wissen, welches ,die. wahr
scheinlichste Bewegung im Falle (6) ist, so brauchen wir bloE 
nach ,dem M.aximum von W flir gegiebenes X0 zu fra;gen und 
erhalt.en die Antwort, irndem wfr be.ispi'elisweise W nach x 
diff.erentiiernn urud .den entstehenden Auis1diru,c.k gleich Null 
setzen. Die betreffende Bez.iehung zwi·s chen x und t lautet 

oder wegen 

-rt 
x=x0 e 

y=a{3 
clx 
dt =- a ~ X=/J f (x), 

a.l,so gleich (18), wie behauptet. 
Im Falle (9) d,a,g•egen sie.ht man zwar, daJ3 fur sehr 

gro.Be x0 ,d,as Maximu!}1 der Wahrscheinlichkeit der Bewegung 
" . X-Xo=Ct 

zukommt, dagegen flir kleine x0 eine and-ere, kompliziertere 
Bewegung an deren Stelle tritt. 

118. Zu 1S·eite 114. DasH-Theorem vonBoltzmann sagt aus, 
-d-aB es flir molekulares ,Sy.stem eine gewis.se, aus <lenZustarnds
pa,r.ametern zu biLdenide Funktion H gi1bt, die bei jeder Ver
and1e1ung des Systems ab-nimmt, aber 111iema,ls zunimmt. DieS'e 
Funktion H ist .im we·se-ntlichen mit der (negativ genomme
nen) thermo1clynamischen Entropie zu identifizieren. 

In dieser streng•en Fassung ist 111111 a.ber das H-Theorem 
keinesweg,s richtig, e.s laBt sich bloB sagen, daB flir einen 
groBen W,e:rt von H im niichsten Augenhlick s•ehr wahrschein
lich eine Abnahme erfolgen wird, so <l,aB ,die sogenannte 
,~H-Kurve" eine Kurve mit der merkwiirdigen Ei.genschaft 
darstellt, ,,an jeder Stelle ein M.aximum zu besitzen". Wegen 
des eigentlichen Sinnes ,dieses· Satzes, der natiirlich ebenfalls 
keine. strenge Gi.iltigkeit besitzt, und seine Illustrierung• durch 
tlas von Smoluchowski erwiihnte Beispiel des Brownschen 
Einzelteilchens iiber einem reflektierenden BOfden vergleiche 
die experimentelle Studie von Fiirth1

). (Siehe ferner An
merkung 112.) 

1 ) FU r t b, Ann. d. Phys., 53, 177, 1917. 
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