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Ankündigung. 
Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften 

in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wird, 
nicht zum kleinsten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung 
der Unterrichtsmittel, der Experimentalvorlesungen, Labora
torien u. s. w., bedingt. Während aber durch die vorhandenen 
Einrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwärtigen Inhalt@s der 
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch
stehende und weitblickende Männer wiederholt auf einen Mangel 
hinweisen müssen, welcher der gegenwärtigen wissenschaftlichen 
Ausbildung jüngerer Kräfte nur zu oft anhaftet. Es ist dies das 
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an 
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das 
G e b ä u de der W i s s e n s c h a f t r u h t. 

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker 
der exakten ,vissenschaften abgeholfen werden. In handlicher 
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun
gen der gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren
den und Lernenden zugänglich gemacht werden. Es soll dadurch 
ein Unterrichtsmittel beschafft werden, welches das Eindringen 
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe ist 
aber auch ein F ors eh u ngsmit tel von grosser Bedeutung. Denn 
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche 
inzwischen sich entwickelt und Früchte getragen haben , sondern 
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitendeu und 
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschöpfliche Fundgrube 
von Anregungen und fördernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen 
ihrem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
aus den Gebieten der Mathematik, Astronomie, Physik, Chemie 
\einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jetzt ab Professor 
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
übernahmen: für Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathe
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), für Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (München), für Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), für Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig). 

Erschienen sind bis jetzt iieus dem Gebiete der 

Mathematik: 
Nr. 5. C. F. Gao.ss, Flächentheorie. (1827.) Deutsch herausg. v. A. W an -

g eri n. (62 S.) .lt -.80. 
» 14. C. F. Ganss1 Die 4 Beweise der Zerlegung ganzer algcbr. Functio

nen etc. (1799-1849.) Ilerausg. v. E. Netto. Mit 1 Taf. (81 S.) 
Jt 1.50. 

Fortsetzung auf der dritten Seite des Umschlages 
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Systematische Entwicklung der Abhängigkeit 
geometrtscher Gestalten von einander. 

[127] 

Von 

Jacob Steiner. 

Drittes Kapitel. 
Erzeugung der Linien und der geradlinigen Flächen 

zweiter Ordnung durch projectivische Gebilde. 

35. Bei der obigen Untersuchung projectivischer Gebilde 
wurde bei der schiefen Lage derselben die nähere Erfor
schung der Gesetze, welchen bei zwei Geraden A, A 1 die 
Projectionsstrahlen (§ 9, I), bei zwei ebenen Strahlbüscheln 
B, B 1 die Durchschnitte der entsprechenden Strahlenpaare, 
oder die durch entsprechende Strahlenpaare bestimmten Ebe
nen (wenn z. B. B, B 1 im Strahlbüschel D liegen (§ 33) ), 
und bei zwei Ebenenbüscheln sn:, sn:i die Durchschnittslinien 
der entsprechenden Ebenen paare (§ 31) unterworfen sind, ab
sichtlich vermieden. Diese Untersuchung soll jetzt nachgeholt 
[128] werden. Sie führt, wie man sehen wird, zu den in
teressantesten und fruchtbarsten Eigenschaften der Linien 
zweiter Ordnung, oder der sogenannten Kegelschnitte, aus 
denen sich fast alle anderen Eigenschaften der letzteren, in 
einem umfassenden Zusammenhange, auf eine überraschend 
einfache und anschauliche Weise entwickeln lassen, nämlich 
sie zeigt die nothwendige Entstehung der Kegelschnitte aus 
den geometrischen Grundgebilden, und zwar zeigt sie dadurch 
zugleich eine sehr merkwürdige doppelte Erzeugung derselben 
durch projectivische Gebilde. Ebenso zeigt sie eine doppelte 

1* 



4 Erzeugnisse projectivischer Gebilde. § 36 

Erzeugung der geradlinigen Flächen zweiten Grades, d. b. 

aller de1j enigen Flächen zweiten Grades, in w·elchen gerade 

Linien liegen (d. i. Kegel, Cylinder, einfaches Hyperboloid, 

hyperbolisches Paraboloid, zwei Ebenen). 
Wenn man bedenkt, mit welchem Scharfsinne die Mathe

matiker in älterer und neuerer Zeit die Kegelschnitte erforscht, 

und welche fast zahllose Menge von Eigenschaften sie an 

denselbee entdeckt haben, so ist es in der That auffallend, 

dass die vorgenannten Eigenschaften so lange verborgen blei

ben konnten, da doch aus ihnen, wie sich zeigen wird, fast 

alle bekannten Eigenschaften (nebst vielen neuen) wie aus 

einem Gusse hervorgehen, ja da sie gleichsam die innere 

Natur der Kegelschnitte vor unseren Augen aufschliessen. 

Denn wenn auch Eigenschaften bekannt sind, die den genann

ten nahe liegen, so finden sich doch,' meines Wissens, letztere 

nirgends bestimmt ausgesprochen, in keinem Falle aber wurde 

ihre Wichtigkeit erkannt, die sie durch die gegenwärtige Ent

wickelung, wo sie zu Fundamentalsätzen erhoben werden, er

halten, übrigens bin jch auch nicht einmal durch jene auf 

diese geführt worden. 
Da der hier vorgestreckte Zweck die Betrachtung [129] 

projeotivischer Gebilde ist, so dürfen die Kegelschnitte hier 

noch nicht so ausführlich untersucht werden, als es mittelst 

der erwähnten Eigenscnaften leicht geschehen könnte; sondern 

ich werde mich bloss auf einige wenige Entwickelungen be

schränken, die entweder aus dem Gange der Betrachtung 

jener Gebilde noth wendig hervorgehen, oder die zur Erfor

schung derselben in der Folge dienlich sind. Später, nach 

vollendeter Durchführung der Untersuchung projectivischer Ge

bilde, sollen alsdann die Kegelschnitte einer umfassenden Un

tersuchung unterworfen werden, die sich auf ihre vorerwähnte 

Erzeugung· durch projectivische Gebilde gründen wird, wobei 

letztere sodann nur als untergeordnete Hülfsmittel dienen, 

und wodurch die vorstehenden Behauptungen sollen gerecht

fertigt werden. 

Gegenseitiger Durchschnitt der Ebene und der Kegelfläche. 

36. Zunächt soll hier eine kurze Betrachtung der eigent

lichen Kegelschnitte, wie sieh dieselben beim Kegel der un

mittelbaren Anschauung darbieten, vorangeschickt und dabei 

vornehmlich auf einige Umstände, die für die synthetische 
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§ 36 Gegenseitiger Durchschnitt der Ebene u. der Kegelfläche. 5 

Untersuchung derselben sehr wesentlich sind, aufmerksam ge
macht werden. Nur muss ich bemerken, dass diese Betrach
tung, genau genommen, dem zweiten Abschnitte (folgendes 
Heft) ang·ehört, woselbst sie in einem umfassenderen Zusam
menhange ausgeführt werden wird 1). 

Denkt man alle diejenigen Strahlen fil, fil 0 fil2 , •••• eines 
Strahlbüschels D, welche durch irgend eine Kreislinie K 
gehen, wie etwa Fig. 36, wo das Papier die Ebene E des 
Kreises vorstellen und der Punkt D über derselben liegen 
soll (§ 34), so heisst die Fläche, welche von diesen Strahlen 
erfüllt wird, Kegelfläche, [130] und zwar, weil sie, so wie 
der Kreis , von irgend einer Geraden höchstens nur in zwei 
Punkten geschnitten werden kann, so heisst sie, aus Folgen 
dieses Umstandes, Kegelfläche vom zweiten Grade. Wenn 
man sich die Strahlen (oder Kanten) nicht durch den Kreis K 
und durch den Punkt D begrenzt, sondern vielmehr unbe
grenzt vorstellt, so sieht man, dass die Kegelfläche aus zwei 
gleichen Tbeilen 111, Mi besteht, die mit ihren Spitzen in dem 
Punkte D zusammenstossen, so dass dieser »Mittelpunkt« 
des Kegels oder der Kegelfläche genannt wird (Biot). Ferner 
nennt man jede Ebene, welche durch den Mittelpunkt D und 
durch irgend eine Tangente A des Kreises geht, Berüh
rn ngse b e n e (berührende Ebene), weil nämlich nur ein ein
ziger Strahl der Kegelfläche in ihr liegt, nämlich nur der
jenige, welcher durch den Berührungspunkt B der genannten 
Tangente geht. Nun nennt man ferner die Durchschnitts
figur, welche irgend eine Ebene mit der Kegelfläche bildet, 
d. h. die Gesammtheit aller Punkte, die sie mit ihr gemein 
bat, Kegelschnitt. Das Gemeinschaftliche und das Beson
dere oder Eigenthümliche der gesammten Schnitte eines Ke
gels lässt sich bequem auffassen und übersehen, wenn vorerst 
die Schnitte derjenigen Ebenen, welche durch den Mittelpunkt 
D gehen, untersucht werden. Eine solche Ebene kann sich 
auf drei wesentlich verschiedene Arten zum Kegel verhalten, 
nämlich wie folgt: 

a) kein Strahl der Kegelfläche liegt in der Ebene, son
dern alle werden von ihr im Punkte D geschnitten ; 
dahin gehört -also jede Ebene, die den Kreis K weder 
schneidet noch berührt. In Bezug auf jede solche 
Ebene liegen die beiden Theile M, Mi des Kegels auf 
entgegengesetzten Seiten. 

b) ein Strahl der Kegelfläche liegt in der Ebene [131] 
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und alle übrigen schneidet sie im Punkte D; dahin 

gehören alle sogenannten Berührungsebenen des Kegels. 

In Bezug auf jede solche Ebene liegen die Theile 

M, M„ des Kegels auf abwechselnden Seiten. 
c) zwei Strahlen der Kegelfläche liegen in der Ebene und 

alle übrigen werden von ihr im Punkte D geschnitten; 

dahin gehört jede Ebene, die den Krejs K schneidet. 

Jede solche Ebene spaltet jeden Theil M, M„ des Ke

gels in zwei Abschnitte, so dass auf jeder Seite der 

Ebene zwei Abschnitte liegen, in denen zusammen alle 

Strahlen vorkommen, die von der Ebene geschnitten 

werden 2). 

Da nun jede andere Ebene jm Raume, die nicht durch 

den Mittelpunkt D geht, nothwendiger Weise mit irgend einer 

unter den vorstehenden drei Abtheilungen begriffenen Ebenen 

parallel ist, so wird sie, ebenso wie die letztere, die Strahlen 

der Kegelfläche entweder alle schneiden, oder nur einen, 

oder nur zwei derselben ni eh t in der That schneiden, son

dern nach ihren unendlich entfernten Punkten gerichtet sein, 

d. h. mit ihnen parallel sein, diese besonderen Strahlen sind 

nämlich diejenigen, welche in jener durch den Mittelpunkt D 
gehenden Parallelebene liegen. Daher giebt es folgende drei 

Klassen von Kegelschnitten: 
I. Jede Ebene, welche mit irgend einer unter der obigen 

Abtheilung (a) begriffenen Ebene parallel ist, schneidet 

alle Strahlen der Kegelfläche in endlicher Entfernung, 

und zwar schneidet sie nur einen der beiden Theile 

M, ~ der Kegelfläche, so dass also der Durchschnitt, 

wie er sich der unmittelbaren Anschauung darstellt., 

eine geschlossene krumme Linie ist (durch die ein Theil 

der Ebene ganz begrenzt wird). Ein solcher Schnitt, 

oder [132] eine solche Linie, heisst E 11 i p s e. Die Ge

raden, in welchen die schneidende Ebene die Berüh

rungsebenen des Kegels schneidet, sind sämmtlich Ta n -

gen ten der Ellipse, so dass also letztere in jedem ihrer 

Punkte von einer bestimmten Geraden beriihrt wird. 

Unter dieser Klasse von Kegelschnitten befinden sich 

insbesondere auch Kreise, wie z. B. der Kreis K, von 

welchem die Betrachtung ausging; ferner gehören da

hin, als Grenzfälle, die Schnitte der Ebenen (a), wobei 
nämlich die Ellipsen sich auf den einzigen Punkt D 
reduciren. 
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II. Jede Ebene, die mit irgend einer unter (b) begriffenen 
Ebene parallel ist, schneidet nur einen der beiden Theile 
11[, M1 der Kegelfläche, und zwar trifft sie alle Strah
len in endlicher Entfernung bis auf denjenigen, in wel
chem ihre Parallelebene den Kegel berührt, und nach 
dessen unendlich entferntem Punkt sie gerichtet ist, so 
dass also der Schnitt, wie man in der Vorstellung sieht, 
eine gebogene krumme Linie ist, deren beide Arme 
sich nach derselben Seite hin ins Unendliche erstrecken, 
nämlich nach demselben unendlich entfern tenPunkte 
hinstreben, nach welchem jener besondere Strahl ge
richtet ist. Ein solcher Schnitt heisst Para b e 1. Die 
Durchschnittslinien der schneidenden Ebene und der 
Berührungsebenen des Kegels sind Tangenten der 
Parabel, so dass also letztere in jedem ihrer Punkte 
von einer bestimmten Geraden berührt wird; jene Be
rührungsebene aber, welche der schneidenden parallel 
ist, ist nach einer unendlich entfernten Tangente 
gerichtet, die nämlich dem unendlich entfernten Punkte 
der Parabel zugehört. 

Die Schnitte der unter (b) begriffenen Ebenen [133] 
gehören als Grenzfälle hierher, nämlich bei ihnen re
duciren sich die Parabeln auf die einzelnen Strahlen 
der Kegelfläche. 

III. Jede Ebene, welche mit irgend einer unter der Abthei
lung ( c) begriffenen Ebene parallel ist, schneidet die 
mit ihr auf einerlei Seite liegenden zwei Abschnitte 
der Kegelfläche, und zwar schneidet sie alle Strahlen 
der letzteren in endlicher Entfernung, ausgenommen 
diejenigen zwei, welche in der Parallelebene liegen, 
und nach deren unendlich entfernten Punkten sie ge
richtet ist, so dass also der Schnitt, wie man sieht, 
aus zwei gebogenen Linien besteht, wovon beide Arme 
einer jeden sich ins Unendliche erstrecken, und zwar 
so, dass die jedesmaligen zwei einander schief gegen
über liegenden Arme beider Linien nach entgegenge
setzten Richtungen, aber nach demselben un end lieh 
entfernten Punkte hinstreben, nach welchem näm
lich einer von jenen zwei besonderen Strahlen gerichtet 
ist; beide Linien hängen demnach durch diese unend
lich entfernten Punkte zusammen, so dass sie nur eine 
einzige Linie ausmachen. Eine solche Linie heisst 
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Hyperbel. Jede Berührungsebene des Kegels erzeugt 
eine Tangente der Hyperbel, so dass also die letztere in 
jedem ihrer Punkte von einer bestimmten Geraden be
rührt wird; diejenigen zwei Ebenen, welche den Kegel 
in den genannten zwei besonderen Strahlen berühren, 
erzeugen diejenigen Tangenten, die den unendlich ent
fernten Punkten der Hyperbel zugehören, diese Tan
genten selbst befinden sich in endlicher Entfernung, 
vermöge ihrer besonderen Eigenschaft heissen sie 
Asymptoten der Hyperbel. 

Die Schnitte der unter (c) enthaltenen Ebenen [134] 
gehören, als Grenzfälle, hierher, nämlich die Hyperbel 
reducirt sich dabei auf zwei Gerade, auf zwei Strahlen 
der Kegel-fläche. 

Dieses (I, II, III.) sind die drei Arten von Kegelschnit
ten; für die synthetische Betrachtung derselben sind die Um
stände: )Jdass die Ellipse keinen: die Parabel einen 
und die Hyperbel zwei unendlich entfernte Punkte, 
und dass nur die Parabel eine unendlich entfernte · 
Tangente hat((, als einfache unterscheidende Merk
male wohl zu berücksichtigen 3). 

Nach der obigen Anmerkung (§ 33) folgt nun, dass, wenn 
Eigenschaften irgend eines Kegelschnitts aus projectivischen 
Gebilden entspringen, dieselben alsdann auch auf entsprechende 
Weise bei der Kegelfläche und also auch bei jedem anderen 
Kegelschnitt statt haben müssen, so dass, wenn z. B. ein 
Kegelschnitt durch projectivische Gebilde erzeugt werden kann, 
dann auch die Kegelfläche und jeder andere Kegelschnitt ans 
projecti vischen Gebilden entspringen muss, und auch umge
kehrt. Daher kann man, zur Erforschung solcher Eigenschaf
ten, in vielen Fällen sich nur an den Kreis , den bekann
testen und einfachsten Kegelschnitt (ausser den erwähnten 
Grenzfällen), halten, weicher leicht zu behandeln ist, wie 
z. B. in der folgenden Betrachtung geschehen soll 4). 

Erzeugung der Kegelschnitte und der Kegelfläche durch projectivische 
Gebilde. 

3 7. Aus der Elementargeometrie bekannte Eigenschaften 
des Kreises zeigen fast unmittelbar die Erzeugung desselben 
durch pi'ojectivische Gebilde, nämlich wie folgt. 

Werden aus irgend zwei Punkten B, B .1 einer [135] 
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Kreislinie M (Fig. 3 7) nach allen übrigen Punkten a, v, c, .... 
derselben Strahlen a, b, c, .... ; a 1 , b,., c,., .... gezogen, so 
bilden diese unter sich gleiche Winkel, die paarweise über 
denselben Bogen stehen, nämlich es ist Winkel (ab ) = (a1 b1 ), 

(ac) = (a1 c1 ), (b c) = (b1 c1), .... , folglich sind die dadurch 
entstehenden Strahlbüschel B, B1 , in Ansehung der Strahlen
paare a und a1 , b und b1 , c und c0 ..•. , proj ectivisch 
gleich (§ 13, II.). Denkt man sieb etwa den Punkt a be
weglich und lässt ihn dem Punkte B näher rücken, bis er 
endlich mit ihm zusammentrifft, wie e, so wird nothwendiger 
Weise der eine zugehörige Strahl e den Kreis berühren; eben 
so wird für den Punkt b, der mit B 1 zusammenfällt, der 
eine zugehörige Strahl d1 den Kreis berühren, so dass also 
die den vereinigten Strahlen e1 , d entsprechenden Strahlen 
e, d1 den Kreis in B, B„ berühren*). Die Strahlbüschel 
B, B 1 befinden sich demnach in schiefer Lage (§ 14) und 
zwar sind sie, wie man sieht, gleichliegend **) (§ 13, II. ). 

Sind andererseits A, .A1 (Fig. 38) irgend zwei Tangenten 
eines Kreises M, und sind q, r die ihnen parallelen Tangen
ten desselben, von denen sie wechselseitig in den Punkten 
r, q1 getroffen werden, so wird, wie leicht zu sehen, die Ge
rade r q 1 durch den Mittelpunkt M des Kreises gehälftet, so 
dass Mr= M q1 , und es ist der Abschnitt r e = b q1 und 
der Winkel [136] a = a 1 • Ist ferner a eine beliebige andere 
Tangente, die jene ersteren A, .A" in den Punkten a, a-1 schnei
det, so bleibt, wenn man diese mit dem Mittelpunkt .111. des 
Kreises durch die Geraden JJ1 a, M a.,_ verbindet, der Winkel 
a M a1 von unveränderlicher Grösse, wie auch die Tangente a 
ihre Lage ändern mag, nämlich er (oder sein Nebenwinkel 
bei solchen Tangenten wie b) ist beständig = a = a" ***), 
und ausserdem sind die Winkel ß = ß und 'Y = r, daher 

*) Dieses stimmt auch damit überein, dass die Winkel, wel
che die entsprechenden Strahlenpaare a und a1 , b und b1 , •••• an 
den Punkten a, b, .... unter sich bilden, alle gleich sind, und 
zwar gleich den Winkeln, welche die Sehne e b mit den Tangen
ten in ihren Endpunkten bildet. 

**) Dieser Umstand ist wesentlich, denn wenn die nämlichen 
Strahlbüschel sich in schiefer Lage befinden und u n g 1 eich l i e -
g e? d sind, so erzeugen sie, statt des Kreises, wie oben, die 
gleichseitige Hyperbel, wie man zu seiner Zeit sehen wird. 
· ***) Denn vermöge des Dreiec;ks a M a1 ist ß + r +a2 = 2 R, 

und _vermöge des Vierecks a r q 1 a1 ist 2 ß + 2 y + a + a1 = 4 R, 
folghch ist 2a2 = a + a1 , und da a = a.1 , so ist a2 = a = a1• 
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sind die Dreiecke a Mau a r M, M q 1 a.1 , durch Gleichheit 
ihrer Winkel, ähnlich, so dass, vermöge der zwei letzteren, 
man hat: 

ar: r.111 = Mq 1 : q1 a1 , oder 
ar • a1 q,1 =Mr• Mq 1 = JYir2 = Mq.12, 

das heisst, das Rechteck, a r • a1 q1 , unter den Abständen der 
Punkte a, a1 , in welchen irgend eine Tangente a die beiden 
festen Tangenten A, A 1 schneidet, von den Durchschnitten 
t, q 1 der parallelen Tangenten r, q, bat eine beständige 
Grösse*), nämlich gleich dem Quadrate über Mr oder M q1• 

Daraus erkennt man die projectivische Beziehung der Tan
genten A, A 1 , in Ans.ehung der Punktenpaare a und a1 , '6 
und f\, .... , in welchen sie von den übrigen Tangenten 
a, b .... geschnitten werden (§ 12, I. ), so dass also die letz
teren die Projectionsstrahlen sind, und dass insbesondere r, q, 
was schon durch . ihre Bezeichnung angedeutet ist (§ 9, I), 
aie Parallelstrahlen sind. Lässt man in der Vorstell_ung die 
Tangente a sich so bewegen, dass der Punkt a sich dem 
Durchschnittspunkte b der festen Tangenten [137] A, A ,1 nähert, 
so wird gleichzeitig sein entsprechender Punkt a,1 dem Be
rührungspunkte l\ der Tangente A 1 näher rücken, und zwar 
dergestalt, dass, wenn sich a mit b vereiniget, dann auch a1 
mit b,1 zusammenfällt. Ebenso folgt, dass der dem Berüh
rungspunkte e der Tangente A entsprechende Punkt e1 im 
gegenseitigen Durchschnitte der Tangenten A, A 1 liegt**). 

Aus den beiden vorstehenden Untersuchungen folgen also 
nachstehende Sätze. 

i,Irgend zwei · Tangenten (A, A 1) 

eines Kreises sind in Ansehung 
der entsprechenden Punktenpaare, 
in welchen sie von den übrigen 
Tangenten geschnitten werden, 
proJectivisch, und zwar entspre-

>>Irgend zwei Punkte (B, B 1) 

eines Kreises sind die Mittel
punkte zweie1· proJectivischen 
Strahlbüschel , deren entspre
chende Strahlen sich in den übri
gen Punkten de1· Kreislinie schnei-

*) B1·ianchon hat diesen Satz für alle Kegelschnitte bewiesen 
(Memoire sur les lignes du second ordre, XXVIII. p. 27); späterhin 
(§ 40, L) folgt derselbe unmittelbar. 

**) Dieser Umstand kann auch daraus bewiesen werden, dass, 
wenn man sich die Gerade Mb denkt, dann vermöge der recht
winkligen, einander ä.hnlichen Dreiecke r Mb, r e M man bat t e • r b 
=tM•rM, und da rb=q1 e1 , also auch re•q1 e1 =rM•t1rI, 
woraus man sieht, dass e, e1 ctie obige Bedingung zweier entspre
chenden Punkte erfüllen. 
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chen den in ihrem, Durchschnitte 
vereinigten Punkten b, e1 ihre 
wechselseitigen Berührungspunkte 
b1 , e.« 

den, und zwar entsprechen den 
ve1·einigten Strahlen d, e1 die 
wechselseitigen Tangenten d1, e in 
Jenen Punkten (B, B 1).c, 

38. Wie bereits oben bemerkt worden (§ 36, Ende), fol
gen nun aus den eben aufgestellten Sätzen vom Kreise (§ 3 7) 
unmittelbar entsprechende Sätze vom Kegel zweiten Grades 
und dessen übrigen Schnitten. Denn wenn die Tangenten 
des Kreises I{ (Fig·. 36) projectivisch sind, so sind auch die 
ihnen zugehörigen ebenen Strahlbüschel im Strahlbüschel D, 
deren Ebenen den dem Kreise zugehörigen Kegel D berüh
ren, unter sich projectivisch (§ 33), und wenn die Strahl
büschel im [138] Kreise projectivisch sind, so sind auch die 
ihnen zugehörigen Ebenenbüschel im Kegel unter sich pro
jectiviscb, so dass also unmittelbar nachstehende Sätze folgen: 

I. »In irgend zwei Berüh1·u11gs
ebenen eines Kegels zweiten Gra
des befinden sich zwei prqjectivi
sche ebene Strahlbüschel, deren 
entsprechende Strahlenpaa1·e näm
l-ich in den übrigen Berührungs
ebenen liegen, und insbesondere 
entsprechen den im Durchschnitte 
Jene1· Ebenen ve1·einigten St?-ahlen 
(_cl, e1) diqjenir1en Strahlen (d1 , e), 
in welchen dieselben den Kegel 
berühren.,< 

I. »Irgend zwei Strahlen einer 
Kege1jUiche zweiten Grades sind 
die Axen zweiet· projectivischen 
Ebenenbüschel, deren entsprechende 
Ebenenpaare sich in den übrigen 
Strahlen schneiden, und insbeson
dere entsprechen den in der Ebene 

Jene1· Strahlen vereinigten Ebenen 
(d', s1) diejenigen Ebenen (Öi, s), 
welche den Kegel in denselben be
rühren.,< 

Und umgekehrt: 

I~. »_J_ede zwe·i schiefliegende 
prqJectivische ebene Strahlbüschel 
B, B 1 , · die sich in demselben 
S~rahlbiischel D befinden, erzeugen 
~inen I(egel zwei'ten Grades, der 
ih1·e Eb~nen be1·ührt, d. h., die 
durch die entsprechenden Strah
lenpaare bestimmten Ebenen nebst 
den Ebenen der Strahlblschel 
si'nd die gesammten Beritlwungs~ 
eben_en eines bestimmten Kegels 
zweiten Grades, und zwar beriilwt 
m· die Ebenen (B, B 1) der Strahl
bitschel in denjenigen St1·ahlen 
(:f1, e), deren e!itsprechende (d, e1) 

im Durchschnitte derselben ver
einiget sind.« 

II. ))Jede zwei schiefliegende 
pr()Jectivische Ebenenbüschelfil', 911, 

die sicli in demselben Strahl
büschel D befinden, erzeugen einen 
Kegel zweiten Grades, der durch 
ihre Axen geht, d. h., die Durch
sclmittslinien der entsprechenden 
Ebenenpaare nebst den Axen der 
Ebenenbüschel, sind die gesamm
ten Strahlen ei·nes bestinnnten Ke
gels zweiten Grades, und zwa1· 
wird er i:n jenen Axen (2{, fil1) 

von deriJeni,qen Ebenen (Ö1 , s) be
rührt, deren entsprechende in cle1· 
durch dieselben best-immten Ebene 
ve1·ei"niget si'nd.« 
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Da nun zwei proj ectivische ebene Strahlbüschel [139] 
B, B,,, die in irgend zwei Berührungsebenen des Kegels lie
gen, von einer beliebigen Ebene E in zwei projectivischen 
Geraden A, A 1 geschnitten werden, und da zwei im Kegel 
liegende projectivische Ebenenbüschel ?ll, ~1 von jener Ebene 
E in zwei projectivischen ebenen Strahlbüscheln B, B 1 ge
schnitten werden (§ 33), so folgen also weiter, wie oben er
wähnt worden, für alle Kegelschnitte nachstehende merkwür ,. 
dige Sätze: 

III. >1Jede zwei Tangenten A, 
A 1 ei·nes Kegelschnitts sind in 
Ansehung de'i· Punktenpaare, in 
welchen sie von den übrigen· Tan
genten geschnitten werden, pro-
7° ectivisch, und zwar entsprechen 
den in ihrem Durchsch1iitte ver
einigten Punkten (b, e1) ihre wech
selseitigen Berührungspunkte (bi, 
e). cc 

III. 1>Jede zwei Punkte B, B 1 
eines Kegelschnitts sind di'e Mit
telpunkte zweier pr()Jectivischen 
ebenen Strahlbüschel, deren ent
sp1·echende Strahlen sich in den 
übrigen Punkten desselben schnei
den, und zwa1· entsprechen den 
vereinigten Strahlen (d, e1} die 
Tangenten (d1 , e) in den gegen
seitigen Mittelpunkten (B 1, B ).« 

Und umgekehrt: 

IV. » Jede zwei in einer Ehene 
schiejli'egende Ge1·ade A, A 1 er
zeu,qen einen Kegelschnitt, der sie 
berührt, d. h. , sie und alle ihre 
ProJectionsstrahlen sind die ge
sammten Tangenten eines be
stimmten Kegelschnitts, und zwar 
berührt dieser die Geraden in 
denjenigen Punkten (e, b1), deren 
entsprechende (e1 , b) in ihrem 
Durchschnitte vereiniget sind. cc 

IV. »Jede zwei in eine1· Ebene 
schiefliegende proJectivi'sche (ebene) 
Strahlbüschel B, B1 erzeugen einen 
Kegelschnitt, der durch ihre Mit
telpu11 kte geht, d. h. , diese und 
die Durchschnitte der entspre
chenden Strahlenpaare sind die 
gesammten Punkte eines bestimm
ten Kegelschnitts, und zwar wird 
dieser in Jenen Mittelpunkten von 
den;jenigen Strahlen (e, d1 ) be
rührt, deren entsprechende (e1 , d) 
vereiniget si'nd. « 

Es darf kaum erwähnt werden, dass zufolge der obigen 
zweiten Anmerkung (§ 34) bei projectivischen [140] Gebilden 
auf der Kugelfläche entsprechende Sätze statt finden. 

39. Die so eben aufgestellten neuen Sätze über den Ke
gel zweiten Grades und dessen Schnitte (§ 38) sind für die 
Untersuchung dieser Figuren wichtiger, als alle bisher be
kannten Sätze über dieselben, denn sie sind die eigentlichen 
wahren Fundamentalsätze, weil sie nämlich so umfassend 
sind, dass fast alle übrigen Eigenschaften jener Figuren auf 
die leichteste und klarste Weise aus ihnen folgen, und weil 
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auch die Methode, nach der sie daraus hergeleitet werden, 
jede bisherige Betrachtungsweise an Einfachheit und Bequem
lichkeit übertrifft. Wiewohl ich mir vorbehalte, die genannten 
:F1iguren erst späterhin ausführlich zu untersuchen , so kann , 
ich doch nicht umhin, hier schon einige der nächsten Folge
rungen aus jener Hauptquelle zu ziehen, die zur Bestätigung 
der eben ausgesprochenen Behauptung als eine kleine Probe 
dienen mögen. 

Was nämlich den weiteren Fortgang der gegenwärtigen 
Betrachtung betrifft, so soll nun zunächst noch auf einige 
besondere Umstände und Grenzfälle der erwähnten Sätze auf
merksam gemacht werden; und sodann sollen einige wesent
liche Eigenschaften der Kegelschnitte (so wie des Kegels), 
die zum Behufe späterer Untersuchungen über projectivische 
Gebilde dienen, so wie auch einige Porismen aus denselben 
in kurzen Andeutungen entwickelt werden. Nacbgehends soll 
zum eigentlichen Hauptgegenstande zurückgekehrt, und zwar 
die Erzeugnisse projectivischer Gebilde, die im Raume be
liebig liegen, untersucht werden. 

Besondere Fälle. 

40. Bei den obigen Sätzen (§ 38, II. u. IV.) ist zuvör
derst noch anzugeben, welche verschiedene Gestalten [141] 
die erzeugten Figuren haben können; woran zu erkennen, zu 
welcher Klasse (§ 36) der durch zwei projectivische Gebilde 
erzeugte Kegelschnitt gehöre, und ob durch dieselben zwei 
Gebilde, je nachdem sie anders liegen, ein Kegelschnitt an
derer Art erzeugt werde? Für einige Fälle folgt die Antwort 
auf diese Fragen unmittelbar aus vorangegangenen Sätzen, 
für die übrigen wird sie später folgen. Folgendes lässt sich 
nämlich in Beziehung auf diese Fragen nnmittelbar angeben. 

I. Da zwei projectivisch ähnliche Gernde A, A 1 einen 
unendlich entfernten Projectionsstrahl haben, und umgekehrt 
dieselben ähnlich sind, wenn ihre unendlich entfernten Punkte 
sich entsprechen, oder wenn sie einen unendlich entfernten 
Projectionsstrahl haben (§ 13, I.), und da von den Kegel
schnitten nur die Parabel eine unendlich entfernte Tangente 
hat (§ 36, II.), so folgt also (§ 38, IV.): 

i>Dass zwei in einer Ebene schief liegende pro
jectivisch ähnliche Gerade A, A

1 
eine Parabel er

zeugen.c< Und umgekehrt: 
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))Dass je zwei Tangenten einer Parabel von allen 
übrigen Tangenten derselben proj ectivisch ähnlich 
g e schnitten w erd e n. c< 

Der letztere Satz ist, mit andern Worten ausg,esprochen, 
allgemein bekannt. Da bei zwei projectivisch ähnlichen Ge
raden keine Parallelstrahlen statt finden (§ 13, I), so folgt 
ferner: ))Dass von den nicht unendlich entfernten 
Tangenten einer Parabel keine zwei parallel sein 
kö nn en.cc (Die unendlich entfernte Tangente kann als mit 
jeder anderen parallel angesehen werden) 5). 

[142] Zwei beliebige projectivische Geraden .A, A 1 , die 
nicht ähnlich sind, können also nie eine Parabel erzeugen, 
wohl aber können die nämlichen zwei Geraden sowohl Ellipsen 
als Hyperbeln · erzeugen, je nachdem die in ihrem Durch
schnitte vereinigten Punkte (b, e1) beschaffen sind, welcher 
Umstand später in Erwägung gezogen werden soll. Der Win
kel, den die Geraden unter sich bilden, hat demnach auf die 
Art des Kegelschnitts keinen Einfluss, sondern nur auf dessen 
besondere Gestalt, so z. B. giebt es ein System von Punkten
paaren, die so beschaffen sind, dass, wenn eins derselben im 
Durchschnitte der Geraden vereiniget ist, alsdann die letzte
ren unter einem bestimmten Winkel einen Kreis erzeugen. 
Werden insbesondere die Durchschnitte r, q1 der Parallel
strahlen, d. h., die Punkte, deren entsprechende 1\, q unend
lich entfernt sind, im Durchschnitte der Geraden vereiniget, 
so ist der Kegelschnitt offenbar eine Hyperbel und die Ge
raden sind die Asymptoten derselben (§ 36, III. u. § 38; I\:.); 
daher folgen unmittelbar die bekannten Eigenschaften der 
Hyperbel: )>Dass das Rechteck unter den Abschnitten 
ra, q1 a1 , oder ro, q1 011 ••••• , welche eine beliebige 
Tangente a, b, ..... von den Asymptoten (A, A 1 ) ab
schneid et , eine b e s t ä n d i g e G r ö s s e hat ( § 1 2) (( ; >) da s s 
daher auch der Inhalt des Dreiecks raa0 welches 
die Tangente mit den Asymptoten einschliesst, con
stant istc<, und andere Eigenschaften mehr, die später voll
ständig aufgezählt werden sollen. 

Da die Geraden A, A 1 im gegenwärtigen Falle (wo sie 
nicht ähnlich sind) Parallelstrahlen r, q haben, so folgt also: 

))Dass sowohl bei der Ellipse als bei der [143] Hy
perbel die Tangenten paarweise parallel sind((*) 6). 

*J Diese Eigenscha:ft folgt auch leicht aus der obigen Betrach
tung des Kegels (§ 36), wie man im zweiten Abschnitte sehen wird. 
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Hierbei folgt auch unmittelbar der oben (§ 3 7) in der 
Note erwähnte Satz von Brianchon, in Bezug auf die Durch
schnitte r, q1 der Parallelstrahlen, wie leicht zu sehen. 

Beobachtet man die Geraden A, A1 , während sie allmäh
lich aus der schiefen in die perspectivische Lage übergehen, 
so sieht man, dass der Kegelschnitt zuletzt in diejenige Ge
rade (ee.1 ) übergeht, welche den entstehenden Projectionspunkt 
B mit dem Durchschnitte ( e e1 ) der Geraden verbindet, und 
zwar geht die Ellipse in das durch die Punkte (e e,1 ), B be
grenzte Stück, die Hyperbel in die beiden übrigen (unend
lichen) Stücke, und die Parabel, bei welcher der Projections
punkt B sich ins Unendliche entfernt (§ 13, I.), in die eine 
Hälfte der durch den Punkt (ee1 ) getheilten Geraden (ee.i) über. 

II. So wie bei zwei projectivischen ebenen Strahlbüscheln 
B, B 1 , die in einer Ebene concentrisch liegen, entweder 
zwei, oder nur ein, oder gar kein Paar entsprechender 
Strahlen sich vereinigen ( § 16, II. ) , gleichermaassen werden, 
wenn die Strahlbüschel beliebig liegen , entweder zwei, oder 
nur ein, oder gar kein Paar entsprechender Strahlen parallel 
sein; denn lässt man, von jener Lage ausgehend, den einen 
Strahlbüschel sich so bewegen, dass sich jeder Strahl sich 
selbst parallel bewegt, so hat man die letztere Lage, und 
die zuvor vereinigten entsprechenden Strahlenpaare werden 
sodann parallel sein. Sind aber zwei entsprechende Strahlen 
[144] parallel, so zeigt dies an, dass der erzeugte Kegel
schnitt einen unendlich entfernten Punkt habe, nach welchem 
sie gerichtet sind, daher können dieselben zwei Strahlbüschel, 
im Allgemeinen, Kegelschnitte von allen drei .Arten erzeugen, 
je nachdem sie gegen einander gerichtet sind(§ 36 u. § 16, II.), 
und zwar wie folgt: 

a) JlZwei gleichliegende proj ectivische ebene Strahl
büschel B, B 1 können Ellipsen, Parabeln oder Hy
per?eln erzeugen, je nachdem sie gegen einander 
gerichtet sind, nämlich innerhalb eines bestimmten 
Spielraums erzeugen sie nur Ellipsen, an den beiden 
Grenzen desselben, also in zwei bestimmten Rich
t~ngen, wo die Strahlen g, g

11 
oder h, h1 parallel 

s ~ n d ( § 1 6, II.) , e r z e u g e n sie P a r ab e 1 n , u n d j e n s e i t s 
dieser Grenzen erzeugen sie nur Hyperbeln.cc Und 

b) >>S in d die S t r a h 1 b i.i s c h e l u n g 1 eich li e gen d , s o er
zeugen sie nur Hyperbeln.« 

Da, im Falle die Strablbüschel eine Hyperbel erzeugen, 
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die zwei Paar paralleler entsprechender Strahlen nothwendiger 
Weise den Asymptoten parallel sein müssen, weil sie mit 
diesen nach denselben unendlich entfernten Punkten gerichtet 
sind; und da die Hyperbel gleichseitig heisst, wenn die 
Asymptoten zu einander rechtwinklig sind, so folgt also: 
JJDass die Strahlbüschel in beiden vorstehenden Fäl
le n ( a, b) eine g 1 e i c h s e i t i g e R y p erb e 1 erz e u g e n, w e n n 
man sie so gegen einander richtet, dass die Schen
kel (s und s1 , t und ti) der entsprechenden rechten 
W i n k e 1 ( § 9, II.) p a r a 11 e 1 s in d. c< 

Sind insbesondere die Strahlbüschel B, B-1 gleich, [145] 
so erzeugen sie im Falle (a) einen Kreis (§ 3 7), und im Falle (b) 
eine gleichseitige Hyperbel. 

Lässt man die beliebigen Strahlbüschel B, B ,1 allmählich 
in perspectivische Lage übergehen, nämlich dadurch, dass 
zwei parallele entsprechende Strahlen aufeinander fallen, wel
ches also nur vori der hyperbolischen und parabolischen Lage 
ans geschehen kann, so sieht man, dass der Kegelschnitt zu
letzt in zwei bestimmte Gerade übergeht, wovon die eine der 
entstehende perspectivische Durchschnitt A und die andere 
der gemeinschaftliche (durch beide Mittelpunkte B, B ,1 gehende) 
Strahl B B I ist. Bei der parabolischen Lage werden diese 
zwei Geraden parallel. 

Lässt man die Strahlbüschel B, B 1 in concentriscbe Lage 
übergehen, so geht die Hyperbel in zwei und die Parabel 
in eine Gerade über, nämlich in diejenigen Geraden, in 
welchen entsprechende Strahlen zusammenfallen, dagegen zieht 
sich die Ellipse in den gemeinschaftlichen Mittelpunkt (B Bi). 
der Strahlbüschel zusammen. 

III. Beim Kegel im Allgemeinen finden keine so wesent
lich verschiedene Klassen statt, wie bei seinen Schnitten 
(§ 36) , wohl aber bei einem besondern Falle desselben, er 
kann nämlich, wie folgt, in Grenzfälle übergehen und beson
dere Gestalt erhalten. 

Der von zwei projectivischen Ebenenbüscheln m, m.1 oder 
ebenen Strahlbüscheln B, B 1 erzeugte Kegel (§ 38, II.) än
dert nothwendiger Weise seine Gestalt, je nachdem die Ge
bilde so oder anders gegen einander gerichtet sind, er kann 
runder oder platter werden, und wenn insbesondere die Ge
bilde in perspectivische Lage kommen, so geht der Kegel in 
folgende Grenzfälle über: bei <leu Ebenenbiischelo m, ~{ in 
zwei Ebenen, wovon die eine der perspectivische Durch-
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schnitt [146] B (§ 31) derselben und die andere die durch 
beide Axen 21, 21 1 gehende Ebene (s, c:1 ) ist (in welcher letz
teren zwei entsprechende Ebenen s, s1 vereiniget sind), und 
bei den Strahlbüscheln B, B 1 in diejenige Ebene, welche 
durch die Projectionsaxe .A derselben und durch die Durch
schnittslinie (e e1 ) der Ebenen B, B 1 geht. 

Lässt man die nämlichen zwei Ebenenbüscbel ~t, 211 ihre 
Lage allmählich so ändern, bis ihre Axen 21, 211 parallel 
sind, so müssen nothwendiger Weise alle Strahlen des Kegels 
mit denselben parallel werden, so, dass sich sein Mittelpunkt 
D ins Unendliche entfernt. In diesem besonderen Falle heisst 
die erzeugte Figur nicht mehr Kegel, sondern )) C y linder c<, 

und zwar Cylinder zweiten Grades. Bei dieser besonde
ren Lage der Ebenenbüschel 21, 21,1 können,· ebenso wie bei 
zwei projectivischen ebenen Strahlbüscheln B, B,i in einer 
Ebene (II.) entweder zwei, oder nur ein, oder gar kein 
Paar entsprechende Ebenen parallel sein (§ 31, III), und da
her kann die Cylinderfläche entweder zwei, oder nur einen, 
oder gar keinen unendlich entfernten Strahl haben, wodurch 
sich drei Klassen von Cylindern von einander unterscheiden, 
die nach der Reihe hyperbolische, parabolische und 
elliptische Cylinder heissen. Die Bedingungen, unter wel
chen die Ebenenbüschel den einen oder den anderen dieser 
drei Cylinder erzeugen, sind den obigen, unter welchen die 
ebenen Strahlbüschel B, B,1 den einen oder den anderen der 
drei Kegelschnitte erzeugen (II.), ganz ähnlich. Dies gilt 
auch von dem besonderen Falle, wenn die Ebenenbüschel 
21, ~1 gleich sind, in welchem Falle sie nämlich entweder 
den sogenannten geraden, oder den gleichseitig hyper
bolischen Cylinder erzeugen 7). 

[147] Wird der Cylinder von irgend einer Ebene E ge
~chnitt~n, so werden die ihn erzeugenden Ebenenbüschel 21, 2!1 

m zwei ebenen Strahlbüscheln B, B 1 geschnitten, die sich 
nothwendiger Weise in Hinsicht paralleler entsprechender 
Strahlen in gleichem Falle befinden, als die Ebenenbüschel 
21, 211 in Hinsfoht paralleler entsprechender Ebenen (weil 
parallele Ebenen von jeder anderen Ebene in parallelen Ge
raden geschnitten werden), daher kann die Ebene E den 
e~·sten Oylinder nur in einer Hyperbel, den zweiten nur in 
emer Parabel, und den dritten nur in einer Ellipse schnei
den (II.). Wird die schneidende Ebene E den Strahlen del' 
Cylinderfläche, oder den Axen 21, 21t parallel, so geht der 

Ostwald 's Klassiker. 83. 2 
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Schnitt in zwei solche Strahlen über, daher folgt: ))dass zwei 
parallele Gerade als Grenzfall sowohl von der H y
p erbe l, als der Parabel, oder als der Ellipse anzu
sehen sind.« 

Andererseits kann der Cylinder nur durch solche beson
dere ebene Strahlbüschel B, B 1 erzeugt werden, die aus 
parallelen Strahlen bestehen. Es findet bei ihnen Aehnliches 
statt, wie oben bei den Geraden .A, .Ai (I.). 

Der von zwei projectivischen Ebenenbüscheln 2l, 2I1 , oder 
von zwei projectivischen ebenen Strahlbüscheln B, B1 (deren 
Strahlen parallel sind) erzeugte Cylinder geht, wenn die Ge
bilde in perspectivische Lage gelangen, im ersten Falle in 
zwei und im anderen Falle in eine Ebene über, auf dieselbe 
Weise wie oben der Kegel. 

Einige Eigenschaften der Kegelschnitte. 

41. Wie bereits oben erwähnt (§ 39), sollen n-q_n eimge 
bemerkenswerthe Sätze über die Kegelschnitte [148J aus den 
obigen Fundamentalsätzen (§ 38, III, IV.) in gedrängter Kürze 
entwickelt werden. 

I. Da die projectivische Beziehung zweier Geraden .A, Ai 
bestimmt ist, sobald irgend drei Paar entsprechende Punkte 
oder irgend drei Projectionsstrahlen a, b, c gegeben sind, und 
da eben so die projectivische Beziehung zweier Strahlbüschel 
B, B 1 durch drei entsprechende Strahlenpaare a und a-1, b 
und b,., c und o,1, oder durch deren Durchschnitte a, b, c, be
stimmt ist (§ 1 o, ß), so folgen unmittelbar nachstehende Sätze 
(§ 38, IV.): 

»Ditrch irgend fünf Tangenten 
(A, Au a, b, c) ist ein Kegelschnitt 
bestimmt, d. h. , fünf beliebige 
Gerade in einer Ebene können 
allemal von einem, aber nur von 
einem einzigen Kegelschnitt be
rüh1·t werden. (< 

» Durch irgend fürJ,f Punkte 
(B, Bu a, b, c) in einer Ebene ist 
ein Kegelschnitt bestimmt, d. h., 
fünf beliebi'ge Punkte in einer 
Ebene liegen allemal in einem, 
aber nur in einem einzigen Ke
gelschnitt. cc 

Diese Sätze finden immer statt, die gegebenen fünf Ele
mente mögen welche gegenseitige Lage haben als man will, 
wenn nämlich auch die Grenzfälle, in welche der Kegelschnitt 
übergehen kann (§ 40, I, II.), gestattet werden; nur in dem 
einzigen Falle, wo von den fünf gegebenen Geraden sich vier 
in einem Punkte schneiden , oder von den fünf gegebenen 
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Punkten vier in einer Geraden liegen, ist der Kegelschnitt 
nicht vollkommen bestimmt. Wie bei jedem vorgelegten Falle 
die Gestalt oder Art des Kegelschnitts leicht zu erforschen 
ist, wird später gezeigt. 

II. Aus (§ 24, III.) sieht man, wie, wenn irgend fünf 
Tangenten oder irgend fünf Punkte eines Kegelschnitts ge
geben sind, alsdann beliebige andere Tangenten oder beliebige 
andere Punkte desselben, mittelst des Lineals allein, zu 
finden sind. 

[149] III. Nach (§ 18) folgt: 

1. »Dass durch irgend ei·nen 
Punkt in der Ebene eines Kegel
schnitts im Allgemeinen und höch
stens nur zwei Tangenten des 
letzteren gehen. Niimlich es gehen 
zwei, oder nw· eine ode1· gar keine 
Tangente durch den genannten 
Punkt, Je nachdem derselbe aus
serhalb, oder in, ode1· innerhalb 
dem Kegelschnitte liegt. cc 

1. )) Dass irgend eine Gerade 
in de1· Ebene eines Kegelschnitts 
den letzteren im Allgemeinen und 
höchstens . nur in zwei Punkten 
schneidet. Niimlich die genannte 
Gerade kann den Kegelschnitt 
entweder in zwei Punkten schnei
den, ode1· nur in einem Punkt 
trejf en, d. h., ihn berühren, ode1· 
ihm gar nicht begegnen. c< 

Diese Eigenschaft der Kegelschnitte bewirkt, dass diesel
ben ))Linien der zweiten Kl'asse« *) und iiLinien der 
zweiten Ordnung« genannt werden. Dieselben Eigenschaf
ten lassen sich auch, mittelst des Kegels {§ 36), vom Kreise 
herleiten. 

Es folgt ferner (§ 18): 

2. » Dass und -wie man wenn 
fünf. Tangenten eines 'Kegel
schnitts gegeben sind, ohne dass 
e1· selb~t gezeichnet vo?'liegt, d·ie 
durch irgend einen Pimkt gehen
den Tangenten desselben bloss 
du1·ch Hülfe des Lineals ziehen 
könne, sobald in derselben Ebene 
irgend ein Kreis (ode1· sonstiger 
Kegelschnitt) gegeben ist. cc 

2. »Dass und wie nian, wenn 
fünf Punkte eines Kegelschnitts 
gegeben sind, ohne dass er selbst 
gezeichnet vo1·liegt, die in i1·gend 
eine1· Geraden liegenden Punkte 
desselben btoss durch Hülje des 
Lineals finden könne, sobald in 
derselben Ebene frgend ein Kreis 
(oder sonstiger I(egelschnitt) ge
geben ist. cc , 

. 42. I. Da durch fünf Elemente ein Kegelschnitt bestimmt 
1st (§ 4 l, I.), so müssen zwischen sechs Elementen [150) 
desselben nothwehdiger Weise bestimmte Beziehungen statt 

*) Gergonne nennt eine Cnrve, an welche, von irgend einem 
PCunkte aus, höchstens n,Tangenten gehen, eine Curve der n ten 

lasse. 

2* 
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finden; diese Beziehungen sind zum Theil in (§ 24, I.) ent
halten und lassen sich hier wie folgt übertragen (§ 38, lV.): 

1. »Bei Jedem einem Kegel
schni'tte umschriebenen Sechseck 
(d. h., dessen Seiten Tangenten 
des Kegelschnitts sind) treffen die 
drei Hauptdiagonalen, welche 
niimlich die gegenüber stehenden 
Ecken verbinden, in irgend einem 
Punkte zusammen. « 

1. »Bei Jedem einem Kegel
schnitte eingeschriebenen Sechseck 
(d. h., dessen Ecken im Kegel
schnitte liegen ) liegen die drei 
Ditrchschnittspunkte der einander 
gegenüber stehenden Seitenpaare 
allemal in irgend einer Geraden.« 

Und umgekehrt: 

2. » Treffen die drei Haupt
diagonalen eines Sechsecks in ir
gend einem Punkte zusammen, so 
werden seine· Seiten von irgend 
einem bestimmten Kegelschnitte 
berührt.« · 

2. » Liegen die drei Durch
schnitte der gegenüber stehenden 
Seitenpaare eines Sechsecks in 
irgend einer Geraden , so liegen 
seine Ecken in irgend einem Ke
gelschnitte.« 

Den Satz rechts (1.) hat Pascal*) und den links Bri·an
chon **) zuerst bekannt gemacht. Pascal nannte das betref
fende Sechseck iJ Hexagrammum mysticum «. In einer Ab
handlung·, die verloren gegangen ist, soll er eine vollständige 
Behandlung der Kegelschnitte auf seinen Satz gegründet haben. 
Später wurde der Pascal'sche Satz vornehmlich von Mac
Laurin, Robert Simson und Carnot bewiesen, und auch 
Schwab theilt denselben, im Anhange zu Euklides Data, ins
besondere vom Kreise mit. Seit Brianclwn seinen Satz ent
deckt hat, erkannte man [ 151] besonders die Wichtigkeit der 
beiden Sätze für die Betrachtung der Kegelschnitte, und des
halb wurden sie in neuerer Zeit so häufig und verschieden
artig bewiesen, wie nur selten geometrischen Sätzen gleiche 
Aufmerksamkeit zu Theil ward. Namentlich haben sich da
mit die französischen Mathematiker Gergonne, Poncelet, 
Chales, Sturm, Bobillier u. a. m., der belgische Dandelin, 
und die deutschen Moebius und Plüclcer beschäftigt. Die 
gegenwärtige Al;>leitung der Sätze beleuchtet sie von einer 
neuen Seite, sie zeigt, dass dieselben nicht die eigentliche 
Grundlage für die Untersuchung der Kegelschnitte sind, son
dern dass sie vielmehr, mit vielen anderen Eigenschaften 
zugleich, aus einer umfassenderen Quelle, nämlich aus der 

* 1 In seinem Essai sur les Coniques. 
**J Im XIII. Heft des Journal de l'Ecole Polytechnique. 
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Beziehung projectivischer Gebilde, sehr leicht und klar hervor
gehen. Eine wesentliche Vervollständigung der beiden Sätze 
habe ich zuerst bekannt gemacht im XVIII. Bd. der Annales 
de Matliematiques; dieselbe soll auch hier weiter unten (im 
Anhange) wiederum zum Beweise vorgelegt werden. 

Die früheren Sätze (§ 23, III.) sind als Grenzfälle der 
vorstehenden anzusehen„ wie man leicht bemerken wird (§ 40). 

Die oben stehenden Sätze (1, 2.) können auch auf eine 
andere Art auf gefasst und ausgesprochen werden, und zwar 
so, dass statt des jedesmaligen Sechsecks zwei Dreiecke 
betrachtet werden, welche durch dieselben sechs Elemente be
stimmt sind, nämlich statt des umschriebenen Sechsecks die
jenigen zwei Dreiecke, wovon das eine die erste, dritte und 
fünfte, und das andere die zweite, vierte und sechste Ecke 
des Sechsecks zu Ecken hat, und statt des eingeschriebenen 
Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, von denen das eine die 
erste, dritte und fünfte, und das andere die [152] zweite, 
vierte und sechste Seite desselben zu Seiten hat. In dieser 
Hinsicht lauten die Sätze wie folgt: 

3. ii Treffen die cl1·ei Geraden, 
welche die Ecken zweier in einer 
Ebene liegenden Dreiecke, in i?-
_qend einet· Ordnung paarweise 
g~nornmen, verbinden, in irgend 
einem Punkte zitsanimen, so wer
den die übrigen sechs Geraden, 
welche die Ecken des einen Drei
eck,s mit denen des ande1·en ver
binden, allemal von irgend einem 
Kegelschni:tte berührt.« Und auch 
umgekehrt. 

, 3. >> Liegen die drei Punkte, in 
welchen cl-ie Seiten zweier in einer 
Ebene liegenden Drei·ecke, in i1'
gend einet· Ordnung paarweise 
genormnen: sich schneiden, in ir
gend einer Geraden, so liegen die 
übrigen sechs Punkte, in welchen 
die Seiten des einen Dreiecks die 
des anderen schneiden, alle1nal i"n 
'irgend einem Kegelschnitte.t, Und 
auch umgekehrt. 

II. Vermöge der Schlussbemerkungen in den Sätzen (§ 38, 
IV.) folgt, dass, wie bei der obigen Aufgabe (§ 24, III, b, ß.) 
bei zwei schiefliegenden projectivischen Gebilden (A, A 1 oder 
B, B,..) die den vereinigten Elementen (b, e,, oder d, e.1) ent
sprechenden Elemente (b.

1
, e, oder d

0 
e) gefunden worden, 

durch dasselbe Verfahren auch: 

>i W~nn fünf beliebige Tangen
t~n ein~s Kegelschnitts gegeben 
sind, die Berührungspunkte der
selben nur mit Hülfe des Lineals 
gefund,;n we1·den können.cc 

i> Wenn fünf beliebige Punkte 
eines Kegelschnitts gegeben si'nd, 
die Tangenten i'n denselben nur 
mit Hü?fe des Lineals gefunden 
we1·den können.t< 
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Es sind darin zugleich die nachstehenden bekannten Sätze 
enthalten: 

»Bei· Jedem einem Kegelschnitte 
umschriebenen Fiinf ecke treffen 
die Diagonalen, welche irgend 
zwei Eckenpaare verbinden, [153] 
und die Ge1·ade, welche die Jedes-

· malige fünfte Ecke rnit dem Be
riih?-ungspunkte der gegenüber 
stehenden Seite verbindet, einan
der i'n irgend einem Punkte.<< 

>iBei Jedem ei·nern Kegelschnitte 
eingeschriebenen Fünfecke liegen 
die DU?·chschnittspunkte irgend 
zweier Seitenpaare itnd der [153] 
DU?··chschnittspunkt, welchen die 
Jedesmalige fünfte Seite mit del' 
Tangente in der gegenüber stehen
den Ecke bi"ldet, allemal in irgend 
e·iner Geraden.« 

III. Die Sätze in (§ 24, II.) lassen sich hier, mit anderen 
Worten, wie folgt, wiederholen (§ 38, IV.): 

1. » Bei q,llen ei·nem Kegel
schnitte umschriebenen Vierecken, 
bei welchen ein Pam· gegenübet· 
stehende Seiten in irgend zwei 
festen Tangenten desselben sich 
befinden, liegt der Durchschnitts
punkt der Ge1·aden, welche durch 
die gegenüber stehenden Ecken 
gehen (Diagonalen), in einer und 
derselben bestiminten Geraden, 
die nämlich durch die Berüh
rungspunkte Jener zwei festen 
Tangenten geht.« 

1. »Bei allen einem Ke,qel
schnitte eingeschriebenen Vi'er
ecken, bei welchen das eine Paar 
gegenübe1· stehende Ecken in ir
gend zwei festen Punkten dessel
ben sich b~finden, geht die Ge
rade , welche die Durchschnitts
punkte der gegenüber stehenden 
Seiten verbindet, durch einen und 
denselben bestimmten Punkt, der 
nlirnlich in den zu Jenen festen 
Punkten gehörigen Tangenten 
liegt (ihr DU?·chschnittspunkt ist).cc 

Diese allgemein bekannten Sätze werden kürzer, wie folgt, 
ausgesprochen: 

2. » Bei Jedem, einem Kegel
schnitte umschriebenen „ Vierecke 
gehen die beiden Diagonalen itnd 
die Gerade, welche die Berüh
rungspunkte zweier gegenübe1· 
stehender Sei·ten verbindet, durch 
einen und denselben Punkt.« 

2. » Bei Jedem, einem Kegel
schnitte einge:;chriebenen Vierecke 
liegen die Durchschnittspunkte der 
gpgenitber stehenden Se·iten und 
de1· Durchschni'tt der Tangenten 
in zwei gegenüber stehenden Ecken, 
in einer Geraden. cc 

Oder für das vollständige Vierseit, welches durch irgend 
vier Tangenten eines Keg·elschnitts gebildet wird, und für 
das vollständige Viereck, welches durch irgend [154] vier 
Punkte eines Kegelschnitts bestimmt wird, da jedes drei ein
fache Vierecke ( oder Vierseite) enthält (§ 19 ), folgen daraus 
unmittelbar nachstehende Eigenschaften: 

3. ))Werden irgend vier Tangenten eines Kegel
schnitts als ein vollständiges Viersei t und ihre vier 
Berührungspunkte als ein vollständiges Viereck an-
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gesehen, sind etwa A, A ,1 , A 2 , A 3 (Fig. 39) die vier 

Tangenten und a, a11 a2 , a3 die vier Berührungspunkte, 

so findet zwischen denselben folgende Beziehung 

statt: 

Die drei D ·iagonalen o g, c T, b e 
des vollstiindigen Vie1·seits fallen 
mi·t den drei Geraden r t), J 3, ~ 3, 
welche die D2wchschnitte J, ~, 3 
cle1· gegenüber stehenden Seiten 
des vollstiincligen Vierecks ve1·
binden, zusammen. << 

Die drei Durchschnitte I f, ~, 3 
der gegenübe1· stehenden Seiten 
des vollstiindigen Vie1·ecks fallen 
mit den drei Du1·chschnitten J, 
~' 3 de1· Diagonalen des vollstiin
digen Vierseits zusammen.« 

Zufolge dieses Satzes kann mau also, wie man sieht, sehr 

leicht mittelst des Lineals: 

4. » Wenn irgend vier Tangen
ten -:4-, Ai, A 2, A 3 eines Kegel
schnitts und der Berührungspunkt 
einer derselben, etwa a, gegeben 
s·ind, die Berithrimgspunkte au 
a2 , a3 der drei übrigen Tangenten 
finden.« Denn durch die vier 
Tangenten sind die Punkte ~, 
t), 3 gegeben, durch diese und 
durch a werden die Strahlen d, 
c, b bestimmt, welche durch die 
gesuchten Punkte a3, a2, a1 gehen. 

4. » Wenn irgend vier Punkte 
a, a1, a2, a3 ei·nes I(egelschnitts 
und die Tangente in einem der
selben, etwa A, gegeben sind, die 
Tangenten A 1, A 2 , A 3 in den drei 
übr·igen Punkten finden.<< Denn 
durch die vier Punkte sind die 
Geraden P), H, ~J bestimmt, 
durch diese und durch A sind 

, die Punkte b, c, b gegeben, wel
che in den gesuchten Tangen
ten A 3 , A 2, A1 liegen . 

IV. Die Sätze in (II. und III.), nebst vielen anderen 

Sätzen, kann man , wie es einige französische Mathematiker 

[155] gethan haben, dadurch aus den Sätzen in (L) ableiten, 

dass man von den jedesmaligen sechs Elementen des Kegel

schnitts allmählich ein oder zwei Paar, u. s. w., sich vereini

gen lässt. Auf diese Weise folgen z. B., wenn man in (I, § 3) 

die beiden Dreiecke (sowohl links als rechts) sich allmählich 

so verändern lässt, dass die Seiten des einen zuletzt den Ke

gelschnitt berühren, wobei dann nothwendiger Weise die 

Ecken des anderen in die Berührungspunkte der Seiten des 

ersteren zu liegen kommen, unmittelbar nachstehende bekannte 

Sätze: 

1 . . » Bei jedeni einem Kegel
schnitte umsch1·iebenen Dreieck 
t1•.ejfen di·e drei Gemclen, welche 
die Ecken mit den Berühntngs
pury,leten der gegenitbe'r stehenden 
Seiten verbinden, in irgend e1:nem 
Punkte zusammen.« · 

1. »Bei jedem einem, Kegel
schnitte eingeschriebenen D1·eiecke 
liegen die drei Punkte, in wel
chen die Seiten von den Tangen
ten i·n den gegenitbe1· stehenden 
Ecken geschnitten werden, in ir
gend einer Geraden.« 
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Und umgekehrt: 
2. >i Zieht man aus den Ecken 

eines Dreiecks durch irgend einen 
Punkt drei Gerade, so begegnen 
diese den gegenüber stehenden 
Sei'ten in drei solchen Pitnkten, 
in welchen sie von irgend einem 
bestimmten Kegelschnitte berührt 
werden.« 

2. >> Schneidet man die Seiten 
•eines Dreiecks durch irgend eine 
Gerade, so sind die drei Gera
den, welche die Durchschni'tte rnit 
den gegenübe1· stehenden Ecken 
verbinden, Tangenten irgend eines 
bestimmten, dem Dreiecke um
schriebenen Kegelschnitts.« 

Man sieht, wie man vermöge dieser Sätze sehr leicht: 
3. » Wenn irgend drei Tangen

ten eines Kegelschni'tts und die 
Berälirungspunkte zweier dersel
ben [156] gegeben sind, den Be
rührungspunkt de1· dritten finden 
kann.« 

3. ii Wenn irgend drei Punkte 
eines Kegelschnz·tts und die Tan
genten in zweien derselben gege
ben sind, [156] die Tangente · im 
dritten finden kann.cc 

Die vorstehenden Sätze sind vieler Folgerungen fähig, die 
aber gegenwärtig nicht ausgeführt werden dürfen; später soll 
ein Theil davon entwickelt werden. Eine grosse Reihe von 
Sätzen, mit denen sie in Beziehung stehen, habe ich im ersten 
und zweiten Hefte des XIX. Bandes der Annales de MatM
matiques bekannt gemacht. 

43. I. .Andere Beziehungen zwischen sechs gleichnamigen 
Elementen eines Kegelschnitts (§ 42, I.) gründen sich auf die 
Gleichheit der Doppelverhältnisse bei projectivischen Gebil
den, und lauten wie folgt (§ 10, a. und§ 38, III.): 

1. »Bei irgend sechs Tangenten 
eines Kegelschnitts werden Je 
zwei von den Jedesmal-igen vier 
übrigen so geschni·tten, dass die 
Doppelverhiiltnisse aus den Ab
schnitten gleich sind.« Oder 

»Irgend vier feste Tangenten 
eines Kegelschnitts schneiden alle 
übrigen Tangenten desselben nach 
einem und demselben Doppelver
hältnisse.« 

1. )) Bei irgend seehs Punkten 
eines Kegelschnitts bestimmen Je 
zwei mit den vier übrigen solche 
Strahlen, dass die Doppelverhlilt
ni·sse de1· Sinusse der dazwischen 
liegenden Winkel gleich sind. cc 
Oder 

»l1·gend vie1· .feste Punkte ei'nes 
Kegelschnitts bestimmen mit Je
dem andern Punkte desselben v·ier 
Strahlen, denen eüi und dasselbe 
Doppelverhültniss zukommt.c, 

Und umgekehrt: 
2. »Alle mögZ.i'chen Geraden, 

welche von irgend vier festen Ge
raden nach einem und demselben 
Doppelverhitltni'sse geschnitten 

2. »Alle möglichen Punkte, wel
che mit irgend v-ier festen Pimk
t en vi·er solche Sfrahlen bestim
men , denen ein gegebenes Dop-
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werden, sind, sammt den vier 
festen Geraden, Tangenten [157] 
irgend eines best·irnmten Kegel
schnitts. cc 

pelverhültniss zukommt, liegen in 
irgend einem, durch [157] die vier 
festen Punkte gehenden Kegel
schnitt. c< 

Die Sätze links sind, unter anderer Form abgefasst, be
kannt. 

Die vielen Folgerungen, die sich aus den vorstehenden 
Sätzen ziehen lassen, müssen hier übergangen werden; nur 
der nachstehende besondere Fall soll gegenwärtig in Betracht 
gezogen werden. 

II. Wenn bei den vorigen Sätzen die erwähnten Doppel
verhältnisse den besonderen W erth = 1 haben, so dass also 
die jedesmaligen betreffenden vier Elemente harmonisch sind 
(§ 12, II.), so lauten die Sätze insbesondere wie folgt: 
_ 1. »Schneiden vier Tangenten 

eines Kegelschnitts irgend eine 
Jqnjte hannonisch, so schneiden 
sie auch Jede andere Tangente 
desselben ebenso.« 

1. » Bestimmen vie1· Punkte 
e·ines Kegelschnitts mit irgend 
einem fünften harmonische Strah
len, so thun sie mit Jedem anderen 
Punkte desselben ein Gleiches.« 

Und umgekehrt: 
. 2. >> A ~le Geraden, welche von 
irgend vier festen Geraden har
monisch geschnitten werden, be
rühr~n einen best·immten Kegel
schnitt , welcher auch von Jenen 
esten Geraden berührt wird.« 

, 2. »Alle Punkte, welche mit 
irgend vier festen Punkten vier 
harmonische Strahlen bestimmen, 
liegen in einem bestimmten Ke
gelschnitt, der durch Jene festen 
Punkte geht.<< 

Die vier festen Tangenten sollen in Bezug auf den be
treffenden Kegelschnitt »vier harmonische Tangenten«, 
und umgekehrt soll der Kegelschnitt in Bezug auf das durch 
jene gebildete Vierseit »der eingeschriebene harmoni
sche Kegelschnitt« genannt werden. Eben so sollen an-, 
d_ererseits die vier festen Punkte in Bezug auf den zugehö
ngen Kegelschnitt »vier harmonische Punkte«, und um
gekehrt [158] der Kegelschnitt in Bezug auf das durch die 
Punkte bestimmte Viereck »der umschriebene harmo n i
sche Kegelschnitt« heissen. Um diese Eigenschaften voll
s~ändig aufzuklären, müssen hier noch folgende Betrachtungen 
hmzugefügt werden. 

Sind A, A 1 , A 2 , A
3 

(Fig. 40) irgend vier harmonische 
Tangenten eines Kegelschnitts und ist A

4 
eine beliebige fünfte 

Tangente desselben, so sind also die vier Punkte 'fj, i, f, f, 
m welchen sie von jenen geschnitten wird, harmonisch. Nun 

.,,,· 
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sind z. B. A und A 4 in Ansehung der Punkte, in welchen 

sie von den übrigen Tangenten geschnitten werden, projec

tivisch, und zwar entspricht dem Punkte ~ in A 4 der Be

rührungspunkt a in A (§ 38, III.), so dass also den vier 

Punkten 9, i, f, f in A 4 die vier Punkte a, o, c, b in A ent

sprechen; folglich sind auch die vier letzteren Punkte har

monisch. Gleiches folgt für die übrigen Tangenten A 11 A 2, 

A 3 • Wenn aber sowohl c, '6, o, b als c, e, a2 , g harmonisch 

sind, so müssen die drei Geraden o e, a a2 , b g einander in 

einem und demselben Punkte f treffen ( § 12 und § 14 ). Aus 

gleichen Gründen liegen die Berührungspunkte a1 , o3 der sich 

zugeordneten harmonischen Tangenten A 11 A 3 mit dem Durch

schnitte c der beiden . übrigen A, A 2 in einer Geraden c Ct ,1 o3• 

Sind andererseits B 7 B ,1 B 2 , B 3 (Fig. 41) irgend vier har

monische Punkte in einem Kegelschnitte, und ist B 4 ein be

liebiger fünfter Punkt desselben, so sind also die vier Strahlen 

h., i, k, l harmonisch, und da die Strahlbüschel B 4 und B in 

Ansehung der Strahlen li, i, k, l und a, b, c, d, wo nämlich 

a die Tangente im Mittelpunkte B ist, projectivisch sind 

(§ 38, III. ), so sind folglich auch die vier Strahlen a, b, c, d 
harmonisch. Gleiches findet für die drei übrigen Punkte [159] 
BP B 2 , B 3 statt. Wenn aber sowofil c, b, a, d als c, e, a2 , g 
harmonisch sind, so müssen die drei Punkte B O c, B 3 in 

einer Geraden liegen (§ 12 und 14). Aus ähnlichen Gründen 

müssen die Tangenten a0 a3 in den zwei sich zugeordneten 

harmonischen Punkten B1 B 3 mit der durch die zwei übrigen 

(zugeordneten) Punkte B, B2 bestimmten Geraden c in einem 

Punkte f zusammentreffen. 

Aus dieser Betrachtung fliesst Folg·endes: 

3. ,, Irgend vier harmonische 
Tangenten eines Kegelsclinitts ha
ben solche Beziehung zu einander, 
dass a) der Berührungspunkt eine1· 
Jeden zu den drei Punkten, in 
welchen sie von den drei üb1·igen 
geschnitten wird, der vierte har
monische Punkt ist, und zwar 
demjenigen zugeordnet, in welchem 
die Jedesmalige Tangente von der 
ilw zugeordneten geschnitten w-ird; 
und dass ß) die Benührun,c;spunkte 
Je zweier zugeordneten Tangen
ten und de1· Du1·chschnitt der zwei 
üb1·igen Tangenten in eine1· Ge-

3. »Irgend vier harmonisclie 
Punkte eines Kegelschnitts haben 
solche Beziehung zu e·inander, dass 
a) die Tangente in Jedem w den 
drei Strahlen, welche er mit clen 
drei .übrigen bestimmt, der vierte 
harmonische Strahl ist, und zwar 
clemJenigen zugeordnet, welcher 
durch den, clem Jedesmaligen 
Punkte z·ugeorclneten Punkt geht; 
und dass ß) die Tan_qenten in Je 
zweien zugeordneten Punkten und 
die Gerade, welche die zwei übri
gen Punkte verbindet, durch einen 
Punkt gehen.« Und umgekehrt: 
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raden liegen.<t Und umgekehrt: 
y) ))E1jüllen vier Tangenten eines 
Kegelschnitts eine der zwei Be
dingungen (1x), (ß), so sind sie har
monisch.et Daher folgt weiter (r 
rechts): ö) »dass vier harmonische 
Tangenten eines Kegelschnitts die
sen in vier harnion.ischen Punkten 
berühren.« 

y ) »Erfüllen vie1· Punkte eines Ke
gelschnitts eine der zwei Bedin
gungen (a), lß), so sind sie har
monisch.et Daher folgt weiter 
(r links): d') ))dass vier Tangenten 
eines Kegelschnitts, die ihn in 
vie1· harmonischen Punkten berüh
ren, ebenfalls harrnonisch sind.« 

[160] Mittelst dieser Eigenschaften lassen sich nach
stehende Aufgaben sehr leicht lösen. 

4. i, Die einem, gegebenen Vier
seit eingeschriebenen drei harmo
nischen Kegelschnitte zu finden, 
d. h., die Punkte anzugeben, in 
welchen sie die gegebenen Gera
den berühren.« 

4. »Die einem gegebenen V-im·
eck umschriebenen drei harmoni
schen Kegelschnitte zu finden, d. 
li., die Tangenten anzi&geben, von 
welchen sie in den gegebenen 
Punkten berührt werden.« 

Da nämlich die Seiten des gegebenen Vierseits, etwa A, 
A 1, A 2, A 3 (Fig. 42) , auf drei verschiedene Arten einander 
zugeordnet werden können (§ 4), nämlich entweder a) A und 
A 11 A 2 und A 3 , oder b) A und A 2 , .A-1 und A 3 , oder c) 
A und A 3, A 1 und A 2 , so g~ebt es auch drei eingeschrie
bene harmonische Kegelschnitte, deren Berührungspunkte un
mittelbar wie folgt gefunden werden. Sind ~, t), 3 die Durbh
schnitte der drei Diagonalen des Vierseits, so müssen, im 
Falle (a), die Berührungspunkte i, 11 einerseits mit g (3, ß), 
und andererseits mit 3 (§ 42, III.) in einer Geraden liegen, 
folglich müssen sie in der Geraden g 3 liegen. Ebenso sind 
die zwei übrigen Berührungspunkte i2 , 13 durch die Gerade 
r, l5 gegeben. Aus gleichen Gründen sind im Falle (b) die 
beiden Paar Berührungspunkte et und a2 , a 1 und a3 mittelst 

der Geraden f t), c ~ gegeben; und ebenso werden im Falle 
(c) die gesuchten zwei Paar Berübrung·spunkte q und 93 , f) 1 

und 172 bloss durch Ziehen der Geraden er, b f gefunden, -
Andererseits, d. h., bei der Aufgabe rechts, werden die ge
suchten Tangenten durch ein entsprechendes Verfahren ge
funden, was Jeder leicht wird ausführen können 8). 

, 5. » Zu ir_gencl dre1: gegebenen 
1 .angenten eines Kegelschnitts die 
vierte hannonische zu finden.« 

5. » Zu irgend drei gegebenen 
Punkten eines Kegelschnitts den 
vierten harmonischen zu finden.« 

[161] Es darf kaum erinnert werden, dass die Auflösung 
dieser Anfgaben unmittelbar aus (3, ß) folgt. Jeder Aufgabe 
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kommen, vermöge der verschiedenen Zuordnungen, drei Auf
lösungen zu. 

So wie zu zwei festen Punkten 1), f in einer Geraden A 4 

(Fig·. 40) unzählige Paare von zugeordneten harmonischen 
Punkten i, [ möglich sind (§ 8, III. ) , ebenso sind also auch 
zu irgend zwei festen 'l1angenten A, A 2 eines Kegelschnitts 
unzählige Paare von zugeordneten harmonischen Tangenten 
A.., A 3 möglich, und es muss, zufolge (3, ß) der Durchschnitt 
f eines jeden der letzteren Paare in der Geraden a a2 liegen, 
welche durch die Berührungspunkte jenes festen Tangenten
paares geht, und die verschiedenen Paare Berührungspunkte 
derselben müssen in Geraden a1 a3, ••••• Hegen, welche sämmt
lich durch den Durchschnitt c der festen Tangenten gehen. 
Andererseits_ folgt Entsprechendes. Daher folgen weiter nach
stehende Sätze: 

6. »In Bezug aitj irgenrl zwei 
Tan_qenten A, A 2 eines Kegel
schnitts gi"ebt es unzcililige zuge
ordnete harmonische Tangenten
paare, niimlich .fede zwei Tangen
ten (At, AJ, deren Du1·chschnitt 
( f) in derjenigen Geraden a a2 
liegt, welche durch die Berüh
rungspunkte Jener zwei geht, sind 
ein solches Paar.« 

6. »In Bezug aitj irgend zwei 
Punkte B, B 2 eines Kegelschnitts 
giebt es unziihlige zugeordnete 
harmonische Punktenpaare, niim
lich Jede zwei Punkte (B1, B 3), 

die in einer Geraden (j) liegen, 
welche ditrch den Durchschnitt 
der Tangenten in Jenen Punkten 
geht, sind ein solches Paar.« 

Diese Sätze gestatten verschiedene Umkehrungen, wovon 
einige, als Theile umfassenderer Sätze, im nächsten Para
graph folgen*). 

[J 62] Harmonische Pole und Gerade in :Bezug auf einen Kegelschnitt. 

44. Aus vorhergehenden Sätzen folgt leicht eine merk
würdige Eigenschaft der Kegelschnitte, die für mancherlei 
Untersuchungen sehr fruchtbar und in neuerer Zeit, seit 
Jl1.onge sie in Anregung gebracht, mit gutem Erfolge benutzt 
worden ist. Das Wesentlichste davon soll hier kurz ange
deutet werden. 

*) Auch enthalten sie besondere Fälle, die später, bei Unter
suchung der conjugfrten Durchmesser der Kegelschnitte, in Be
tracht kommen, nämlich man wird finden: dass die Scheitel irgend 
zweier conjugirten Dmchmesser eines Kegelschnitts vier harmoni
sche Punkte, und die ihnen zugehörigen Tangenten vier harmonische 
Tangenten desselben sind. 
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Es seien A, Ai, A 2 , A 3 
(Fjg, 43) irgend vier Tangenten 

eines Kegelschnitts und a, Ct 0 a2 , a3 ihre Berührungspunkte, 
so kommen dem Vierseit A A 1 A 2 A 3 und dem Viereck 
a a-1 a2 o3 , ausser den ·in (§ 42, III, 3) angegebenen Beziehun
gen, auch noch die in (§ 20, I. ) ausgesprochenen Eigenschaf
ten zu, wonach unter anderen z. B. die vier Strahlen 3 o, 3 t), 
~ o3, 3 ~ harmonisch sind. Diese Strahlen werden also jede 
Gerade harmonisch schneiden (§ 8, II.), so dass sowohl die 
vier Punkte o, r, o3, ~, als o, 9, 02 , u, als a0 ~' o3, b, als a0 

f3, 02, ~ harmonisch sind. Vermöge dieser Punkte sind ferner 
sowohl die vier Strahlen f a1 , f ~' f a3 , f l'), als e a1 , e 13, e a2 , e ~ 
harmonisch. Da zu den drei Punkten a, a2, u nur ein ein
ziger, dem u zugeordneter, vierter harmonischer Punkt ~ 

möglich ist, so muss also, wenn der Kegelschnitt nebst den 
Tangenten A, A 2 und der Geraden c u fest bleiben , die Be
rührungssehne a1 o3 der Tangenten A 1 , A 3 

stets durch den
selben festen .Punkt ~ gehen, wo man auch den Durchschnitt 
f der Tangenten auf der festen Geraden c u annehmen mag; 
aus ähnlichen Gründen muss, wenn der Kegelschnitt nebst 
den Tangenten A, A 3 und der Geraden b r fest [163] bleiben, 
die Gerade a1 02 , welche die Berührungspunkte der Tangenten 
A 0 A 2 verbindet, immerhin durch den festen Punkt ~ gehen, 
wo man auch den Durchschnitt e dieser Tangenten längs der 
festen Geraden br hinrücken mag. Wird noch bemerkt, dass 
zufolge (§ 43, II, 3, (:J) die Gerade b e durch die Berührungs
·punkte {), q der sich in ~ schneidenden Tangenten ~ ~' ~ q 
geht (dies würde auch folgen, wenn man die drei Punkte 
e, a0 a2 allmählich mit ~ oder q zusammenfallen liesse) , so 
folgen zusammengenommen nachstehende Sätze: 

I. n Dreht sich eine Gerade 
(a1 a3! oder a1 a2), die einen Kegel
s?hni_tt sc~neidet, imi irgend einen 
(in ihr liegenden) festen Punkt 
(~ oder il: a) so ist der Ort des
Jeni,c;en Punkts ('ö oder ~), welcher 
zu den zwei Du1·chschnittspunkten 
(0 1, aa, oder ai, a2) und dem festen 
Punkte der vi·erte, und zwar dem 
letzte1·en zugeordnete hm·monische 
Punkt ist, eine bestimmte Gerade 
(y oder x); und ß) -in dieser Ge-
1·aden bew_egt sich zu,qleich der 
Din:chschnitt (T oder e) derJeni,qen 
zwei Tangenten (A1 , A 3

, oder 

I. » Bewegt sich ein Pu-nkt (T 
oder e) in eine1· .festen Geraden 
(y oder x) in der Ebene eines Ke
gelschnitts: a) so geht diejenige 
Gerade (v oder s), welche zu den 
zwei durch den Punkt gehenden 
Tangenten (Ai, A 3, oder A 1, A 2) 

und der festen Ge1·aden d-ie vierte, 
der letzte1·en zugeordnete, harmo
nische Gerade (Strahl) ist, durch 
einen bestinimten Punkt (t>, oder 
~); und ß) um di'esen Punkt dreht 
sich zugleich diejenige Gerade 
(a1 a3, oder a1 a2), welche du1·ch die 
Berithrungspunkte ( a1 a3 , oder 
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Ai, A 2 ) 1 durch deren Berührungs
punkte Jene bewegliche schnei
dende Gerade geht.« 

a1 a2) der Jedesmaligen zwei· Tan
genten geht. cc 

Vermöge dieser merkwürdigen gegenseitigen Beziehung 
des Punkts ~ oder ~ und der Geraden y oder x im Verbält
niss zum Kegelschnitt (a) soll in der Folge die Gerade >>die 
harmonische des Punkts<c, und der Punkt ))der harmo
nische Pol der Geraden<e [164] in Bezug auf den Kegel
schnitt heissen *). Man sieht, dass, je nachdem der Punkt 
innerhalb, wie t), oder ausserhalb, wie ~, des Kegel
schnitts liegt, seine Harmonische dem Kegelschnitt gar nicht 
begegnet, wie y, oder ihn schneidet, wie x, und zwar 
ihn in den Berührungspunkten µ, q der durch den Punkt ~ 
gehenden , Tangenten schneidet, wie bereits oben bemerkt 
worden; so dass also ))der Durchschnitt irgend zweier 
Tangenten eines Kegelschnitts der harmonische Pol 
der durch die Berührungspunkte gehenden Gera
den ist«; dass also z. B. e die Harmonische des Punkts e, 
f die Harmonische des Punkts f, c die Harmonische des 
Punkts c, u. s. w., ist. Demnach geht die Harmonische jedes 
Punkts (f, c, ~, ..... ) der Geraden Y durch den harmonischen 
Pol der letzteren. Gleiches findet auch bei der Geraden X 
statt, nämlich nicht nur die Harmonischen der ausserhalb des 
Kegelschnitts liegenden Punkte e, t, ..... , sondern auch die 
der innerhalb liegenden, wie etwa 13, gehen durch den Pol ~, · 
denn da die vier Punkte a.1 , f3, et2 , ~ harmonisch sind , so 
liegt ~ in der Harmonischen s des Punkts 13. Daher folgt 
(was zum Theil, mit anderen Worten ausgesprochen, im vor-
stehenden Satze (I, ß) enthalten ist): ✓ 

II. » Die harmonischen Pole 
aller Ge1·aden, die durch irgend 
einen Punkt (~ oder tl gehen , in 
Bezug auf einen Kegelschni"tt, 
liegen in einer bestimmten Ge1·a
rlen (y oder x), nlimlich in der 
Harmonischen Jenes Punkts.« 

II. )) Die Hai·monischen aller 
Punkte, die in irgend eine1· Ge
raden (y oder x) liegen, in Bezug 
auf einen I(egelschni'tt, gehen 
du1·ch einen bestimmten Punkt 
(~ oder t), niimlich durch den har
monischen Pol Jener Geraden.« 

[165] Oder kürzer: 

,, Geht eine Gerade durch ir
gend einen Punkt, so geht die 

,, Liegt ein Punkt in irgend 
eine1· Geraden, so liegt de1· Pol 

*) Die französischen Mathematiker nennen sie gewöhnlich 
schlechthin Polai"re und Pol. 
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Ha1·moni'sche des letzteren durch 
ihren harmoni·schen Pol. (( . 

der letzte1·en in seine1· Harmo
nischen.« 

Man wird bemerken, dass Beides im Grunde nur ein und 
derselbe Satz ist. In der Folge sollen irgend zwei solche 
Gerade, von denen jede durch den harmonischen Pol der an-
dern geht, »zwei zugeordnete harmonische Gerade«, ,,,,., 

oder schlechthin »zwei zugeordnete Harmonische«, und 
ähnlicher Weise sollen ihre Pole »zwei zugeordnete har
monische Po 1 e « heissen. Es sind also sowohl y und x, 
als x und z, als z und y, u. s. w., zwei zugeordnete Harmo
nische, und sowohl ~ und t), ~ und 3, ~ und 3, u. s. w., zwei 
zugeordnete harmonische Pole. Ferner sollen je drei Gerade, 
von denen jede durch die harmonischen Pole der zwei übri-
gen gebt, wie z.B. x, y, z, oder x, e, s, »drei zugeord-
nete Harmonische«, und ebenso je drei Punkte, von denen 
jeder der Dnrchschnitt der Harmonischen der zwei übrigen 

ist, wie z.B. ~, t), 3, oder~, e, 13, »drei zugeordnete har
monische Po 1 e « genannt werden. Die Durchschnitte drei er 
zugeordneten Harmonischen sind, wie man sieht, zugleich drei 
zugeordnete harmonische Pole, und auch umgekehrt. 

Da die drei Geraden. x, y, z, so wie die drei Punkte 

~, ~' 3, sowohl dnrch das vollständige Vierseit A A-1 A 2 A 3 , 

als durch das vollständige Viereck a a 1 a2 a3 bestimmt werden, 
so folgen unmittelbar nachstehende Sätze: 

III. »Alle einem vollständigen III. »Alle einem (vollständigen) 
Vie1·seit A A 1 A 2 A 3 ein,c;eschrie- Viereck a a1 a2 a3 umschriebenen 
benen [166] Kegelschnitte haben [166] Kegelschnitte haben gemein-
gemeinschaftlich drei zugeo1·dnete schajtlich drei zugeordnete har-
Harmonische und drei zugeord- moni·sche Pole und d1·ei zugeord-
nete harmonische Pole nämlich nete Harmonische, niimlich di·e 
di~ cb·~i Diagonalen x: y, z des drei Du1·chschnitte dm· gegenüber 
Vie1·seits und ihre Du1·chschnitte stehenden Seiten imd die durch 
~, ~, 3.« sie bestimmten Geraden.« 

Nach dem festgestellten Plane darf diese fruchtbare Be
trachtung gegenwärtig nicht weiter entwickelt werden; nur 
folgende Aufgaben, die mittelst des Lineals sehr leicht zu 
lösen sind, mögen hier noch Platz finden: 

_ IV. »Die Ha1·monisclie frgend IV. »Den harmonischen Pol 
eines g_egebenen Punkts, in Bezug einer gegebenen Geraden, in Be-
auf einen gegebenen Kegelschnitt zug auf einen gegebenen Kegel-
zu finden.« schnitt zu finden.« 

. Es sei etwa f oder l) der gegebene Punkt (links). Man 
ziehe durch denselben irgend zwei den Keg·elschnitt sohneidende 
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Geraden d, e, oder c, f, verbinde die jedesmaligen vier Durch
schnitte a, a1 , a2 , a3 paarweise durch zwei Paar Geraden b 

· und g, c und f, oder b und g, d und e, so liegen die Durch
schnitte 3, t), oder 3, ~ dieser Geradenpaare, zufolge der oben 
angegebenen Beziehungen, in der gesuchten Harmonischen 
x oder y, welche also gefunden ist. Auf diese Weise suche 
man, um die Aufgabe rechts zu lösen, zu irgend zwei Punk
ten der gegebenen Geraden die Harmonischen, so ist der 
Durchschnitt der letzteren der verlangte Pol (II). 

V. ,>An einen (gezeichnet vorliegenden) Kegelschnitt, 
mittelst des Lineals, Tangenten zu ziehen, die 
durch einen, ausserhalb desselben liegenden, ge
gebenen Punkt f gehen.« 

[167] Man suche nach (IV) links, die Harmonische x des 
gegebenen Punkts ~, und verbinde die Punkte ~, q, in welchen 
sie dem Kegelschnitte begegnet, mit dem gegebenen Punkte 
dnrch Gerade, so sind diese die verlangten Tangenten (zu
folge der oben stehenden Betrachtung). 

45. Die vorhin (§ 44) entwickelten Sätze über harmoni
sche Geraden und Pole sind die Fundamentalsätze von einer 
sehr fruchtbaren geometrischen Untersuchung, die in der 
neuesten Zeit von französischen Mathematikern mit grossem 
Erfolge angewandt und ausgebildet worden. Ich muss mir 
vorbehalten, später auf diesen Gegenstand zurückzukommen 
(im vierten Abschnitte), wo alsdann nicht allein grosse Reihen 
von Sätzen und merkwürdigen Eigenschaften entwickelt , r
den, sondern auch das eigentliche Wesen des Gegenstandes 
gri1ndlicher und umfassender enthüllt werden wird. Denn in 
der That wird sich zeigen, dass weder das Vorstehende- (was 
hier nur beiläufig entwickelt wurde), noch die Art und Weise, 
wie der Gegenstand bisher von Anderen behan~elt worden, 
über die innere Natur und die eigentliche Bedeutung diese!' 
Eigenschaften gehörige Auskunft giebt, sondern dass vielmehr 
dieser Gegenstand, wie er bisher aufgefasst und erkannt wor
den, nur ein Theil eines umfassenderen Ganzen ist, wovon 
der andere Theil, der mit jenem in sehr naher Beziehung 
steht, unter anderer Gestalt längst allgemein bekannt war, 
und dass endlich die gemeinschaftliche Urquelle beider Theile 
aus einer eigenthümlichen Verbindung projectivi
scher Gebilde entspringt*). 

*J Dadurch wird unter anderen auch die merkwürdige Eigen
schaft von sechs Punkten in einer Geraden, die von Desargues 
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[168] Um hier nur an einem Beispiele die fruchtbare An
wendung der im Vorhetgehenden aufgestellten Eigenschaften 
der harmonischen Geraden und Pole zu zeigen, soll ein von 
Brianclion gefundener merkwürdiger Satz über Kegelschnitte*) 
durch dieselben bewiesen werden. Der Satz wird durch fol-
gende Aufgabe herbeigeführt. ✓ 

» Wenn in einer Ebene sich ir- »Wenn i,n e'iner Ebene sich ir-
gend zwei Kegelschn:itte K, K 1 gend zwei Kegelschnitte K, K 1 
befinden, welchem Gesetz si1id befinden, welchem Gesetz sind 
dann die den Tangenten des einen dann die den Pu-nkten des einen 
K1 , in Beziehung auf den ande- K 1 , in Beziehung auf den ande-
ren K, entsprechenden harmoni- ren K, entsprechenden Harmoni-
schen Pole unterworjen? « **) sehen unterworfen?«**) 

Es seien a, b, c, d, e, f irgend sechs Tangenten des Ke
gelschnitts K, u_nd a, o, c, b, e, f die ihnen entsprechenden 
harmonischen Pole. Das Sechsseit a bcdef bat die Eigen
schaft, dass die drei Diagonalen, welche die gegenüberstehen ... 
den Ecken verbinden, einander (169] in irgend einem Pnnkte 
treffen (§ 42, I, 1), daher müssen die drei Durchschnitte der 
gegenüberstehenden Seiten des Sechsecks ab c b e f in einer Ge
raden liegen, weil sie die harmonischen Pole jener Diagonalen 
sind (§ 44, II); folglich muss das Sechseck abcdef irgend 
einem Kegelschnitte K 2 eingescbtieben sein (§ 42, I, 2); und 
da dieser Kegelschnitt durch irgend fünf Punkte, etwa durch 
a, o, c, b, e bestimmt ist : (§ 41, I) , so ist er folglich der Ort 
der harmonischen Pole der Tangenten des Kegelschnitts I~ 1 

weil jede beliebige andere Tangente statt jener sechsten .f 
genommen werden kann. Lässt man die bewegliche Tangente 
f allmählich mit einer der festen, etwa mit a, zusammenfal-

»Involution« genannt wurde, und mit der sich nach ihm verschie
dene Mathematiker beschäftigt haben, auf eine sehr einfache und 
befriedigende Weise aufgeklärt werden. 

*) X. Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique. 
**) Wenn in der Ebene eines Kegelschnitts mehrere Gerade 

od_e~ Punkte angenommen werden, die in Ansehung ihrer gegen
seitigen Lage irgend einem bestimmten Gesetze unterworfen sind, 
so kann gefragt werden, welchem Gesetze die ihnen, in Bezug a.uf 
den Kegelschnitt, entsprechenden harmonischen Pole oder Geraden 
untel'worfen seien. Und eine ähnliche Frage kann aufgeworfen 
werden, in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades im Raume. Die 
a?-s diesen Fragen entspringende Untersuchung haben die franzö
sischen Mathematiker » TM01·ie des polaires recip1·oques« genannt. 
J?as allgemeine Gesetz, welches dieser Untersuchung zu Grunde 
heg_t, hat auch Moebius (Barycentr'ische Calcül, § 287) auf sehr ge• 
schickte Weise bewiesen. 

Ostwald 's Klassiker. 83, 3 
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len, so wird sich der Durchschnitt beider Tangenten mit dem 
Berührungspunkte a1 der festen Tangente a vereinigen, und 
dann müssen auch ihre Pole f, a sich vereinigen , und also 
die Sekante a f des Kegelschnitts K 2 in die Tangente a1 im 
Punkte a übergeben, und zwar muss diese Tangente a1 die 
Harmonische jenes Berührungspunkts et,1 sein. Also folgen 
nachstehende Sätze: 

))Wenn jn einer Ebene sich irgend zwei Kegel
schnitte K, I'½ befinden, so . liegen die den Tangen
ten a, b, c, ..... des zweiten K 0 jn Beziehung auf den 
ersten K, entsprechenden harmonischen Pole a, b, c, 
..... in irgend einem bestimmten dritten Kegelschnitt 
I{2 , und es berühren die den Punkten a.1 , f\, c11 ..... 

des zweiten K1 entsprechenden Harmonischen a0 b0 
cu ..... einen und den~elben dritten Kegelschnitt K 2 , 

und zwar solcher Gestalt, dass jeder Tangente a 
und ihrem Berührungspunkte a1 des zweiten Kegel
schnitts ~, ein bes..timmter [170] Punkt a und des
sen zugehörige Tangente a1 im dritten Kegelschnitt 
I{2 entspricht.<< 

Wofern der zweite Kegelschnitt K 1 nicht (oder wenigstens 
nicht ganz) von dem ersten K eingeschlossen wird, folgt aus 
diesem Satze, vermöge (§ 44) unmittelbar der anfangs er
wähnte Satz des Brianchon, nämlich: 

»Bewegen sich zwei veränderliche Tangenten 
eines Kegelschnitts K, so: 
dass die Gerade durch ihre Be
rührungspunkte stets irgend einen 
zioeiten Kegelschnitt K1 berührt, 
so ditrch läuft ih1· Durchschnitt 
irgend einen dritten Kegelschnitt 
K2«*). 

dass ihr Du1·chschnitt irgend einen 
zweiten Kegelschnitt K 1 diwch-

-liiu f t, so berührt die 0-erade 
diwch ihre Berührungspunkte stets 
irgend einen dritten Kegelschnitt 
K2«*). 

Zusammengesetztere Sätze und Porismen. 

46. Durch Zusammenstellung oder Verbindung projectivi
scher Gebilde (Gerade und ebene Strahlbüschel) gelangt man, 
mit Berücksichtigung ihrer Erzeugung der Kegelschnitte 

*) Mittelst dieser Sätze kann von folgenden zwei Aufgaben: 
·>) Die gemeinschaftlichen Tan- >> Die gemeinschaftlichen Punkte 

genten zwei'e1· gegebenen Kegel- zweier gegebenen Kegelschnitte zu 
schnitte zu finden« finden cc 

jede auf die andern zurückgeführt werden. 
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(§ 38, III, IV), zu zahlreichen merkwürdigen Sätzen und Po
risrnen, wovon, gemäss der obigen Feststellung (§ 39), bei
spielsweise hier einige entwickelt werden sollen. 

I. Sind in einer Ebene irgend zwei Gerade A, A 1 (Fig. 45) 
perspectivisch, und ist B 2 ihr Projectionspunkt, und sind sie 
ferner mit irgend zwei Strahlbüscheln B, B 1 perspectivisch, 
nämlich A mit B, und A 1 [171] mit B 1 , so sind diese 
Strahlbüschel B, B„ unter sich projectivisch (§ 11, III), und 
erzeugen folglich (§ 38, IV) einen Kegelschnitt, d. h., die 
Durchschnitte a2 , '6 2 , • • • • • ihrer entsprechenden Strahlen, also 
insbesondere auch der Durchschnitt e e1 der Geraden A, A 0 

weil in ihm zwei entsprechende Strahlen e, e,1 sich treffen, 
liegen in irgend einem Kegelschnitt, der fortan durch [B B 1] 

bezeichnet werden soll. - Sind andererseits B, B1 (Fig. 44) 
irgend zwei perspectivische Strablbüschel; ist A 2 ihr per
spectivischer Durchschnitt, und sind sie ferner mit irgend 
zwei Geraden A, A 1 perspectivisch, so sind diese unter sich 
projectivisch und erzeugen also irgend einen Kegelschnitt 
[ A A 1]. Hieraus gehen unmittelbar folgende bekannte Sätze 
hervor: 

>>Bewegen sich die Ecken a, 
<li, a2 eines veränderlichen Drei
ecks a a1 a., (Fig. 44) in drei be
liebigen festen Ge1·aden A,A1, A 2, 

und gehen zwei Sei"ten a, ai des
selben stets durch irgend zwei 
f~ste Punkte B, B 1 , so be1·ithrt 
die dritte Seite a2 beständi,c; ir
gend einen bestimmten Kegel
schnitt [ A Ai], der n iimlich auch 
die bei'den e1·steren Geraden A, A 1 
nebst der Geraden e1 du1·ch die 
festen Punkte B, B 1 zu Tangen
ten hat.« 

>> Drehen sich d1:e Seiten a, au 
a~ eines veriinderlichen Dreiecks 
a a1 a2 (Fig. 45) um drei beliebige 
feste Punkte B, B1' B 2, und be
wegen sich zwei Ecken a, a2 des
selben in irgend zwei festen Ge
raden A, A 1 , so diwchläuft die 
dritte Ecke a2 i?-,c;end einen be
stimmten Kegf'lschnitt [B B 1], in 
welchem nlimlich auch die beiden 
ersten Punkte B, B 1 , nebst dem 
Durchschnitte e e1 der festen Ge
raden A, A 1 liegen. cc 

Und umgekehrt: 

>1 Bewegt sich eine Seite a2 eines 
veriinde1·tichen Dreiecks a a1 a2 als 
Tan[tente eines festen Kegel
sc?initts. [A A1], und drehen sich 
c! ie zwei übrigen Seiten a, a1 um 
wgend zwei feste Punkte [172] 
B, B1 i·n eine1· Tangente desseZ
be1~, itnd bewegen . s-ith d'ie diesen 
Seiten gepenüberliegenden Ecken 
a, ai des D1·eiecks in irgend zwei 
anderen festen Tangenten A, Ai 

»Bewegt sich eine Ecke a2 eines 
veriinderlichen Dreiecks a a1 a2 in 
frr;end einem festen Kegelschnitte 
[BBi], wlihrend die zwei übrigen 
Ecken a, a1 i?-gend zwei feste Ge
raden A, A 1, [172) de1·en Dztrch
schnitt c e1 im' Kegelschnitt liegt, 
durchlaufen, und drehen sich die 
d'iesen Ecken gegenüberliegenden 
Seiten a, a1 um i·rgend zwei feste 
Punkte B, B 1 des Kegelschnitts, 

3* 
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des Kegelschnitts, so durchliiuft 
die d1·itte Ecke a2 irgend eine 
bestinimte Gerade A9, t( Ebenso 
kann jede der zwei Geraden 
A, A 1 , so wie jeder der zwei 
Punkte B, B 1 als Folge der je
desmaligen fünf übrigen Gebilde 
gesetzt werden. 

so geht die dritte Seite a2 stets 
ditrch einen bestimmten Punkt 
B 2 .« Eben so kann jeder der 
zwei Punkte B, B 17 so wie jede 
der zwei Geraden A, A1 als 
Folge der jedesmaligen fünf 
übrigen Gebilde gesetzt werden. 

II. Sind irgend vier Gebilde A, A 0 B, B 1 (Fig. 46) un
ter einander projectivisch, und zwar liegen sowohl A und B, 
als A1 und B 1 perspectivisch, dagegen sowohl A und A 0 
als B und B ,1 schief, so dass also die zwei letzteren Paare 
irgend zwei Kegelschnitte [ A .AJ, [ B B 1] erzeugen, so fol
gen in Ansehung der entsprechenden Elemente, wie etwa 
ar a1 ; a, a1 un_d die dm;ch diese erzeugten a2 , a2 , unmittel
bar nachstehende Sätze: 

1. )) Drehen sich zwei Seiten 
a, a1 eines verlinclerlichen Drei
ecks a a1 a2 um irgend zwei feste 
Punkte B, B 1 eines festen Kegel
schnitts [B B 1], wlih1·end die ihnen 
_gegenüberliegenden Ecken a1, a in 
irgend zwei festen Geraden A 1, A 
sich bewegen und die dritte Ecke 
a2 den Kegelschnitt durchlliuft, 
so bewegt sich die dritte Seite a2 
als Tangente irgend eines be
stimmten Kegelschnitts [AA1], der 
ni:imlich auch jene zwei festen 
Geraden be1·ührt. cc 

1. ))Bewegen sich zwei Ecken 
a, a1 e·ines veriinderlichen Dreiecks 
a a1 a2 in irgend zwei festen Tan
genten A, A 1 eines festen Kegel
schnitts [A A 1], wlihrend die ihnen 
gegenüberliegenden Seiten a1 , a 
sich um irgend zwei feste Punkte 
B 17 B drehen und die dritte Seite 
a2 stets den Kegelschnitt berührt, 
so durchläuft die dritte Ecke a2 
irgend einen anderen bestim,mten 
Kegelschnitt [B B 1], der niimlich 
allemal dU1·ch jene zwei festen 
Punkte geht. cc 

[173] Die Abfassung der übrigen Sätze, wo nämlich, statt 
wie hier -auf d.ie Kegelschnitte [BB1], [AA1], umgekehrt auf 
eins der Gebilde A, A 11 B, B 1 geschlossen wird, überlasse 
ich dem Leser. 

Die beiden Kegelschnitte (AA1 ], [B B 1] haben eine eigen
thümliche Beziehung zu einander, die sich, so lange .[ A A,1] 

ganz oder zum Theil innerhalb [B B 1 ] liegt, durch folgende 
merkwürdige Eigenschaft kund giebt. Gelangt nämlich der 
bewegte Punkt a2 in die Durchschnitte fl~, c2 , b2 , e2 ~ der Ge
raden AA1 und des Kegelschnitts [B B1 ], so vereinigen sich 
offenbar sowohl die Strahlen b1 und b2 , als c1 und c"2, als d 
und d0 als e und ei, so dass also jedes der zwei Dreiecke 
02 c2 B -t, b2 e2 B dem Kegelschnitte [ B B,1 ] eingeschrieben und 
dem Kegelschnitte [ A A.1 ] umschrieben ist. Da durch diese 
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zwei Dreiecke und durch den einen oder den andem der 
beiden Kegelschnitte die oben angegebenen projectivischen 
Beziehungen der Gebilde A, A 0 B, B1 bestimmt sind, wie 
man leicht bemerken wird, so folgen also nachstehende be
kannte Sätze: 

2. >> Sind zwei Dreiecke o2 c2 Bi, 
b2 e2B einem Kegelschnitte [B B 1] 

eingeschrieben, so sind sie zu
gleich einem anderen Kegelschnitte 
[AA 1] umschrieben.(( 

Und ferner folgt: 

2. » Sind zwei Dreiecke '62 c2 B 1> 

b2 e2 B einem Kegelschnitte [A, A 1] 

umschrieben, so sind sie zugleich 
irgend einem anderen Kegelschnitte 
[BBi] eingeschrieben.« 

3. J>Haben zwei Kegelschnitte [AA 1 ], [BB1 ] sol
che Lage, dass irgend ein Dreieck dem einen um
schrieben und zugleich dem anderen eingeschrie
ben werden kann, so lassen sich unzählige andere 
Dreiecke unter denselben Bedingungen beschreiben 
(nämlich jeder Punkt des Kegelschnitts [ B Bi], der nicht 
innerhalb des Kegelschnitts [17 4] [A A 1] liegt, kann Ecke 
eines solchen Dreiecks sein). <c 

III. B e weis der Auflösung in (§ 1 7 , II). Das bei 
dieser Auflösung, die sich auf eine der fruchtbarsten Auf
gaben bezieht, angewandte sehr, bequeme Verfahren gründet 
sich auf folgende Verbindung. Haben nämlich die vier Ge
bilde A, A.1 , B, B-1 , ausser den vorhin angegebenen pro
jecti vischen Beziehungen, noch solche besondere Lage zu 
einander, dass A und A 1 aufeinander und Bund B 1 concen
trisch liegen, wie in (Fig. 23), und geht irgend ein Kegel
schnitt durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt (B B .,) der 
Strahlbüschel, welcher die Strahlen der letzteren in a, ß, y, 
· · • • •; a 1 , ß1 , y1 , ••••• schneidet, so werden, wenn man etwa 
ex und a1 als Mittelpunkte zweier Strablbüschel a, a1 an
nimmt, sowohl die Strahlbüschel a und B 1 in Ansehung der 
Strahlen a2 , b2 c2 , ••••• und a.11 b0 c11 ••••• , als die Strabl
büschel a 1 und B in Ansehung der Strahlen a3 , b3 , c3 , ••••• , 

und a, b, c, ..... projectivisch sein (§ 3 8, III), daher sind 
auch die Strablbüschel a und a.1 in Ansehung der Strahlen 
a2, b2 , c 2, ••••• und a 3, b3 , c 3 , •••••• projectivisch (§ 11, III), 
u_nd zwar, da zwei entsprechende Strahlen a2 , a3 vereiniget 
smd, liegen sie perspectivisch, so dass also die Gerade ß2 y2 

oder A 2 ihr perspectivischer Durchschnitt ist. Durch jeden 
Punkt der Geraden A

2 
sind demnach irgend zwei entspre

chende Strahlen der Strahlbüschel a, a1 bestimmt, wie z. B. 
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durch (32 die Strahlen b2 , b3 , und durch die Punkte ß,.., ,8, in 
welchen diese Strahlen dem Kegelschnitte begegnen, sind 
wiederum zwei entsprechende Strahlen b0 b der Strahlbüschel 
B,.., B bestimmt; daher ist klar, dass die auf diese Art von 
den Punkten c, x, in welchen die Gerade A 2 vom Kegel
schnitte getroffen wird, abhängigen entsprechenden Strahlen
paare [175] e und e11 k und k1 der Strahlbüschel B und B 1 

nothwendiger Weise aufeinander fallen müssen, und dass da
her auch in den Punkten, in welchen diese Strahlen den 
aufeinander liegenden Geraden A, A1 begegnen, entsprechende 
Punktenpaare e und e1 , f und f1 der letzteren vereinigt 
sind, was bei der obigen Auflösung angenommen wurde. 

Wenn man anstatt des Kegelschnitts, der dm~h den ge
meinschaftlichen Mittelpunkt (B B 1 ) der Strahlbüschel B, B 1 

geht, einen anderen Kegelschnitt zu Hülfe nähme, der die 
aufeinander liegenden Geraden A, A 1 berührte, so würde 
man den Beweis für die entgegengesetzte Auflösung erhalten, 
welcher oben (§ 17, II, b) Erwähnung geschah. Die Aus
führung wird dem Leser überlassen. 

IV. Wird ausser den oben (II) vorausgesetzten Beziehun
gen der vier Gebilde A, A 11 B, B1 , dass sie nämlich unter 
einander projectivisch seien, und sowohl A und B, als A1 

und B 1 perspectivisch liegen, nun noch angenommen, es sol
len entweder die Geraden A, A 1 gleich seiri und aufeinander 
liegen und gleichliegend sein, wie etwa in (Fig. 48), oder es 
sollen die Strahlbüschel B, B.1 gleich sein und concentrisch 
liegen und gleich liegend sein, wie etwa in (Fig. 4 7): so fol
gen unmittelbar nachstehende bekannte Sätze: 

))Bleibt de1· Winkel (aa1) an 
der Spitze eines 1•erlinderlichen 
D1·eiseits a a1 a2 (Fig. 47) der G1·össe 
nach beständig, aber d1·elit er sich 
um seinen festen Scheitelpunkt 
(B B 1', wiilwend die zwei übrigen 
Ecken a, a1 des D1·eiecks irgend 
zwei feste Geraden A, A 1 durch
laufen, so bewegt sich die [176] 
Gritncllinie a2 als Tangente ir
gend eines bestimmten Kegel
schnitts [AA1], der aitch die zwei 
festen Geraden berührt.« _Ist so
wohl der Winkel (d cl1) als (e e1 j 
dem besfändigen Winkel (a a1) 

gleich, so sind b, e1 diejenigen 
Punkte, in welchen die Geraden 

>)Ble·ibt die Gritndlinie ·aa1 e·ines 
veriinderlichen D1·eiecks a o1 o2 
(Fig. 48) der Orösse nach bestlin
dig, aber bewegt sie sich in irgend 
einer festen Gemden (A A 1), wiih
rend die zwei übrigen Seiten a, a1 
sich um zwei feste Punkte B, B 1 
d1·ehen, so durchläuft die Spitze 
a2 des Dreiecks einen bestimmten 
[176) Kegelschnitt [B Bi], der na
mentlich durch d·ie zwei festen 
Punkte geht.c< Ist sowohl b b, 
als e e1 gleich der beständigen 
Grundlinie a 01, so sind d, e1 die 
den Punkten B, B 1 zugehörigen 
Tangenten des Kegelschnitts 
(Fig. 38, IV). Da die unendlich 
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A, A1 vom Kegelschnitte be
rührt werden (§ i)8, IV). Später 
wird sich zeigen, dass der Punkt 
(B B 1) allemal Brennpunkt des 
Kegelschnitts sei*). 

entfernten Punkte der Geraden 
A, A 1 einander entsprechen 
(§ 16, III), so muss nothwendig 
(AA 1) Asymptote des Kegel
schnitts, und folglich muss die
ser eine Hyperbel sein; u. s. w. 

V. Sind vier Gerade A, A 1 , A 2 , A 3 unter einander pro
jectiviscb, und sind sowohl A und A 2 , als A 1 und A 3 gleich 
und · liegen sowohl die ersteren als die letzteren aufeinander 
und sind gleichliegend, wie etwa in (Fig. 49), und befinden 
sich A und A .1 in perspecti vischer, dagegen sowohl A und 
A 3, als Ai und A 2 , als A 2 und A 3 in schiefer Lage, wo
nach also jene einen Projectionspunkt B haben und die letz
teren drei Kegelschnitte [177] [ A A 3 ], [ A 1 A 2], [ A 2 A 3] er
zeugen; - und sind andererseits von vier projectivischen 
Strahlbüscbeln B, B 1, B 2 , B 3 (Fig. 50) sowohl B und B 2 , 

als B 1 und B 3 gleich, concentrisch und gleichliegend, und 
befinden sich B und B 1 in perspectivischer, dagegen sowohl 
B und B 3 , als B 1 und B2 , als B 2 und Ba, i1:1 schiefer Lage, 
wonach also jene einen perspectivischen Durchschnitt A haben 
und die letzteren drei Kegelschnitte erzengen müssen: so er
geben sich ans dieser Zusammenstellung unmittelbar folgende 
zum Theil bekannte Sätze ll): 

11 Bleiben zwei gegenüber stehende 
ß_eiten a a2 , a1 a3 eines veriinder
liclien vollstiind·igen Vie1·ecks 
n et1 a2 Cl 3 (Fig. 49) der Grösse nach 
bestiindig, abe1· bewegen sie s·icli 

»Bleiben zwei gegenüber stellende 
TVinkel (aa2), (a1 a3 ) eines verän
derliclien vollstiindi'gen Vierseits 
aa1 a2 a3 (Fig. 50) der Grösse nach 
bestiiridig, aber drehen sie sich 

*J Lässt man die eine Gerade, etwa A1, sich entfernen, bis sie 
zuletzt in unendlicher Ferne gedacht wird, so sieht man, dass als
dann die Strahlen au a2 para.llel werden, und mithin der Winkel 
(aa2l auch beständig wird, wenn (aa 1) es ist; da aber in diesem 
Falle der Kegelschnitt [A A11, vermöge der unendlich entfernten 
Tangente Au eine Parabel sein muss (§ 36), so fliesst daraus der 
folgende bekannte Satz: »Bewegt sich der Scheitel a eines 
b~_ständigen. Wjnkels (aa2) in einer festen Geraden A, 
wahrencl der eine seiner Schenkel a sich um einen festen 
Punkt (BBiJ dreht, so bewegt sich der andere Schenkel a2 

a 1 s 1' an gen t e ein c r best im m t e n Para b e 1, w e l 0 h e auch j e n o 
feste Gerade berührt (und den festen Punkt zum Brennpunkt 
1:at).« - Andererseits (rechts) entsteht ebenfalls ein eigenthiim
hcher besonderer Fall, wenn man den einen Punkt B 1 sich ins 
!:Jnc~dliche entfernen msst. Auch können hier die Geraden .A., A1 
ah11;~1ch angenommen werden, wodurch der obige Satz wesentlich 
verandert wird. 
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in irgend zwei festen Geraden 
(AA 2 l , (A1 A 3), wlihrend eine 
dritte Seite (aa1) sich um irgend 
einen festen Punkt B d1·eht, so 
bewegen sich die drei übr,igen 
Seiten a a3, a1 a2 , a2 a3 als Tangen
ten dreier Kegelschnitte [A A 3], 

[A 1 A 2], [A 2 A 3], wovon jeder jene 
zwei festen Geraden berührt.«*) 

um ihre festen Scheitelpunkte 
(BB2), (B 1 B 3 ), wiihrend eine dritte 
Ecke ( a a1) sich in i?-gend einer 
festen Geraden A bewegt, so 
durchlaufen di'e drei übrigen Ecken 
(aa3 ), (a1 a2), (a2 a3) irgend drei 
Kegelschnitte [B Ba], [B1 B 2], 

[ B 2 Ba], wovon jeder durch jene 
zwei festen Punkte gelit. c<* j 

[178] 4 7. Von der grossen Menge von Verbindungen pro
j ectivischer Geraden und ebene'r Strahlbüschel soll hier nur 
noch folgende Verbindung Platz finden, welche zu soJchen 
zusammengesetzten Sätzen ( oder Porismen) und Aufgaben 
führt, die nach der Art, wie man dergleichen Sätze und Auf
gaben bei bisher gewöhnlicher Darstellungsweise zu würdigen 
pflegt, leicht für bedeutender und schwieriger gehalten wer
den dürften, als sie es nach Maassgabe der gegenwärtigen 
Entwickelung in der That sind. 

Hat man in einer Ebene irgend eine Anzahl n beliebige 
projectivische Gerade A, A 11 A 2 ••••• An_1 , wovon je zwei 
sich in schiefer Lage befinden (mithin je zwei einen Kegel
schnitt erzeugen), so erzeugen sie· im Ganzen ½n (n-1) Ke
gelschnitte, und zwar wird durch je eine Reihe entsprechen
der Punkte, wie etwa durch a, a1 , a2 , ••••• an-o ein voll
ständiges n Eck bestimmt, von dessen tn (n-1) Seiten (§ 19) 
jede einen von jenen Kegelschnitten berührt. Durch n- 1 
der genannten Kegelschnitte, die zusammen von allen Gera
den abhängen, etwa durch die Kegelschnitte [AA1], [A1 A 2], 

[A2 A 3], ..... [An_ 2 An_1 ], d. h., durch die n-1 Kegel
schnitte, welche, wenn man die Geraden in eine Reihe ge
ordnet hat, von den unmittelbar auf einander folgenden Ge
raden abhängen, ist offenbar umgekehrt die projectivische 
Beziehung der Geraden, und sind somit auch alle übrigen 

*) Den Satz rechts (wenn nämlich nur der Kegelschnitt [B2 Bal 
berücksichtiget wird) hat Newton zur Erzeugung oder Beschreibung 
der Kegelschnitte angewandt (Princip. phil. nat. matli.), und Mac
Lauri'n benutzte ihn in seiner organischen Geometrie. 

Die obigen Sätze sind übrigens, wie man bemerken wird, nur 
besondere Fälle von denjenigen Sätzen, die stattfinden, wenn einer
seits A und Au und andererseits B und B 1 nicht perspectiviscb, 
sondern schief liegen, wo alsdann die Seite a ai sich als Tangente 
eines die Geraden A, A1 berührenden Kegelschnitts bewegen, und 
andererseits die· Ecke (aa1 ) einen durch die Punkte B, B1 gehen
den Kegelschnitt durchlaufen muss. 
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Kegelschnitte bestimmt. Da andererseits Entsprechendes 
statt find~t1 so folgen also nachstehende umfassende Sätze: 

I. >i Wenn i·n eine1· Ebene sich 
irgend eine Anzahl n beliebige 
feste Gerade A, A 1 , A 2 , ••••• 

An_ 1 befinden, von denen, de1· 
Reihe nach genommen, je zwei 
unrnittelbar [179] auf einande1· fol
gende von irgend einem beliebigen 
festen Kegelschnitte berührt wer
den, welches also im Ganzen n-1 
Kegelschnitte [AA 1], [A 1 A 2], .•.•. , 

[An_ 2 An_ 1] sind, und wenn ein 
ve1·Underliches vollstlindiges n Eck 
a "1 "2 • • . • • an_ 1 , sich so bewegt, 
dass seine Ecken a, a1 , a2 , ••... , 

an_ 1, der Reihe nach, jene festen 
Geraden durchlaufen, wiihrend 
dieJenigen n-1 Seiten desselben, 
welche die nach der 01·dnung un
rnittelbar aufeinander folgenden 
Ecken verbinden, also die Seiten 
aet1, ata2, ll2a3, ·····, O:n-21ln-1, 
sich beziehl-ich als Tangenten um 
jene festen Kegelschn-itte herum,
bewegen; so bewegen sich die 
½n (n-1) (n-2) übrigen Seiten als 
Tangenten um eben so viele Ke
gelsch.n·itte, von denen jeder ins
besondere diejenigen zwei festen 
Geraden be1·ührt, welche von den 
Endpunkten der zugehö1·igen Seite 
cliwchlaufen werden.« 

I. ii 1Venn in einer Ebene sich 
irgend eine Anzahl n beliebige 
feste Punkte B, Bu B 2 , ..... 

Bn _ 1 befinden, von denen, cle1· 
Re,ihe nach genommen, je zwei 
unmittelbar [179] aufeinander fol
gende in irgend einem beliebigen 
festen Kegelschnitte liegen, wel
ches also im Ganzen n-1 Kegel
schnitte [B B 1], [B1 B 2 ], 

[Bn_ 2 Bn-t] sind, und wenn ein 
veränderliches vollstiindiges n Seit 
aa1 a2 • • • • • an_ 1 sich so bewegt, 
dass seine Seiten a, a1 , a2 , ••..• 

an_ t , de1· Reihe nach si·ch um, 
jene festen Punkte d1·ehen, wiih
rend diejenigen n-1 Ecken des
selben, in welchen sich die nach 
der Ordnitng unmittelbar aufein
ander folgenden Seiten schneiden, 
also die Ecken aa1 , a1 a2 , a2 a3, 

..... , an_ 2 an_ 1 , nach der Ordnung 
beziehlich jene festen Kegelschm:tte 
durchlaufen; so durchlaufen die 
½ (~-1) (n-2) übrigen Ecken des 
n Seits eben so viele verschiedene 
Kegelschnitte, von welchen jede1· 
insbesondere durch d·ieJenigen zwei 
festen Punkte geht, um welche 
sich die zwei Seiten, d-ie sich in 
der zugehörigen Ecke schneiden, 
drehen.cc 

Zu der grossen Menge besonderer Fälle, welche in den 
vorstehenden Sätzen enthalten sind, und die namentlich da
durch entstehen, dass man den Gebilden A., A,1 , A2 , ••••• , 

oder B, B 1 , B2 , .•.•• eigenthümliche Lage zukommen lässt, 
oder sie als gleich, oder die ersteren als ähnlich annimmt, 
u. s. w., gehören z. B. auch folgende, wo nämlich angenom
men wird, von den Gebilden A., A..1, ••••• An-o oder B, B 11 

.. · · • Bn_ 1 befinden sich, nach der Reihe, je zwei 11nmittelbar 
aufeinander [180] folgende in perspectivischer Lage. In die
sem Falle vereinfachen sich die obigen Sätze auf folgende 
bekannte Sätze: 

II. ii Durchlaujen die Ecken II. >i Drehen sich die Seiten a, 
a, a:1, ll2, • .... , a:n _ 1 ei1ies verlin- au a2, •••.• , an_ 1 eines veränder-
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derlichen vollstiindigen n Ecks, 
nach der Reihe, n beliebige feste 
Gerade A 1 , A 2 , ..... An- 1 , die 
in eine1· Ebene liegen, während 
n-1 Seiten desselben, die irgend 
einem einfachen n Eck angehören, 
aus welchen das vollstiindige be
steht, etwa die Seiten a a1 , a1 a2, 

..... , an-'2 an-t, si'ch um eben 
so viele beliebige feste Punkte B, 
B1' ..... , Bn _ 1 drehen, so bewe
gen sich die -J (n-1) (n-2) übri
gen Seiten, einzeln genommen, als 
Tangenten um eben so viele Kegel
schnitte, von denen jeder dirt/eni
gen zwei festen Geraden berührt, 
welche die zwei Ecken, die in de1· 
zugeliör'igen Seite liegen, durch
laufen.« Auf die genannten n-1 
Seiten aai, aa 2 , ..... , Ctn_ 2 an-1 
könnte man ferner den neben
stehenden Satz anwenden, wo
durch der diesseitige Satz noch 
ausgedehnter wli.rde. 

liehen vollständigen n Seits nach 
de1· Reihe um n beliebige feste 
Punkte B, B 1 , B 2, ••••• Bn- u die 
in e·iner Ebene liegen, während 
n-1 Ecken desselben, die irgend 
einem einfachen n Eck angehi5ren, 
aus welchen das vollstitndige be
steht, etwa die Ecken a a1 , a1 a2, 

.... . , an_ 2 an-u eben so viele 
beZ.iebige feste Gerade A, A1, 

..... , An- 2 durchlaufen, so durch
laufen die ½ (n-1) (n-2) übrigen 
Ecken, einzeln genommen, eine 
gleiche Anzahl bestimnite1· Kegel
schnitte, von denen niiml-ich jeder 
durch diejenigen zwei festen 
Punkte geht, itm welche sich die 
zwei Seiten, die sich in der zu
gehi:h·igen Ecke schneiden, drehen.(< 
Auf die genannten n-1 Ecken 
aai, a1 a2 , ....• , an_ 2 an_ 1 könnte 
man ferner den nebenstehenden 
Satz anwenden, wodurch der 
diesseitige Satz noch vollstän
diger würde. 

Der Satz links wurde zuerst von Brackenridge bewiesen*); 
um die Erfindung eines Theiles dieses Satzes stritt er sich 
mit Jvlac-Laurin (Phil. Trans.). 

[181] Dass und in wie fern die obigen Sätze {§ 22, II) 
wiederum besondere Fälle der vorstehenden Sätze sind, wird 
man leicht wahrnehmen. 

Die folgenden zwei Aufgaben sind auf ähnliche Weise 
umfassend, wie die oben stehenden Sätze {I). 

III. >> Werden von den Seiten 
A, Ai, ..... , An_ 1 eines belielJ'i
gen n Ecks je zwei unmittelbar 
aufeinander folgende von irgend 
einem Kegelschnitte berührt, wel
ches im Ganzen n Kegelschnitte 
[AAJ, [A1 A 2], ..... , [An_ 1 A] 
sind, so soll ein anderes n Eck 
beschrieben werden, dessen Ecken 
a, au , .... , a12 _ 1, nach der Reihe, 
in den Seiten Jenes n Ecks liegen, 
und dessen Seiten a a0 a1 a2, ..... , 

an_ 1 a, nacli der Reihe, jene I(e
gelschndte berühren. c( 

III. >J Liege1i von den Ecken 
B, B1 , ..... , Bn_ 1 eines beliebi
gen n Ecks je zwei unmittelbar 
aitfeinander folgende in irgend 
e·inem Kegelschnitte, welches irn 
Ganzen n Kegelschnitte [B B1] , 

[B1 B 2], ....• , [B11 _ 1 B] sind, so 
solt ein ande1·es n Eck beschrie
ben werden, dessen Seiten a, Ctp 

..... , an_ 1, nach der Reihe, diwch 
die Ecken Jenes n Ecks ,qehe11, 
'itnd dessen Ecken aa1, a1 a2 , ••• • •, 

a11 _ 1 a, nach der Re·ihe, in jenen 
Kegelschn·itten liegen. (< 

*) Exercitatio geometrica de descriptione linearum curvarmn. 
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icli Die Mittel, durch welche die vorliegenden Aufgaben leicht 
(te gelöst werden, sind in dem Bisherigen enthalten und bereits 
iie 
nd mehrfach angewandt, so dass ich die Auflösung dem Leser 

d zur Selbstübung überlassen darf. Die frühere Aufgabe in 
(§ 25) ist übrigens ein besonderer Fall von jeder der zwei 
vorstehenden Aufgaben. 

Anmerkung. 

48. Es ist fast überflüssig, nochmals zu erinnern, dass 
die von (§ 41) an bis hierher durchgeführten Betrachtungen, 
denen projectiviscbe Gebilde (Gerade und ebene Strahlbüschel) 
in der Ebene zur Grundlage dienten, auf entsprechende Weise 
bei projectivischen Gebilden ( ebene Strahlbüschel und Ebenen
büschel) im Strablbüschel [182] im Raume statt haben, ja 
dass die Resultate jener Betrachtungen sogleich auf die letz
teren Gebilde übertragen werden können, wenn man nämlich, 
wie bereits oben angegeben worden (§ 33 und Ende § 36), 
überall: Strahl, ebener Strahlbüschel, Ebenenbüschel, 
n kantiger Körperwinkel, n seitiger Körperwinkel, Ke
gel (zweiten Grades) , beziehlich statt: Punkt, Gerade, 
ebener Strahlbüschel, n Eck, n Seit, Kegelschnitt setzt. 
- Ebenso finden die Betrachtungen auf entsprechende Weise 
auf der Kugelfläche statt, und es lassen sich die genannten 
Resultate ähnlicberweise auf dieselbe übertragen (§ 34 und 
§ 38). 

Erzeugnisse projectivischer Gebilde im Raume. 

49. Es ist nun noch zu untersuchen (§ 39), was für Fi
gnren durch die entsprechenden Elementenpaare irgend zweier 
projectivischen Gebilde, die sich weder in derselben Ebene, 
noch in demselben Strahlbüschel, sondern beliebig im Raume 
befinden, erzengt werden. Die drei Arten von Gebilden, Ge
rade, ebene Strahlbüschel und Ebenenbüschel, geben in dieser 
Hinsicht, wenn sie paarweise genommen werden, folgende 
sechs Fälle: 

1) eine Gerade A und ein Ebenenbüschel 21, 
2) zwei ebene Strahlbüschel B, B 1 , 

3) ein Ebenenbüschel %{ und ein ebener Strahlbüschel B, 
4) ein ebener Strahlbüschel B und eine Gerade A, 
5) zwei Gerade A, A 1 , und 
6) zwei Ebenenbüschel 21, 21

1
• 
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Von diesen sechs Fällen sind der fünfte und sechste un
gleich wichtiger und folgenreicher, als die vier übrigen ; letz
tere sollen daher zuerst beseitigt werden. 

[ 183] I. Liegen zwei projectivische Gebilde, eine Gerade 
A und ein Ebenenbüschel m, beliebig im Raume, d. h., be
finden sie sich in schiefer Lage, so findet kein unmittelbares 
Erzeugniss durch ihre entsprechenden Elementenpaare statt. 
Ein mittelbares Erzeugniss wird unten im Anhange gegeben 
(§ 60, 26). 

II. Liegen zwei projectivische ebene Strahlbüschel B, B4 

beliebig im Raume, so geben sie ebenfalls kein unmittelbares 
Erzeugniss, wohl aber findet bei ihnen der folgende Umstand 
statt. 

>JLegt man, von irgend einem beliebig angenom
menen -Punkte D aus, Gerade, welche die e.ntspre
chenden Strahlenpaare a und a1 , b und b,., c und c0 

..... , der Strahl büschel B, B1 schneiden, so liegen 
alle diese Geraden in einer Kegelfläche D zweiten 
Grades. er 

Dieser Satz gründet sich auf den früheren (§ 38, II, 
rechts). Denn denkt man sich zwei Ebenenbüschel sn, 21n 
deren Axen durch den Punkt D gehen, und welche mit den 
gegebenen ebenen Strahlbüscheln B, B 1 perspectivisch sind, 
so werden dieselben unter sich projectivisch sein, und mithin 
werden die Durchschnitte der entsprechenden Ebenenpaare a 
und a0 (:J und (31) r und r,., ..... , zufolge des angeführten 
Satzes, in einer Kegelfläche D liegen, und da diese Durch
schnitte offenbar die genannten, durch den Punkt D gelegten 
Geraden sind, so folgt daraus die Richtigkeit des v.orstehen
den Satzes. 

III. Liegen zwei projectivische Gebilde m, B - ein 
Ebenenbüschel und ein ebener Strahlbüschel - beliebig im 
Raume, >JSO liegen offenbar die Punkte, in welchen 
die entsprechenden Elementenpaare a und a, (:J und b, 
r und c, ..... sich schneiden, in irgend einem Kegel
schnitt. c< Denn die [184] Ebene des Strahlbüschels B 
schneidet den Ebenenbüschel m in einem ebenen Strnhlbuscbel 
B.1 , welcher mit dem Strahlbüschel B proj ecti visch ist, und 
mit ihm den genannten Kegelschnitt erzeugt. 

IV. Liegen zwei projectivische Gebilde A, B eine 
Gerade und ein ebener Strahlbüschel - beliebig im Raume, 
so wird durch je zwei entsprechende Elemente derselben eine 
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Ebene bestimmt, d. h., durch jeden Punkt et, b, c, ..... der 
Geraden .A und durch den ihm entsprechenden Strahl a, b, 
c, ..... des Strablbüschels B geht eine bestimmte Ebene, und 
es frägt sich, welchem Gesetz diese Ebenen insgesamint un
terworfen seien? Diese Frage kann leicht durch frühere Sätze 
beantwortet werden, z. B. wie folgt. · 

Denkt man sich einen Strahlbüscbel B 0 welcher mit dem 
gegebenen B concentrisch und mit der Geraden .A perspec
tivisch ist, so wird also derselbe mit B projectivisch sein, 
und die Ebenen, welche durch die entsprechenden Strahlen-· 
paare der beiden Strahlbüschel B, B 1 gehen, werden offenbar 
die vorgenannten, zu untersuchenden, Ebenen sein. Nun wer
den alle diese Ebenen, zufolge (§ 38, II), von einem Kegel 
zweiten Grades berührt, und zwar findet dabei der besondere 
Umstand statt, dass die Ebenen der Strahlbüschel B, B„ vom 
Kegel in denjenigen zwei Strahlen berührt werden, deren 
entsprechende in ihrem Durchschnitte vereinigt sind. Daher 
werden auch die Gebilde .A, B vom Kegel in denjenigen 
Elementen berührt, deren entsprechende in ihrem gegenseiti
gen Durchschnitte zusammentreffen, d. b., trifft die Gerade 
A den Strahl d des Strahlbüschels B, und wird sie von dem
selben im Punkte e getroffen, so, wird sie vom Kegel im 
Punkte b und die Ebene des Strahlbüschels wird von dem
selben im [185] Strahle e berührt. Demgemäss folgt der 
nachstehende Satz: 

i>Befinden sich eine Gerade .A und ein ebener 
Strahlbüschel B, die projectivisch sind, im Raume in 
beliebiger Lage, so berühren die Ebenen, welche 
durch ihre entsprechenden Elementenpaare bestimmt 
wer.den, irgend eine Kegelfläche zweiten Grades, de
ren Mittelpunkt (Scheitel) mit dem Mittelpunkt B des 
Strahlbüschels zusammenfällt, und welche die Gerade 
A und die Ebene des Strahlbüschels B in denjeni
gen Elementen b, e berührt, deren entsprechende 
d_, e (im gegenseitigen Durchschnitte der Gebilde) 
sich treffen.« 
. Bei diesem Satze können folgende i zwei besondere Fälle 

eintreten. 1) Die Gerade A kann den Mittelpunkt des Strahl
büschels B treffen; dann reducirt sich der genannte Kegel 
auf die Gerade A, d. h., in diesem Falle bilden die genann
~en berührenden Ebenen ein Ebenenbüschel, dessentAxe .A 
1st. 2) Der Strablbüschel B kann aus einem System paralleler 
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Strahlen bestehen; dann tritt an die Stelle des Kegels ein 
Cylinder. 

50. Von den obigen sechs Fällen sind nun noch die zwei 
wichtigsten zu untersuchen (§ 49, 5, 6), nämlich es ist noch 
zu untersuchen, welchen Gesetzen bei zwei projectivischen 
Geraden A, A 1 , die im Raume beliebig liegen, die sämmt
lichen Projectionsstrahlen, und bei zwei projectivischen, im 
Raume beliebig liegenden, Ebenenbüscheln fil, ~11 die Durch
schnittslinien der entsprechenden Ehenenpaare unterworfen 
sind, d. h. , welche Figuren durch sie erzeugt werden, und 
welche bemerkenswerthe Umstände dabei stattfinden. Nach 
der Art, wie vorhin die vier übrigen Fälle betrachtet [186] 
wurden, lassen sich über die gegenwärtigen Fälle vorläufig 
folgende Eigenschaften angeben. 

Befinden sich zwei projectivische Gerade A, A 1 in belie
biger Lage im Ram;ne, so wird jeder beliebige Punkt D mit 
allen ihren Projectionsstrahlen ein System von Ebenen 
bestimmen, welche die gesammten Berührungsebenen eines 
Kegels D zweiten Grades sind. Denn denkt man sich zwei 
ebene Strahlbüschel B, B 1 , deren Mittelpunkte in D liegen, 
und welche mit den gegebenen Geraden A, At perspecti visch 
sind, so sind dieselben unter sich projectivisch (§ 11, III) und 
erzeugen, zufolge (§ 38, II), den genannten Kegel; weil offen
bar die Ebenen, welche durch die entsprechenden Strahlen
paare der Strahlbüschel B, B 1 geben, dieselben sind, welche 
durch den Punkt D und durch die entsprechenden Punk
tenpaare (oder die Projectionsstrahlen) der Geraden A, A 1 

bestimmt werden, woher denn die Richtigkeit der eben aus
gesprochenen Behauptung erhellt. 

Befinden sich andererseits zwei projectivische Ebenen
büschel fil, fil1 in beliebiger schiefer Lage im Raume, so wird 
irgend eine Ebene E die gesammten Durchschnittslinien ihrer 
entsprechenden Ebenenpaare in einem Kegelschnitte schnei
den, d. h., die Punkte, in welchen die Ebene allen jenen 
Durchschnittslinien begegnet, bilden irgend einen Kegelschnitt. 
Denn die Ebene E schneidet die gegebenen Ebenenbüschel 
fil, fil 1 in zwei ebenen Strahlbüscheln B, B 1 , welche projec
tivisch sind (weil fil und fil1 es sind), und welche also, zu
folge (§ 38, IV), einen Kegelschnitt erzeugen, der offenbar 
der vorgenannte Kegelschnitt ist. 

Demnach folgt also zuvörderst: 
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[187] >> Wenn zwei projf:'ctivische 
Gerade A, A 1 im Raume beliebig 
liegen, so sind die Ebenen, welche 
irgend ein beliebig angenommener 
Punkt D mit allen ihren P1·0Jec
tionsstrahlen bestimmt, die ge
sammten Berührungsebenen eines 
Kegels zweiten Grades, welcher 
1'enen Punkt zitm Mittelpunkt hat.« 

[187] >i Wenn zwei proJectivische 
Ebenenbüschel m, m1 im Raume 
beliebig liegen, so wird die Figu1· 
(Flliche) , welche durch die ge
sammten Durchschnittslinien ihrer 
entsprechenden Ebenenpaare be
stimmt wird, von Jeder beliebigen 
Ebene E in frgend einem I{egel
schnitte geschnitten. cc 

51. Um die begonnene Untersuchung (§ 50) nach ihrem 
ganzen Umfange durchzuführen, diene folgende Betrachtung, 
durch welche der Gegenstand vollständig und klar dargestellt 
wird. 

I. Sind zwei Gerad~ A, A 1 mit einem und demselben 
Ebenenbüscbel A 2 (welcher zur Zweckmässigkeit für die ge
genwärtige Betrachtung durch A 2 , statt durch ~t.i, wie bis
her, bezeichnet werden soll) perspectivisch (§ 28, III), so 
sind sie unter sich proj ecti visch, und wenn sie einander nicht 
schneiden, so wird man ihre Lage als eine beliebige schiefe 
Lage im Raume ansehen · können. Da die entsprechenden 
Punktenpaare a und a0 f, und 00 c und c1 , u. s. w. der Ge
raden A, Ai in den Ebenen a 2 , (32 , ,y2 , u. s. w. des Ebenen
büschels A 2 liegen, so müssen auch ihre Proj ectionsstrahlen 
et Ct1 , o f\, c C1 , u. s. w., oder a, b, t, ..... , in diesen Ebenen 
liegen und daher schneiden alle Projectionsstrahlen, a, b, <', 

..... , die Axe A 2 , so dass also dieselben ein System von 
Geraden bilden, wovon jede die drei Geraden A, A 1 , A2 

schneidet. - Sind andererseits zwei Ebenenbüschel A, A 1 

mit einer und derselqen Geraden A 2 perspectiviscb, also un
ter sich projectivisch, und liegen ihre Axen A, .Ai nicht in 
einer Ebene, so dass also ihre Lage als beliebig schief an
gesehen werden kann , so [188] begegnet die Durchschnitts
linie je zweier entsprechender Ebenen derselben, d. h., die 
Durchschnittslinien der Ebenenpaare a und a-t, (3 und (3 0 ,y 
und y O u. s. w. offenbar jeder der drei Geraden A, A 1 , A 2• 

II. Geht man umgekehrt von der Forderung aus, es sol
len, wenn im Raume irgend drei Gerade A, A.1 , A 2 , wovon 
keine zwei in einer Ebene liegen, gegeben sind, andere Ge
rade a, b, c, d, . . . . . gefunden werden, welche jene drei 
sc~neiden, so wird man, nach dem was man so eben (I) ge
sehen hat, auf folgende zwei Arten der Aufgabe ihrem gan
zen Umfange nach genügen. 

a) durch eine der drei gegebenen Geraden, etwa durch Ai, 



48 Erzeugnisse projectivischer Gebilde, § 51 

denke man sich eine beliebige Ebene a~, so wird diese die 
zwei übrigen Geraden A, A1 in zwei Punkten a, a1 schneiden, 
durch welche eine Gerade a a1 oder a bestimmt wird, die 
offenbar der Forderung genügt. Lässt man nun in der Vor
stellup.g die Ebene a 2 sich um .A2 herumbewegen, so sieht 
man die Gerade a längs der drei Geraden A, A 1, A 2 fort
gleiten, und zwar so, dass sie nothwendiger Weise nach und. 
nach in die Lage jeder anderen Geraden b, c, d, ..... ge
langt, die der Aufgabe genügt. Zugleich folgt daraus, dass 
durch jeden Punkt jeder der zwei Geraden A, A 1 eine, 
aber nur eine einzige schneidende Gerade geht. Denn da 
die Ebene a 2 . durch ihre Bewegung ein Ebenenbüschel .A2 

beschreibt, so sind die Geraden A, A 1 , in Ansehung der ent
sprechenden Punktenpaare et und Ct 1 , b und b1 u. s. w., in 
welchen sie nacheinander von jener bewegten Ebene geschnit
ten werden, projectivisch (§ 28, III), d. h., sie werden von 
den gesammten Geraden a, b, c, d, ..... , welche die drei Ge
raden A, A 0 .A2 schneiden, projectivisch geschnitten, so dass 
diese Sc]?aar Gerader ihre Projectionsstrahlen [ 189] sind. 
Diejenigen zw.ei schneidenden Geraden oder Projectionsstrah
len q, r, welche nach den unendlich entfernten Punkten q, r1 

der Geraden A, A 1 gerichtet sind, also die Parallelstrahlen 
(§ 9), erhält man, wenn die bewegte Ebene a 2 in die Lage 
kommt, wo sie mit A oder A 1 parallel ist, nämlich ist sie 
mit A parallel, so wird sie die andere Gerade Ai im Punkte 
q1 schneiden, und ist sie mit Ai parallel, so wird sie der A 
im Punkte r begegnen, und alsdann sind die Strahlen, wel
che man durch diese Punkte q0 r den Geraden A, A 1 parallel 
zieht, die genannten Parallelstrahlen q, r. Hierdurch ist auch 
zugleich die Aufgabe gelöst: )J Diejenige Gerade (q oder r) 
zu finden, welche irgend zwei (im Raume) gegebene 
Gerade (A~ und .A 0 oder A 2 und A) schneidet und mit 
irgend einer gegebenen dritten Geraden (A oder A .1) 

parallel ist.<< 10) 
Gleich wie die zwei Geraden A, A 1 von der Schaar Ge

rader a, b, c, d, ..... projectivisch geschnitten werden, eben 
so werden auch die zwei Geraden A, .A2 , oder A 1 , .A2 , und 
also alle drei Geraden A, A 0 A 2 von denselben projectivisch 
geschnitten. 

b) In einer der drei gegebenen Geraden, etwa in Ai, 
nehme man einen beliebigen Punkt a2 an, und denke sich 
durch diesen und durch die zwei übrigen Geraden .A, A 1 
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zwei Ebenen a, a 1 , so wird die Durchschnittslinie a der letz
teren offenbar der obigen Forderung genügen, d. h., sie wird 
die drei Geraden A, A 1 , A 2 schneiden. Lässt man nun in 
der Vorstellung den Pnnkt Cl 2 sich in der Geraden A 2 fort
bewegen, so wird die genannte Durchschnittslinie a längs 
der drei festen Geraden A, A ,1, A 2 fortgleiten, und zwar so, 
dass sie nach und nach in die Lage jeder anderen Geraden 
b, c, d, ..... gelangt, die der Aufgabe genügt. Durch [190] 
jeden Punkt der Geraden A 2 geht demnach eine, und nur 
eine Gerade, welche die drei festen Geraden A, A ,1, A 2 
schneidet. Während der Punkt a2 die Gerade A 2 durchläuft, 
dl'ehen sich die genannten Ebenen a, a

1 um die Axen A, A 1 
und beschreiben also zwei Ebenenbüschel A, A 1 , die unter 
sich projectivisch sind, weil beide mit der Geraden A,z per
spectivisch sind, und deren entsprechenden Ebenen a und a 1 , 

(3 und ßo y und y,1 u. s. w. jene Schaa1· Gerader a, b, c, 
. . . . . zu Durchschnittslinien haben. Im Falle, wo der un
endlich entfernte Punkt der Geraden A 2 an die Stelle des 
bewegten Punktes a 2 tritt, werden offenbar die zugehörigen 
Ebenen (a, a 1 ) der Geraden A

2 parallel, und folglich wird 
auch ihre Durchschnittslinie dieser Geraden parallel, so dass 
man also daraus ein zweites Verfahren entnehmen kann, um 
die vorhin (a) angeführte besondere Aufgabe: )>eine Gerade 
zu finden, welche irgend zwei gegebene Gerade A, 
A 1 schneidet und mit irgend einer gegebenen dritten 
Geraden A 2 parallel ist,<< zu lösen, nämlich man legt 
durch A, A 1 diejenigen zwei Ebenen, welche der A" parallel 
sind, so ist ihre Durchschnittslinie die verlangte Gei·ade. 

Eben so wie die genannte Schaar schneidender Geraden 
a, b, c, d, . . . . . die Durchschnittslinien der entsprechenden 
Ebenenpaare a und a0 und ß und ß0 u. s. w. zweier pro
jectivischen Ebenenbüschel A, A 1 sind, so sind sie es auch 
sowohl von zwei projectivischen Ebenenbüscheln A, A-i, als 
A 1, A 2 , und mithin von drei projectivischen Ebenenbüscheln 
A, Au A.2. 

III. Irgend drei beliebige Gerade A, A 1 , A 2 im Raume, 
wovon keine zwei in einer Ebene liegen, können also (II) 
von einer unzähligen Schaar anderer Geraden a, b, c, d, ..... 
geschnitten werden, und zwar [191] finden dabei die Um
stände statt, dass je zwei von jenen drei Geraden durch die 
s.chaar Gerader projectivisch geschnitten werden, und dass 
sie andererseits die Axen zweier projectivischer Ebenenbüschel 

Ostwald's Klassiker. 83. 4 
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sind, deren entsprechende Ebenen die Schaar von Geraden 

zu Durchschnittslinien haben. Da die Lage von zwei solchen 

projectivischen Geraden oder Ebenenbüscbeln, wie etwa A 

und A ,1 , 
als eine beliebige schiefe Lage angesehen werden 

kann, so ist zu vermuthen, dass auch umgekehrt die Projec

tionsstrahlen a, b, c, d, ..... irgend zweier schiefliegender 

Geraden A, A .1 , oder die Durchschnittslinien a, b, c, d, ..... . 
der entsprechenden Ebenenpaare irgend zweier schiefliegender 

projectivischer Ebenenbüschel A, A-1 allemal von vielen an

deren Geraden, wie etwa A 2 , geschnitten werden können. 

Diese Vermuthung wird wie folgt als wahr erwiesen. 

a) Befinden sich zwei projectivische Gerade A, A 1 in 

beliebiger schiefer Lage im Raume, und man legt irgend 

eine Gerade A 2 so, dass sie irgend drei Projectionsstrahlen 

derselben schneidet, etwa die Projectionsstrahlen a, b, c (II), 

so werden, wenn man sich für einen Augenblick die Schaar 

Gerader denkt, welche die drei Geraden A, ...A,1, A 2 schneiden, 

die beiden gegebenen Geraden A, A-1 von denselben pro

j ecti visch geschnitten (II) , da nun die drei Geraden a, b, c 

sowohl zu dem einen als zu dem anderen System von Pro

j ectionsstrahlen der Geraden · A, A-1 gehören, und da die 

proj ectivische Beziehung der letzteren durch drei Projections

strahlen bestimmt ist, so sind folglich die ursprünglichen 

Proj ectionsstrahlen a, b, c, d, e, .·. . . . der Geraden A, A 1 

und die genannte Schaar Gerader, welche die drei Geraden 

A, A 1 , A 2 schneiden, eine und dieselbe Schaar von Geraden, 

und folglich schneidet [192] jede Gerade A 2 , welche irgend 

drei Projectionsstrahlen a, b, c der gegebenen Geraden A, A 1 

begegnet, auch alle übrigen Projectionsstrahlen d, e, ..... 

derselben. 
b) Befinden sich zwei projectivische Ebenenbüschel A, A.1 

in beliebiger schiefer Lage und man legt irgend eine Gerade 

A 2 , welche irgend drei Durchschnittslinien von entsprechen

den Ebenen paaren schneidet, etwa die Durchschnittslinien a, 

b, c der Ebenenpaare a und a 1 , ß und ß-1, r hnd ,'1, so 

wird dieselbe nothwendiger Weise auch allen übrigen Dnrch

schnittslinien entsprechender Ebenen begegnen; denn wollte 

man sich um die nämlichen Axen A, A-1 zwei andere Ebenen

büschel denken, die unter sich projectivisch und zwar beide 

zugleich mit jener Geraden A 2 perspectivisch wären, so dass 

je zwei entsprechende Ebenen derselben durch den nämlichen 

Punkt der Geraden A 2 gingen, so würden dieselben nicht 
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von den gegebenen Ebenenbüscheln .A, A 1 verschieden sein 
können, weil sie mit diesen die genannten drei entsprechen
den Ebenenpaare gemein hätten, durch welche eben die pro
jectivische Beziehung bestimmt ist. 

Aus beiden vorstehenden Betrachtungen (a, b) folgt also: 

1) »Dass die Prnjectionsstrah
len a, b, c, d, ..... zweie1· projec
t·ivischer Geraden A, Ai, die sich 
z'n beliebiger schieje1· Lage im, 
Raume befi,nden, von unziihl-igen 
Geraden A 2 , A 3, A 1 , ••••• geschnit
ten wer.den können, und zwar 
schneidet jede der letzteren. alle 
jene Projectionsstrahlen, sobald sie 
irgend drei derselben begegnet.« 

1) ))Dass die Durchschnittslinien 
a, b, c, d, ..... der entsprechenden 
Ebenen zweier schiejliegender pro
jectivischer Ebenenbüschel A, A 1 
'Von unzähligen Geraden A 2 , A 3 , 

A 1 , • • • • • geschnitten werden kön
nen, und zwar schneidet jede de1· 
letzteren alle jene Durchschnitts
linien, sobald sie irgend drei· der
selben begegnet.« 

:), [193] 2) iiDemnach haben die Projectionsstrahlen 
n· zweier schiefliegender projectivischer Geraden A, A1 

n, im Ra um·e und die Durchschnittslinien der e n tsp re-
o- c h e n d e n E b e n e n z w e i er s chi e fliege n d er p 1· o j e c t i v i -
c scher Eb:enenbüschel A, .A-1 gleiche Eigenschaft, näP1-

o- lieh sie sind eine Schaar von Geraden a, b, c, d, e, ..... , 
ie welche von einer anderen Schaar von unzählig·en 
s- Geraden .A, A.1, A 2 , A 3 , A 4 , ..... geschnitten werden, 
3n nnd zwar sind, zufolge (IIJ:, 

4.1 
de 
,D-

a, 
so 
:h
lte 

de 
1S8 

1en 
}ht 

))je zwei Gerade, di"e zu der einen 
ode1· zu der andern Schaar gehö
ren, unter sich project-ivisch und 
die jedesmal·ige andere Schaar 
Gerader· sind ihre Projections
strahlen. « 

»je zwei Ge1·ade, d'ie zu der einen 
oder zu der andern Scham· gehö
ren, d·ie Axen p1·oject-ivischer Ebe
nenbüschel, deren entsprechende 
Ebenen die andere Schaar zit 

Durchsclwiittslinien haben. c< 

Oder (II): 
3) )) Wenn im Raume irgend 

drei Gerade A, A 1 , A 2 , wovon 
keine zwe·i in einer Ebene liegen, 
gegeben sind, so giebt es ·in den
selben unziilil(qe mal drei solche 
Punkte, die in ei·ne1· Geraden 
liegen, so dass also di·eselben von 
einer unzähligen Scham· Gerader 
a, b, c, d, . . . . . geschnitten wer
den können, und diese letztern 
können h·inwieder von eine1· an
dern Scham· Gerader geschnitten 
werden, zu welchen auch jene 
drei Geraden gehören; oder: 

3) >> Wenn im Raume irgend 
drei Ebenenbüscliel A , A 1 , A 2 , 

von deren Axen keine zwei in 
eine1· Ebene lie,(Jen, gegeben si?~d, 
so giebt es in denselben unziihlige 
mal drei solche Ebenen, die S'ich 
in einer Geraden schneiden, wel
che den drei Axen begegnet, so 
dass also diese von einer Schaar 
Ge1·ade1· geschnitten werden, wel
che ebenfalls von e'ine1· ande1·n 
Scham• Ge1·ader geschnitten wer
den, zu welcher Jene drei Axen 
gehö,ren; oder: 

4* 
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JJWenn im Raume irgend drei Gerade A, A1 , A 2 

irgend drei andere Ger ade a, b, c schneiden, so 
schneiden alle Geraden d, e, ..... , welche [194] den 
drei ersten begegnen, alle Geraden A 3 , A 4 , ..... , wel
che den drei letzten begegnen*) ; und es haben die 
zwei Schaaren Gerader A, A .1 , A 2 , A 3 , A 4 , ••••• , a, b, 
c, d, e, ..... solche Beziehung zu einander: 

>> dass Je zwei Gerade, die cle'i· 
nlimlichen Scham· angehören, un
ter sich proJectiviscli sind und 
zwm· die andere Schaar Gerader 
zu Pr()jectionsstrahlen haben." 

» dass je zwei Gerade aus einer 
Schaar cl'ie Axen projectt'vischer 
Ebenenbüschel sind, cle1·en ent
sprechende Ebenen die andere 
&haar zu D ·urchschnittslinien 
haben. c< 

IV. Zwei solche znsammengehörige Schaaren von Gera
den, die einander gegenseitig schneiden, erfüllen eine krumme, 
windschiefe Fläche zweiter Ordnung, nämlich das ))einfache 
Hyper b o 1 o I d << (hyperboloYde a une nappe). Man kann da
ter, gemäss der vorstehenden Sätze, auch sagen: 

1) » Irgend zwei i'm Raitme be
l-ieb ig sclii'efliegende projectivische 
Gerade A, A 1 erzeugen ein ein

faches I-Iyperboloid, cl. h. sie und 
alle ihre ProJectionsstrahten, nebst 
der Sclzaa1· Gerader, welche die 
letzteren schneiden, liegen in einem 
einfachen Hyperboloid. cc 

1) >> Irgend zwei im Raunie be
liebig schiefliegende project-ivische 
Ebenenbüschel A, A 1 erzeugen ein 
einfaches Hyperbolo'icl, cl. h. cl·ie 
Durchschnittslinien ihre1· entspre~ 
chenden Ebenen, nebst der Scham· 
Gerader, welche d·ieselben schnei
den, liegen in einem einfachen 
Hyperboloid.» 

Wenn in der Folg·e das einfache HyperboloYd als durch 
zwei projectivische Gerade oder Ebenenbüschel A, A-1. er
zeugt angesehen werden soll, so mag es durch [ A A 1 ] be
zeichnet werden. 

[195] Aus dem Obigen folgen ferner unmittelbar nach
stehende Eigenschaften rles einfachen Hyperbolo'ids: 

2) JJDas einfache Hyperbolo1d kann auf zwei Arten 
durch Bewegung einer Geraden a oder A, welche 
sich längs drei festen Geraden A, A 1, A 2 oder a, b, c 
fortbewegt, erzeugt werden (III, 3); oder es enthält 
zwei Sc haaren von Geraden (oder zwei S_ys teme von 

*J Diese Eigenschaft wird hier mittelst der projectivischen 
Beziehungen, unstreitig viel einfacher bewiesen, als es z. B, bei 
dem Beweise der Fall ist, welchen Hachette im Journal für Ma
thematik, Bd. I, S. 342, mittheilt. 
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Strahlen), welche einander schneiden, und welche die 
vorhin (III, 3) angegebene Beziehung zu einander 
haben, uämlich: 

»Dass die Geraden Jeder Schaar >)Dass die Geraden Jecle1· Schaar 
unter si"ch proJecti,visch sind, und . Axen proJectivischer Ebenenbü-
.zwar die andere Schaar Gerade1· schel sind, deren entsprechende 
zu P.roJectionsstrahlen haben. cc Ebenen die andere Schaar Gera

de1· zu Durchschnittslinien haben.,, 

Da hiernach jede Gerade, aus der einen oder aus der 
anderen Schaar, Axe eines Ebenenbüscbels ist, dessen Ebenen 
durch die jedesmalige andere Schaar Gerader gehen, so folgt 
also von selbst die bekannte Eigenschaft: 

3) ))Dass jede Ebene, welche das einfache Hyper
boloi:d in irgend einer Geraden schneidet, dasselbe 
allemal noch in irgend einer andern Geraden schnei
det, und dass diese zwei Geraden nicht zu einerlei 
Schaar gehören.c< 

Jede solche Ebene, in der zwei Strahlen des Hyperbolo'ids 
liegen, heisst >)Berührungsebene(( des Hyperbolo'icls, und 
der Punkt, in welchem sich die zwei in ihr liegenden Strah
len schneiden, heisst ihr >)Berührungspunkt(<. Mit Rück
sicht auf diese Bemerkung lassen sich jetzt die obigen Sätze 
(§ 50) wie folgt aussprechen: 

[196] 4) >> Alle Beriilirttngsebe
nen ei·nes Hyperboloi:ds, die durch 
frgencl einen best·immten Punkt D 
gehen, umhüllen einen Kegel zwei
ten Grades. cc 

[196] 4) »Der gegenseitige Durch
schnitt eines einfachen Hyper
boloi:ds und irgend einer beliebi
gen Ebene E ist irgend ein Ke
gelschnitt.<< 

Da je zwei G-er;:tde aus einer Behaar projectivisch sind 
und die andere Scbaar zu Projectionsstrahlen haben (2), und 
da sie im Allgemeinen, wenn sie nämlich nicht ähnlich sind, 
Parallelstrahlen haben (§ 9, I) , so müssen also irgend zwei 
Gerade aus der andern Scbaar mit ihnen parallel sein, und 
daher folgt weiter: 

5) >)Dass die zwei Schaaren Gerader eines ein
fachen Hyperbolo'ids paarweise parallel sind, d. b., 
dass mit jeder beliebigen Geraden aus der einen 
Behaar eine bestimmte Gerade aus der andern Schaar 
parallel ist.« 

Später, im dritten Band, wird durch weitere Entwickelung 
zu dem letzten Satze noch folgende Eigenschaft hinzugefügt 
werden. 
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6) Alle Ebenen, welche sich durch die v ersc hie
denen Paare paralleler Geraden (5) eines einfachen 
Hyperbolo'ids legen lassen, schneiden einander in 
einem und demselben Punkte, nämlich im Mittel
punkte des Hyperbolo'ids, und alle berühren einen 
bestimmten Kegel zweiten Grades, welcher Asymp
toten-Kegel des Hyperbolo'ids genannt wird.<< 11) 

Angenommen, es seien etwa a und A zwei parallele Ge
rade, so werden, wenn man sich den Ebenenbüschel A denkt, 
dessen Ebenen (3, y, ö, ..... sämmtlich der Geraden a parallel 
sein, und da dieselben durch die Schaar Gerader b, c, d, ..... 
gehen, zu welcher auch a gehört (3), so folgt also durch 
Umkehrung der nachstehende Satz : 

[197] 7) ))Legt man durch eine Schaar Gera der 
eines einfachen Hyp-erbolo'ids Ebenen, welche sämmt
lich mit irgend einer zu dieser Schaar gehörigen 
Geraden (a) par.allel sind, so schneiden sich alle 
diese Ebenen in einer und derselben Geraden (A), 
welche der andern Schaar angehört, und welche je
ner besondern Geraden (a) parallel ist.<< 

Von den Geraden, die in einem einfachen Hyperbolo'id 
liegen, ist noch folgende merkwürdige Eigenschaft, die sich 
auf ihre Richtung bezieht, anzugeben. Betrachtet man das 
Hyperbolo'id als durch zwei Ebenenbüschel, etwa durch die 
Ebenenbüschel A, A 1 erzeugt, und denkt sich einen dritten 
Ebenenbüschel 2r, der dem A gleich, und der so liegt, dass 
die entsprechenden Ebenen (und also auch die Axen) der 
Ebenenbüschel A, 2r parallel sind, und dass sich die Axen 
der Ebenenbüschel 2{, At schneiden, so werden also auch die 
zwei letzten Ebenenbüschel proj ecti visch sein und einen 
Kegel [m A 1 ] zweiten Grades erzeugen (§ 38, II). Da die ent
sprechenden Ebenen der Ebenenbüschel A, 2r parallel sind, 
nnd mithin von den entsprechenden Ebenen des Ebenen
büschels A 1 in parallelen Geraden geschnitten werden, so 
folgt also, dass die Strahlen des Hyperbolo'ids [ A A 1 ) mit 
den Strahlen des Kegels [2r A 1] parallel sind, d. h., es folgt 
daraus der nachstehende interessante Satz: 

8) >JAlle Strahlen (Geraden) eines einfachen Hy
p erbolo'ids sind mit den Strahlen irgend eines be
stimmten Kegels zweiten Grades parallel, so dass, 
wenn man durch irgend einen beliebigen Punkt 
Strahlen ~ich denkt, welche den Strahlen des Hyper-
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bolo'ids parallel sind, [198] dieselben eine bestimmte 

Kegelfläche zweiten Grades erfüllen.((*) 
Aus dem letzten Satze und aus den obigen Sätzen (2, 4 

rechts) folgt weiter: 

9) )) Dass das einfache Hyperbolo'id, ausser den obigen 

Fällen ( 1 , 2) , unter andern auch durch folgende Angaben 

bestimmt, und auf die dabei bemerkte Art erzeugt wird; 

nämlich: 
a) ))Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar gehö

ren, und irgend ein ebener Schnitt ( 4 rechts) desselben 
gegeben sind; d. h., wenn im Raume irgend ein Kegel
schnitt K und irgend zwei ihn schneidende Gerade, 
etwa A, A 1 , wovon aber keine in seiner Ebene liegt, 
und die auch nicht zusammen in einer Ebene liegen , 
gegeben sind; denn wird alsdann eine dritte Gerade a 
so bewegt, dass sie stets die drei gegebenen festen 
Elemente K, A, A 1 schneidet, so beschreibt sie die 
genannte Fläche; oder wird alsdann durch jeden Punkt 
des Kegelschnitts K eine Gerade gelegt, welche die 
zwei gegebenen Geraden A, A 1 schneidet (II) , so sind 
alle jene Geraden die eine Schaar, und die zwei 
gegebenen Geraden gehören zu der anderen Schaar 
Gerader der genannten Fläche.« 

b) )) Wenn irgend zwei Gerade, ·die ZU einer Schaar gehö
ren, und irgend ein Kegel, mit dessen Strahlen beide 
Schaaren Gerader parallel sind, gegeben sind; [199] d. h., 
wenn irgend ein Kegel K zweiten Grades und irgend 
zwei Gerade A, A 1 , welche mit zwei Strahlen des 
Kegels parallel sind, aber nicht in einer Ebene liegen, 
gegeben sind; qenn alsdann beschreibt eine dritte Gerade, 
die sich so bewegt, dass sie stets die zwei gegebenen 
festen Geraden schneidet und beständig irgend einem 
Strahl des Kegels parallel läuft, die genannte Fläche; 
oder wird alsdann mit jedem Strahl des Kegels eine 
Gerade parallel gelegt, welche die zwei gegebenen 

*) Die Strahlen des Hyperbolo'ids sind namentlich mit denen 
seines Asymptoten-Keg-els (6) parallel, und zwar liegt jeder Strahl 
des letzteren in der Mitte zwischen denjenigen beiden Strahlen 
~es Hyperbolo'ids, mit welchen er parallel ist und mit denen er 
in einer Ebene liegt. Diese Eigenschaft nebst den obigen (3, 5, 6, 
7, 8 und 9, b) habe ich schon bei einer friiheren Gelegenheit, im 
Journal f. Mathem., Bd. 2, S. 268, mitgethei lt. 
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Geraden schneidet (II), so sind alle solchen Geraden die 
eine Schaar und die zwei gegebenen Geraden gehören 
zu der anderen Schaar Gerader der genannten Fläche.« 

c) J>Wenn irgend zwei zu derselben Schaar gehörige Gerade 
A, A 1 und die Richtungen irgend dreier andern Ge
raden gegeben sind; denn da diese Richtungen dreien 
Geraden sowohl von der einen als der andern Schaar 
angehören (5), so sind, zufolge (II), diejenigen drei 
Geraden zu finden, welche die gegebenen zwei Geraden 
A, A 1 schneiden, d. h., welche nicht mit diesen aus 
gleicher Schaar sind, wo sodann der obige Fall (2) ein
tritt; (auch kann der gegenwärtige Fall auf den vor
hergehenden (b) zurückgeführt werden).« 12) 

Endlich folgt noch, wie leicht zu sehen: 
10) JJDass das einfache Hyperbolo1d der Form 

oder Gattung nach bestimmt ist, sobald irgend fünf 
Strahlen desselben der Richtung nach gegeben sind, 
d. h., es sind alsdann die Richtungen aller übrigen 
Strahlen, also der Asym p totenkegel, genau bestimmt.« 

52. In besonderen Fällen, wo die betrachteten projectivi
schen Gebilde entweder ähnlich · sind, oder eigenthümliche 
[200] Lage zu einander haben, erhält auch die durch sie 
erzeugte Fläche, welche vorhin im Allgemeinen das einfache 
HyperboloYd war (§ 51, IV), besondere Gestalt, oder geht in 
Grenzfälle über, die zu verschiedenen, theils bekannten, in
teressanten Sätzen führen. 

I. Angenommen, es seien irgend zwei Gerade aus einer 
der zwei Scbaaren von Geraden A, A 0 A 2 , A 3 , ••.•• und a, 
b, c, d, ..... , die einander schneiden ( § 51, IV), etwa die 
zwei Geraden A, A 1 , proj e c ti visch ähnlich, so müssen 
ihre uneudlich entfernten Punkte einander entsprechen· (§ 13, I), 
und also muss einer ihrer Projectionsstrablen, d. b., eine Ge
rade der andern Scbaar (a, b, c, ..... ) , unendlich entfernt 
sein, und daher folgt weiter, dass nicht nur jene zwei Ge
raden, sondern dass je zwei Gerade der ersten Schaar A, A 0 
A 2 , ••••• proj ecti visch ähnlich sind, weil sie denselben 
unendlich entfernten Projectionsstrahl haben. Denkt man sieb 
den Ebenenbüschel, welcher irgend eine Gerade der ersten 
Schaar, etwa die Gerade A 2 , zur Axe bat, so werden dessen 
Ebenen a 2 , ß2 , y2 , ••••• durch die zweite Scbaar Gerader a, 
b, c, ...... gehen (§ 51, IV) , und es wird diejenige Ebene, 
welche nach der vorerwähnten unendlich entfernten Geraden 
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gerichtet ist, nothwendiger Weise den Geraden A., A.1 parallel 
sein, weil sie nach ihren unendlich entfernten Punkten ge
richtet ist, und folglich vereinigt diese Ebene die Richtungen 
der drei Geraden A., A.11 A 2 in sich; da ein Gleiches statt
findet, wenn anstatt der Geraden A.2 irgend eine der übrigen 
Geraden A.3 , A.4 , ••••• angenommen wird, und da durch die 
Richtungen der zwei ersten Geraden A, A.1 alle Richtungen 
einer Ebene bestimmt sind, so müssen folglich die Richtungen 
aller Geraden A., A 1 , A 2 , A

3
, A 4 , ••••• einer einzigen Ebene 

[201] angehören, d. h., diese Schaar Gerader müssen sämmt
lich einer Ebene parallel sein, und zwar kann durch jede 
Gerade eine solche Ebene gelegt werden, mit welcher alle 
parallel sind, und welche also alle Richtungen der Geraden 
enthält; alle solche Ebenen sind folglich unter sich parallel, 
sie bilden einen Ebenenbüschel, der aus einem System Parallel
ebenen besteht und dessen Axe die genannte unendlich 
entfernte Gerade der zweiten Schaar ist. Zur leichteren 
Festhaltung mag diese unendlich entfernte Gerade durch e 
bezeichnet werden, dann heissen die Parallelebenen, nach der 
Reihe, in der sie durch die Geraden A., A.11 A 2 , A 3 , ••••• 

gehen, s, c0 s 2 , s3 , • • • • • Diese Parallelebenen werden, da sie 
durch die erste Behaar Gerader A., A,I) A 2 , A 3 , ••••• gehen, 
die andere Schaar längs derselben schneiden, und zwar wer
den sie dieselben pro.jectiviscli ähnlich schneiden, weil 
Parallelebenen alle Geraden, denen sie begegnen, in gleichem 
Verhältniss theilen, und folglich werden auch die zweite 
Schaar Gerader a, b, c, d, ..... , von der ersten projecti
visch ähnlich geschnitten, daher müssen ihr auch diesel
ben Eigenschaften zukommen, wie der ersten, nämlich es 
muss einer ihrer Projectionsstrahlen, d. h., eine Gerade der 
ersten Schaar, die A.n 'heissen mag, unendlich entfernt sein, 
ferner müssen sie sämmtlich einer Ebene parallel sein, so 
dass durch jede von ihnen eine Ebene geht, mit welcher sie 
alle .parallel sind, und dass alle diese Ebenen, die nach der 
Reibe an, ßn, 'Yn, On, ..... heissen, unter sich parallel sind, 
und einen Ebenenbüschel bilden, dessen Axe die genannte 
unendlich entfernte Gerade An der ersten Schaai· ist. Man 
stelle sich nun wiederum den vorhin erwähnten Ebenenbüschel 
A2, dessen Ebenen a 2 , ß'l,, y2 , ••••• durch die zweite Schaar 
Gerader a, b, c, . . . . . gehen, vor, und achte auf den [202] 
ebenen Strahlbüschel, in welchem er von einer der Parallel
ebenen an, ßn, 'Yn, , ..... , etwa von der Ebene an, geschnitten 
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·wird, und welcher Strahlbüschel ebenfalls an heissen soll, so 
werden offenbar die Strahlen an, bn, cn, . . . . . dieses Strahl
büsche1s der zweiten Scbaar Gerader a, b, c, . . . . . parallel 
.sein (weil, wenn z. B. eine Gerade A einer Ebene an parallel 
ist, dann jede durch a gehende Ebene a2 die Ebene an in 
einem Strahl an schneidet, der mit a parallel ist), woraus 
also folgt, dass diese Schaar Gerader genau alle Richtungen 
eines ebenen Strahlbüschels an, oder genan alle Richtungen 
einer Ebene an, enthalten. Aus gleichen Gründen müssen 
auch die erste Schaar Gerader A, A,i, A 2 , A 3 , • • • • • alle Rich
tungen eines ebenen Strahlbüschels, oder einer Ebene, näm
lich der durch sie gehenden Parallelebenen 8, 8 11 82, ..... , 

umfassen. Da der Ebenenbüschel A 2 einerseits mit qem. ebe
nen Strahlbüschel an in Ansehung der Elemente a2 , {12 , y2 

..... und an, bn, cn, ..... , und andererseits mit der Geraden 
A in Anse-hung der Elemente a2 , (1 2 , y2 , ..... und a, '6, c, ..... , 
(wo nämlich a, '6, c, ..... die Punkte sind, in welchen die Ge
rade A zugleich von der zweiten Schaar Gerader a, b, c, ..... 
geschnitten wird) perspectivisch ist, so sind folglich der ebene 
Strablbüschel an und die Gerade A in Ansehung der Ele
mente an, bn, cn, ..... und a, '6, c, ..... projectivisch, und 
da fernex die Gerade A mit allen übrigen Geraden der ersten 
Schaar A 0 A 2 , A 3 , ..... projectivisch ist, so folgt also: dass 
die zweite Schaar Gerader a, b, c, . . . . . den Strahlen am bn, 
<'n, ..•.. eines ebenen Strahlbüschels an parallel sind, welcher 
mit den Geraden der ersten Schaar A, A .1 , A 2 , A 3 , • • • • • pro
j ecti visch ist. Desgleichen sind die erste Scbaar Gerader A, 
A 0 A 2 , A 3 , ..... den Strahlen eines ebenen Strahlbüschels 
parallel, welcher mit der zweiten [203] Schaar Gerader a, 
b, c, ..... projectivisch ist, und welcher, z. B. in der Ebene 
8 dargestellt, 8 heissen soll. Da, wie vorhin bemerkt wor
den, die zwei Schaaren Gerader A, A-1, A 2 , A 3, • • • • • a, b, 
r, d ..... mit zwei Ebenen 8, an (oder vielmehr mit zwei 
Systemen Parallelebenen 8, 811 82 , ..... , an, ßn, Yn, ..... ) 
parallel sind, und zwar genau alle Richtungen derselben er
schöpfen, wogegen sie früher beim allgemeinen Falle mit den 
Strahlen eines Kegels zweiten Grades (des Asymptotenkegels) 
parallel waren (§ 51, IV, 8), so folgt also, dass -dieser Kegel 
im gegenwärtigen Falle sich in jene zwei Ebenen aufgelöst 
hat, und somit in einen Grenzfall übergegangen ist. Jene 
Ebenen haben ferner die Eigenschaft, dass, da jede durch 
eine endlich entfernte und durch eine unendlich entfernte 



2 

Il 

e 

d 

n 
s) 
el 
st 
e 
h 
e 

§ 52 Das hyperbolische ParaboloYd. 59 

Gerade geht, und da der Durchschnitt zweier solchen Gera

den nothwendiger Weise unendlich entfernt sein muss, ihre 

Berührungspunkte (§ 51, IV) mit der krummen Fläche (wel

che durch die zwei Schaaren Gerader erfüllt wird) unendlich 

entfernt isf, woher denn jede solche Ebene ))Asymptoten

ebene« genannt werden kann, so dass also im gegenwärtigen 

Falle der Fläche zwei Systeme Asymptotenebenen c, c0 c2 , 

..... , an, ßn, 'Yn, . . .. . zukommen. Die Schaar Gerader A, 
A1 , A 2 , A 3 , • • • • • sind projectivisch ähnlich, und zwar in 

Ansehung der Punkte, in welchen sie von den Asymptoten

ebenen an, ßn, 'Yn, . . . . . geschnitten werden (weil diese Ebe

nen durch die zweite Schaai· Gerader a, b, c, . ... . . geben), 

daher werden je zwei derselben, welche unter gleichen Win

keln zu diesen Ebenen geneigt sind, offenbar proj ectivisch 

gleich sein, und dass sie in der That paarweise projectivisch 

gleich sind, und dass ein Gleiches bei der zweiten Schaar 

Gerader a, b, c, d, . . . . . stattfindet, kann leicht gezeigt wer

den. Denn man denke [204] sich zwei Asymptotenebenen, 

etwa c und an, nenne ihre Durchschnittslinie X, und denke 

sich in der letzten Ebene an den ebenen Strahlbüschel an, 

dessen Strahlen an, bn, cn, . . .. . den Geraden a, b, c, ..... 
parallel sind, so wird irgend ein bestimmter Strahl zu der 

Durchschnittslinie X senkrecht sein,, und sodann werden von 

den übrigen Strahlen immer zwei und zwei sowohl mit jenem 

Strahl, als mit der Durchschnittslinie X gleiche Winkel bil

den, und daher nothwendiger Weise zu der ersten Ebene c 
unter gleichen Winkeln geneigt sein, woraus dann weiter 

folgt, dass auch die ihnen parallen Geraden a, b, c, ..... 
paarweise mit der Ebene c gleiche Neigungswinkel bilden, 

und folglich paarweise projectivisch gleich sind. Diejenige 

Gerade aber, welche dem besondern Strahle, der zu der Durch

schnittslinie X senkrecht ist, parallel ist, kann mit keiner 

andern projectivisch gleich sein; angenommen, es sei dies 

die Gerade a, durch welche die Asymptotenebene an geht, 

so wird also a auf X senkrecht stehen; aus gleichen Grün

den muss unter der ersten Schaar Gerader A, A-1, A 2 , A 3, 

. , . . . sich eine bestimmte befinden, die mit keiner andern pro

jectivisch gleich ist, angenommen es sei die Gerade A, durch 

welche die Asymptotenebene c geht, so wird also auch A zu 

X senkrecht sein; · demnach muss denn auch die durch die 

zwei Geraden a, A gehende Berührungsebene (a A) auf der 

Durchschnittslinie X, und folglich auf beiden Systemen 
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Asymptotenebenen s, c1 , c'l., ..... , an, ßn, 'Yn, . . . . . zugleich 
senkrecht stehen; unter diesen Umständen wird X iJAxe« 
und der Durchschnittspunkt der Geraden a, A, oder der Be
rührungspunkt der Ebene (aA), welcher 2l heissen mag, wird 
JJScheitel« der krummen Fläche genannt. Wird die krumme 
Fläche von irgend einer beliebigen Ebene B geschnitten, so 
muss der [205] Schnitt offenbar im Allgemeinen eine Hyper
bel sein, denn da die Fläche zwei unendlich entfernte Gerade 
hat, muss er zwei unendlich entfernte Punkte haben, nach 
denen nämlich die zwei Durchschnittslinien, in welchen die 
Asymptotenebenen s, an von der Ebene B geschnitten wer
den, gerichtet sind, er muss folglich eine Hyperbel sein, deren 
Asymptoten diesen Durchschnittslinien parallel sind~ in dem 
besondern Falle aber, wo diese Durchschnittslinien der Axe 
X parallel sind (wo nämlich die schneidende Ebene B der 
Axe X, oder- der Durchschnittslinie irgend zweier Asympto
ten ebenen parallel ist), und wo sie also nach einem einzigen 
unendlich entfernten Punkte gerichtet sind, geht die genannte 
Hyperbel in eine Parabel über; den Asymptoten der genann
ten Hyperbel sind ferner auch irgend zwei Gerade aus den 
zwei Schaaren Gerader A, A 0 A 2 , A 3 , ..... , a, b, c, d, 
..... parallel, nämlich jedesmal diejenigen zwei, welche jenen 
Durchschnittslinien parallel sind, in welchen die Asymptoten
ebenen c, an von der Ebene B geschnitten werden. - Je 
zwei Gerade aus einer der zwei Schaaren A, A 11 A'l., ..... , 
a, b, c, ..... , wie z. B. die_ Geraden A, A_1, sind Axen zweier 
projectivischer Ebenenbüschel, deren entsprechende Ebenen 
die jedesmalige andere Schaar zu Durchschnittslinien haben 
(§ 51, III), diejenigen zwei entsprechenden Ebenen aber, wel
che die unendlich entfernte Gerade e der andern Scbaar znr 
Durchschnittslinie haben, also die Ebenen c, cu müssen noth
wendiger Weise parallel sein, und da dies die einzige Eigen
thümlichkeit ist, wodurch sich in diesem Falle die zwei Ebe
nenbüschel auszeichnen , so ist klar, dass umgekehrt, wenn 
irgend zwei projectiviscbe Ebenenbüschel A, A 1 sich in sol
cher schiefer Lage befinden, wo irgend zwei entsprechende 
Ebenen parallel sind, alsdann alle oben [206] _,angegebenen 
Umstände und Eigenschaften stattfinden müssen. 

Unter diesen besonderen Umständen heisst die krumme 
Fläche nicht mehr einfaches HyperboloYd, sondern ))hyper
b o liscb es Parabolordc<. Aus der obigen Betrachtung folgen 
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§ 52 Das hyperbolische ParaboloYd. 61 

nachstehende Eigenschaften und Erzeugungsarten des hyper
bolischen Parabolords. 

1) JJDas hyperbolische Parabolord hat unter an
dern folgende wesentliche Eigenschaften: a) es ent
hält zwei Schaaren Gerader A, A,u .A

2
, A

3
, ••••• , a, b, 

c, cl, ..... , die einander proj ecti visch ähnlich schnei
den; auch sind die Geraden jeder Schaar paarweise 
projectivisch gleich, so dass jede Gerade einer be
stimmten andern Geraden projectivisch gleich ist; 
zwei Gerade A, a, aus jeder Schaar eine, machen 
hierin eine Ausnahme, d. h., sie haben nicht ihres 
Gleichen; b) zwei andere Gerade An, e, aus jeder 
Schaar eine, sind un end lieh entfernt; c) durch jede 
Schaar Gerader geht ein System Parallelebenen, 
welche nach der unendlich entfernten Geraden der 
andern Scha_ar gerichtet, und welche daher Asympto
tenebenen sind, so dass es also zwei Systeme paral
leler Asymptotenebenen s, s0 s2 , . .... , an, ßm rn, ..... 
hat; d) jede Schaar Gerader ist den Asymptoten
ebenen, welche durch die andere Schaar gehen, par
allel und sie umfasst genau alle Richtungen dieser 
Ebenen, so dass die Strahlen eines Strahlbüschels in 
einer dieser Ebenen, genau die, Rich tu nge n aller je
ner Geraden darstellen, d. h., jeder Strahl ist einer 
bestimmten Geraden parallel, und auch umgekehrt; 
e) jeder [207] solche Strahlbüschel, dessen Strahlen 
mit der einen Schaar Gerader parallel sind, ist mit 
den Geraden der andern Schaar projectivisch (wobei 
nämlich jeder Punkt, in welchem eine dieser Gera
den von einer von jenen Geraden geschnitten wird, 
demjenigen Strahl des Strahl bü sch els entspricht, 
welcher der letztem Geraden parallel ist); f) jedes 
Paar projectivisch gleicher Gerader (a) aus der einen 
Sc haar ist z u d e n .A. s y m p t o t e n e b e n e n , w e 1 c h e du r c h 
die andere Schaar gehen, unter gleichen Winkeln ge
neigt, und auch umgekehrt; g) jene zwei besondern 
Geraden A, a, die mit keiner andern projectivisch 
g·leich sind, sind der Richtung nach zu den Durch
schnittslinien der zwei Systeme .Asymptotenebenen 
techtwinklig, so dass also ihre Ebene (aA) zu allen 
Asymptotenebenen und zu deren Durchschnittslinien 
rechtwinklig ist; ihr Durchschnittspunkt m heisst 
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Scheitel und die Durchschnittslinie X der durch sie 
gehenden Asymptotenebenen s, an heisst Axe, ihre 
Ebene (aA) , die Berührungsebene im Scheitel, ist 
die einzige Berührungsebene, die auf der Axe X 
rechtwinklig steht; h) endlich wird es (das Parabo
lo'id) von einer beliebigen Ebene E im Allgemeinen in 
einer Hyperbel geschnitten, deren Asymptoten den 
Durchschnittslinien, in welchen dieselbe die zwei Sy
steme Asymptotenebenen schneidet, und daher auch 
irgend zwei Geraden, die zu den zwei Schaaren 
Gerader (a) gehören, parallel sind, und nur in dem 
besondern Falle, wo die schneidende Ebene E der 
[208] Axe X parallel ist, wird es in einer Parabel 
geschnitten.<<*) 

2) >)Das hyperbolische Parabolo'id ist unter an
dern in folg.enden Fällen bestimmt und wird auf die 
dabei bemerkten Arten erzeugt: 

a) durch irgend zwei projectivisch ähnliche oder 
gleiche Gerade- A, A 1 , die im Raume beliebig 
schief liegen; nämlich die Geraden gehören zu 
der einen Schaar und ihre Projectionsstrahlen 
sind die sämmtliche andere Schaar Gerader; 

b) durch zwei beliebige projectivische Ebenen
büschel A, A 1 , die im Raume schief liegen, aber 
so, dass irgend zwei entsprechende Ebenen 
parallel sind; nämlich die Axen der Ebenen
büschel gehören zu der einen Schaar, und 
die Durchschnittslinien ihrer entsprechenden 
Ebenen sind die andere Schaar Gerader; 

· c) durch zwei projectivische Ebenenbüsch~l, wo
von der eine aus einem System Parallelebenen 
besteht, also eine unendlich entfernte Axe (An 
oder e) hat, während die Axe des andern jene 
Ebenen schneidet; nämlich ihre Axen gehören zu 
der einen Schaar und die Durchschnittslinien 
ili:rer entsprechenden Ebenen sind die andere 

*) Das sogenannte schiefe Viereck, welches M. Hirsch im 
zweiten Bande S. 238 seiner Sammlung geom. Aufgaben be
trachtet, ist, wie man bemerken wird, ein begrenzter Th eil eines 
hyperbolischen Parabolo"ids, und die daselbst bewiesenen Eigen
schaften folgen unmittelbar aus den hier oben stehenden. 
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§ 52 Das hyperbolische ParaboloXd. 63 

Schaar Gerader, und die Parallelebenen [209] 
sind das eine System Asymptotenebenen; 

d) durch irgend drei Gerade A, A-1 , A 2 , die mit 
irgend einer Ebene s3 parallel sind, aber wovon 
keine zwei in einer Ebene liegen; nämlich die 
Ebene s3 ist eine Asyi:nptotenebene, und die Ge
raden gehören zu der einen Schaar und alle sie 
schneidenden Geraden sind die andere Schaar 
Gerader, oder eine Gerade a, die sich so 
bewegt, dass sie stets jene drei schneidet, be
schreibt die andere Schaar Gerader, und somit 

e) 

f) 

die vorgenannte Fläche; 
du r c h irgend z w e i b e lieb i g e Gerade A , A 1 im 
Raume und durch eine beliebige, sie schnei
dende, Ebene an, welche als Asymptotenebene 
angenommen wird; nämlich die Geraden gehö
ren zu der einen Schaar, und alle Geraden, wel
che dieselben schneiden und mit der Ebene an 
parallel sind, sind die andere Schaar Gerader, 
oder eine Gerade a, die sich so bewegt, dass 
sie stets jene zwei schneidet und beständig mit 
der Ebene parallel ist, beschreibt die genannte 
Fläche; , 
durch irgend eine Gerade A und irgend einen 
ebenen Strahlbüschel an, die projectivisch sind 
und so liegen, dass jene nicht mit der Ebene 
des letzteren parallel ist; nämlich die Ebene 
des Strahlbüschels ist eine Asymptoten.ebene, 
und die Gerade gehört zu der einen Schaar 

_ nnd diejenigen Geraden, die sie schneiden, und 
wovon jede demjenigen Strahl des Strahlbü
schels [210] parallel ist, welcher ihrem Durch
schnittspunkte entspricht, sind die andere 
Schaar Gerader, oder eine Gerade a, die sich 
so bewegt, dass sie stets jene Gerade A schnei
det und in jedem Augenblick dem ihrem Durch
schnittspunkt entsprechenden Strahl des Strahl-
büschels parallel ist, beschreibt die genannte 
Fläche<<*). 

*) Bei dem Grenzfalle, wo die gegebene Gerade A der Ebene 
des StrahlbUschels an parallel wird (sie in einem unendlich ent-
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Die Zahl dieser Fälle lässt sich leicht vermehren, z. B. 
dadurch, dass auch die Hyperbel und Parabel ( 1, h) als be
stimmende Elemente angenommen werden. *) 

II. Vom hyperbolischen Paraboloi:d findet ein besonderer 
Fall statt, der sich zum allgemeinen Falle ähnlich verhält, 
wie die gleichseitige Hyperbel zur beliebigen, nämlich der
jenige Fall, wo die zwei Systeme .A.symptotenebenen zu ein
ander rechtwinklig sind. Haben A, a die ihnen bei der 
obigen Betrachtung (I) beigelegte Eigenschaft, dass sie zu 
der Durchschnittslinie X der .A.symptotenebenen s, an recht
winklig sind, so wird also im erwähnten besondern Falle 
sowohl A [211] zu der Ebene an, als a zu der Ebene s 
senkrecht sein, und daher wird A zu allen Geraden ·a, b, c, 
d, ..... , und a zu allen Geraden A, A 0 A'l., A 3 , ••••• senk
recht sein, weil diese Schaaren Gerader jenen Ebenen an, s 
parallel sind. Wird die krumme Fläche unter diesen Um
ständen ngleichseitiges hyperbolisches ParaboloYdcc 
genannt, so folgen also für sie nachstehende besondere Eigen
schaften und Erzeugungs..?,rten (I, 1): 

1) >iBeim gleichseitigen hyperbolischen Parabo
loYd sind a) die zwei Systeme .A.symptotenebenen zu 
einander rechtwinklig; b) eine bestimmte Gerade aus 
jeder Scbaar Gerader ist zu allen Geraden der an
dern Schaar (und zu den durch diese gehenden Asym
ptotenebenen) rechtwinklig.« Und umgekehrt: 

2) >)Wenn bei einem hyperbolischen Para boloi:d 
eine Gerade aus der einen Scbaar zu irgend zwei 
Geraden der andern Schaar, oder zu einer .Asympto
ten ebene, rechtwinklig i~t, so ist es ein gleich
seitiges.(( 

fernten Punkte schneidet), tritt an die Stelle der genannten krum
men Fläche die Parabel, d. h., die auf die angegebene Art be
stimmten Geraden (zweite Schaar Gerader), nebst der gegebenen 
Geraden A, sind die gesammten Tangenten einer Parabel, deren 
Ebene mit der Ebene des Strahlbüschels parallel ist. 

*) Das synthetische Hauptmerkmal, wodurch sich die gegen
wärtige Fläche vom einfachen Hyperbo]o"id unterscheidet, besteht 
nämlich darin, dass sie zwei unendlich entfernte Gerade enthält; 
sobald daher aus irgend welchen Gründen folgt, dass die erzeugte 
krumme Fläche eine (oder zwei) unendlich entfernte Gerade hat, 
so ist daraus zu schliessen, dass sie nicht mehr das allgemeine 
einfache HyperboloYd, sondern die oben genannte Fläche. ist. 
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§ 52 Das gleichseitige hyperbolische P3;rabolo'id. 65 

3) >>Das gleichseitige hyperbolische Parabolo'id 
wird bestimmt und erzeugt: 

a) durch irgend zwei proj ec ti visch ähnliche Ge
r ade, sobald sie im Ra um e in sol ehe schiefe Lage 
gebracht werden, dass beide zu irgend einem 
und demselben Projectionsstrahl rechtwinklig 
sind; 

b) durch irgend zwei projectivische Ebenenbü
schel, sobald sie in solche schiefe Lage ge
bracht werden, dass von d e n zwei entsprechen
den Ebenenpaaren, welche die entsprechenden 
rechten Winkel einschliessen (§ 30, VI), das 
eine oder andere Paar parallel ist; nämlich die 
Durchschnittslinie [212] des anderen Paars ist 
alsdann eine der genannten Geraden A, a; 

c) durch zwei projectivische Ebenenbüschel, wo
von der eine aus Parallelebenen besteht, auf 
welchen die Axe des anderen senkrecht steht; 
nämlich diese Axe ist alsdann eine der genann
ten Geraden A, a; 

d) 1) durch irgend drei Gerade A 1 , A 2 , A 3 , wovon 
keine zwei in einer Ebene liegen, aber die 
irgend eine vierte Gerade (t rechtwinklig schnei
den-;- oder: 2) durch irgend zwei Gerade, die 
nicht in einer Ebene liegen, wenn sie als zu 
einer Schaar Gerader, und zwar die eine als 
eine der genannten besonderen Geraden A., a, 
angesehen werden; nämlich eine dritte Gerade, 
die sich so bewegt, dass sfe stets jene zweige
gebenen festen Geraden schneidet, und zwar zu 
der einen stets rechtwinklig ist, beschreibt die 
genannte Fläche; 

e) durch irgend zwei Gerade, die nicht in einer 
Ebene liegen, und irgend eine Ebene, welche 
durch eine solche dritte Gerade gebt, die der 
Richtung nach zu jenen zwei Geraden recht
winklig ist (sie kann diese auch schneiden), wenn 
jene zwei Geraden als einer Schaar angehörend 
und die Ebene als Asymptotenebene angesehen 
wird; nämlich alsdann · wird eine Gerade, die 
sich so bewegt, dass sie stets jene zwei festen 
Geraden schneidet und beständig· jener festen 

Ostw:Llcl's Kln.ssikcr. 83. 5 
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Ebene parallel bleibt, die genannte Fläche be

schreiben; (die Asymptotenebene kann übrigens auch 

unter folgenden [213] Bedingungen gegeben werden, als: 

welohe auf irgend einer anderen Ebene, die den beiden 

Geraden parallel ist, rechtwinklig steht; oder welche 

solche Lage hat, dass die Ebenen der Neigungswinkel, 

welche die zwei Geraden mit ihr bilden, parallel sind); 

f) durch eine Gerade (A) und einen ebenen Strahl

b ü s c h e 1 ( an) , d i e p r o j e c t i v i s c h s in d , u n d er s t e r e 

auf der Ebene des letzteren senkrecht steht, 

und wenn die Gerade als der einen Schaar Ge

rader angehörend und die Strahlen des Strahl

büschels als der anderen Schaar Gerader paral

lel angenommen werden; nämlich alsdann wird 

eine Gerade, die sich so bewegt, dass sie stets 

die gegebene feste Gerade schneidet und in 

jedem Augenblick demjenigen Strahl des Strahl

büschels pai·allel ist, welcher ihrem Durch

schnittspunkt (in Ansehung der projectivischen 

Beziehung) entspricht, die oben genannte Fläche 

beschreiben.<< 13) 
53. Andere besondere Fälle (§ 52), wobei in Hinsicht 

der Erzeugungsart, der Gestalt und der Eigenschaften der 

durch projectivische Gebilde erzeugten krummen Flächen 

eigenthümliche Umstände stattfinden, sind folgende: 

I. Zunächst mögen einige Eigenschaften, deren Richtigkeit 

sich aus den ersten Elementen der Geometrie ergiebt, voran

geschickt werden. Wenn man nämlich in ei:p.er Ebene zwei 

beliebige Strahlbüschel B, B 1 betrachtet, so findet man, dass 

auf jedem Strahl des einen ein bestimmter Strahl des andern 

rechtwinklig steht; angenommen es seien die Strahlen a, b, 

r, d, ..... [214] des Strahlbüschels B nach der Reihe zu den 

Strahlen a0 b0 c0 d0 ••... des Strahlbüschels B 1 
rechtwink

lig. Die Durchschnittspunkte der zu einander rechtwinkligen 

Strahlenpaare liegen in einer Kreislinie, welche die Gerade 

B B1 , die die Mittelpunkte der Strahlbüscbel verbindet, zum 

Durchmesser hat. Daher sind die Strahlbüschel in Ansehung 

der zu einander rechtwinkligen Strahlenpaare projectivisch 

(§ 38, III). Also: 
>)Irgend zwei ebene ·Strahlbüschel B, B 0 

die in 

einer Ebene liegen, sind in Ansehung der zu ein

ander rechtwinkligen Strahlen a, b, c, d, ..... und a0 
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b0 c11 d0 ••••• projectivisch, und erzeugen einen Kreis, 

in welchem ihre Mittelpunkte die Endpunkte eines 
Durchmessers sind(<*). 

Mittelst dieses einfachen Satzes lässt sich nun leicht zei

gen, dass bei zwei ebenen Strahlbüscheln B, B1 , die in einem 

Strahlbüschel D liegen, und bei zwei Ebenenbüscheln A, A 0 

die im Raume oder in einem Strahlbüschel D beliebig liegen, 

ähnliche Sätze stattfinden, aus denen sich mehrere merkwür

dige Folgerungen ziehen lassen. 
II. Man denke sich zwei Ebenenbüschel .A, .A.1 , deren 

Axen beliebige gegenseitige Lage haben (nur [215] nicht der 

Richtung nach zu einander rechtwinklig sind), so wird auf 

jeder Ebene des einen Ebenenbüschels irgend eine bestimmte 

Ebene des andern rechtwinklig sein, so da$S also ihre Ebenen 

paarweise zu einander rechtwinklig sind. .Angenommen es 

seien die Ebenen a, (3, r, o, ..... des Ebenenbüschels .A nach 

der Reihe zu den Ebenen a0 (311 ru 00 ..... des Ebenenbü
schels A 1 rechtwinklig, und die Durchschnittslinien der zu 

einander rechtwinkligen Ebenenpaare heissen nach der Reihe 

a2 , b2 , c2 , d2 , • • • • • • Man denke sich ferner irgend eine Ebene 

E, welche zu der Axe des einen Ebenenbüschels, etwa zu A, 
rechtwinklig ist, so wird dieselbe die Ebenenbüschel .A, .A.1 

in zwei ebenen Strahlbüscheln B, B 1 schneiden, deren Mittel

punkte B, B 1 nämlich in den Axen .A, A 0 und deren Strah-

len a, b, c, ..... , a0 b11 c11 ..... in den Ebenen a, (3, r, ..... , 
a0 (30 y0 ..... liegen (§27, II), und es wird die Ebene E 
zu allen Ebenen a, (3, r, ..... rechtwinklig sein, weil sie es 

zu der Axe .A ist. Sodann ist klar, dass, da z. B. die Ebenen 

E, a 1 beide zu der Ebene a rechtwinklig sind, auch ihre 

Durchschnittslinie .A.1 zu derselben rechtwinklig ist, und dass 

diese somit. auch zu der Geraden a senkrecht ist, weil letztere 

in der Ebene a liegt; und da aus gleichen Gründen folgt, dass 

je zwei gleichnamige Strahlen der Strahlbüschel B, B1 , also 

*) Die bekannte Umkehrung dieses Satzes heisst: 
>>Bewegt sich einrechterWinkel(aa1)in einerEbene 

s o , d a s s s e i n e S c h e n k e 1 a, a1 s t e t s du r c h i r g e n d z w e i 
feste Punkte B, B 1 gehen, so durchläuft sein Scheitel 
(aa1) eine Kreislinie, welche den Abstand der festen 
Punkte von einander zum Durchmesser hat.« 

Dieser und der obige Satz sind übrigens nur besondere Fälle 
von denjenigen Sätzen, die man unter den gleichen Bedingungen 
erhält, wenn anstatt des rechten Winkels irgend ein anderer be· 
stimmter Winkel angenommen wird. 

5* 
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b und b
11 c und c11 d und d0 u. s. w. zu einander rechtwinklig 

sind, so geht also daraus hervor: a) dass die Durchschnitts
punkte aller dieser Strahlenpaare in einer Kreislinie liegen, 
welche die Gerade B, B 1 , die die Mittelpunkte der Strahl
büschel B, B ,1 verbindet, zum Durchmesser hat (I); woraus 
denn weiter folgt, b) dass die Strahlbüschel B, Bi, in An
sehung jener Strahlenpaare, projectivisch sind, und c) dass also 
auch die Ebenenbüschel A, Ai in Ansehung ihrer [216] zu 
einander rechtwinkligen Ebenenpaare a und a0 (3 und (3 0 y 
und 'Y 1 , u. s. w. projectivisch sind (weil sie mit jenen Strahl
büscheln B, B 1 perspectivisch sind), und dass sie daher d) im 
Allgemeinen ein besonderes einfaches Hyperbolo'id (§ 51, IV, 1 ), 
oder e) wenn ihre Axen einander schneiden, einen besonderen 
Kegel zweiten Grades (§ 38, II) erzeugen, welches oder ·welcher 
von der Ebene E in dem genannten Kreise (a) geschnitten 
wird, dessen Durchmesser B B-t zu der Axe A senkrecht ist 
(weil diese zu E es ist), so dass also f) dieser Durchmesser 
B Bi ein gleichseitiges hyperbolisches Parabolo'id beschreibt 
(§ 52, II, 3, d, 2), wenn die Ebene E sich selbst parallel 
fortbewegt wird. Endlich folgt noch, g) . dass der Ebenen
büschel A und der ebene Strahlbüschel B 0 in Ansehung ihrer 
zu einander senkrechten Elementenpaare a und a0 (3 und b0 
'Y und c0 u. s. w. projectivisch sind, weil beide es mit dem 
ebenen Strahlbüschel B sind; oder man kann offenbar umge
kehrt behaupten, dass, wenn man aus irgend einem Punkt 
Bi Lothe a0 b0 c0 ..•.• auf die Ebenen a, (3, r, ..... eines 
beliebigen Ebenenbüschels A fällt, alsdann alle Lothe einen 
ebenen Strahlbüschel B 1 bilden, dessen Ebene E (oder B 1) 

zu der Axe A des Ebenenbüschels senkrecht ist, und der 
mit diesem Ebenenbüschel, in Ansehung ihrer zu einander 
rechtwinkligen Elementenpaare, projectivisch ist, und zwar 
dergestalt, dass je zwei entsprechende Winkel, wie etwa (ab) 
und (a (3), d. h., der Winkel irgend zweier Strahlen a, b und 
der Winkel ihrer entsprechenden Ebenen a, ß, gleich sind 
oder zusammen zwei Rechte betragen. Es ist ferner Folgen
des zu bemerken. h) Fällt man aus einem beliebig·en Punkte 
D Lothe a, b, c, ..... ; a1 , b1 , ci, ..... auf die Ebenen a, 
(3, r, ..... ; a 11 /31 , 'Yu ..... der Ebenenbüschel .A, A 11 so 
bilden [217] dieselben zwei ebene Strahlbüschel 58, 58.1 , die 
beziehlich mit den Ebenenbüscheln A, A 1 projectivisch sind 
(g), sie sind folglich auch unter sich projectivisch, und zwar 
dergestalt, dass je zwei entsprechende Strahlen, wie etwa a 
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und a1 , zu einander rechtwinklig sind, weil diese nämlich 
Lothe auf Ebenen a und a 1 sind, welche auf einander 
senkrecht stehen (g) ; also werden die Strahlbüschel ~, ~ 1 
im .A.llgemeinen einen Kegel zweiten Grades erzeugen. (Das
selbe folgt auch dadurch, dass im Falle die .A.xen A, A 1 sich 
schneiden (e), man annimmt, die oben genannte Ebene E 
gehe durch ihren Durchschnittspunkt, welcher D heissen 
mag, stehe auf der .A.xe A senkrecht und schneide den an
deren Ebenenbüschel A 1 in einem Strahlbüschel B

1
, so dass 

also die Strahlen a0 b0 c0 ••.• n des letzteren immerhin, wie 
bei der obigen Betrachtung, zu den Ebenen a, (3, r, ..... 
des Ebenenbüschels A senkrecht sind, und dass man sich 
ferner durch den Punkt D eine beliebige andere Ebene denkt, 
die den Ebenenbüschel A in einem ebenen Strablbüschel B 
schneidet, es werden alsdann die Strahlen a, b, c, ..... des 
letzteren zu den Strahlen a1 , b1 , c1 , ••••• des Strablbüschels 
B 1 rechtwinklig sein, und es werden beide Strahlbüscbel B, 
B ,1 , in Ansehung ihrer zu einander rechtwinkligen Strahlen
paare, projectivisch sein, weil sie es mit den Ebenenbüscheln 
A, A 1 sind (§ '30, V), und folglich werden sie einen Kegel 
zweiten Grades erzeugen.) i) Werden die Strahlbüschel ~, 
~.1 (h) durch zwei beliebige Gerade fil, fil1 geschnitten, so 
werden diese, in Ansehung der Punkte a, b, c, ..... ; a0 b,l) c0 
..... , in welchen sie von den Strahlen a, b, c, ..... ; a0 b0 
c0 ..... der Strahlbüschel getroffen werden, projectivisch sein 
(weil letztere unter sich es sind), so dass also je zwei ent
sprechende Punkte derselben, wie etwa et und Ct 1 , von dem 
Punkte [218] D aus unter einem rechten Winkel (aa1 ) ge
sehen werden, nnd so dass, im Falle die Geraden nicht in 
einer Ebenen liegen, sie ein einfaches Hyperbolo'id ( § 51, 
IV, 1), und im Falle, wo sie in einer Ebene liegen, einen 
Kegelschnitt erzeugen. 

.A.us dieser Betrachtung fl.iesst nachstehende Reihe von 
Sätzen: 

1) n Zwei Ebenen büs chel A, A 1 , deren Axen nicht 
in einer Ebene liegen, sind in .A.nsehung ihr er zu 
einander rechtwinkligen Ebenenpaare a und a 1 , /3 
und /3 1 , rund r 1 u. s. w., projectivisch (c) und erzeu
gen also ein besonderes einfaches Hyperbolo'id, wel
ches von jeder Ebene, die zu der Axe des einen oder 
andern Ebenen b üschels senkrecht ist, in einem Kreise 
geschnitten wird, von welchem die Endpunkte eines 

1 
11 
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Durchmessers in jenen Axen liegen, und wo alle 

solche Durchmesser, bei dem einen ode.r anderen 
System von Kreisen, in einem gleichseitigen hyper
bolischen Parabolo'id liegen.« Oder: 

2) ))Drehen sich die Seitenflächen a, a1 eines 

rechten Flächenwinkels (aa,) um irgend zwei feste 
Gerade (Axen) A, A 1 , die nicht in einer Ebene lie

gen, so beschreibt die Kante a2 desselben ein be
sonderes einfaches Hyperbolo'id, welches durch die 
zwei festen Geraden geht, und a usserdem die Eigen

schaft hat, dass es von jeder Ebene E, die zu der 
einen oder andern Geraden senkrecht ist, in einem 
Kreise geschnitten wird, und dass die Endpunkte 

eines Durchmessers dieses Kreises in jenen Geraden 
liegen, und dass alle solche Durchmesser des einen 

oder andern Systems [219] von Kreisen, für sich 
genommen, in einem gleichseitigen hyperbolischen 
Parabolo'id liegen>l*). 

3) >> Zwei ebene Strahlbüschel B, 
Bi, die in e·inem Strahlbüschel D 
liegen (h), sind in Ansehung ihrer 
zu einander rechtwinkligen Strah
lenpaare projectivisch und erzeu
gen also einen besondern Kegel 
zweiten Grades, dessen Mittel
punkt in D liegt, und der die 
Ebenen der Strahlbüschel B, B 1 

in denjenigen Strahlen berührt, 
welche zu ih1·er Durchschnittslinie 
senkrecht sind, in de1· o jfenbar 
die ihnen entsprechenden Strahlen 
ve1·eini'gt sein müssen (§ 38, II). c, 

3) >i Zwei Ebenenbüschel A, A 1, 

die in einem Strahlbüschel D lie
gen, sind in Ansehung ihre1· zu 
einander rechtwinkligen Ebenen
paare projectivisch, und erzeugen 
also einen besonderen Kegel zwe·i
ten Grades, dessen Mittelpunkt 
in D liegt, und we'tcher von jeder 
Ebene E, die zu der Axe des 
einen oder anderen Ebenenbü
schels senkrecht i'st, in einem 
Kreise geschnitten wird, von wel
chem die Endpunkte eines Durch
messe1· s jedesmal in jenen zwei 
Axen liegen. cc 

Oder: 
4) >iDreht sich ein 1·echter Win

kel (aa 1) so um seinen festen 
Scheitelpunkt D, der in der 
Du1·chschnittslinie irger1;d zweier 
festen Ebenen B, B 1 liegt, dass 
sich seine Schenkel a , a1 stets in 
diesen Ebenen befinden, so be-

4) »Bewegt sich ein 1·echter 
Flächenwinkel ( a a 1 ) so, dass seine 
Ebenen a, a1 stets durch i?-gend 
zwei feste, sich in einem Punkte 
D schneidende, Gerade A, A1 
gehen, so beschreibt seine Kante 
einen bestimmten besonderen Ke-

*) Den ersten Theil dieses Satzes bat Binet zuerst bewiesen, 
im zweiten Bande S. 71 der Go1·respondance sur l'Ecole imp<h·iale 
Polytechnique. Als ich im Journal für Mathematik II. Bd. den 
Satz zum beweisen vorlegte, sind durch ein Versehen einige Eigen· 
schaften weggelassen worden. 
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rührt seine Ebene beständig einen 
bestimmten besonderen Kegel zwei·
ten Grades, dessen JVIittelpunkt 
jener feste [220] Scheitel D ist, 
und welcher die zwei festen Ebe
nen in denjenigen Geraden be
rührt, die zu ihrer gegenseitigen 
Durchschnittslinie senkrecht sind.« 

gel zweiten · Grades, dessen Mittel
punkt Jener Du1·chschni'ttspunkt 
D ist, und welcher· von Jeder 
Ebene E, die zu der [220] einen 
oder anderen Jene1· festen Gera
den senk1·echt ist, in einem Krei·se 
geschnitten wird, von welchem die 
Endpitnkte eines Durchmessers in 
diesen Geraden liegen. « *) 

Oder die letzteren Sätze (3) und (4) lassen sich, zufolge 

(§ 34 u. § 48), wie folgt in sphärische Sätze übertragen: 

5) »Irgend zwei Hauptk1·eise 
H, H 1 einer Kugeif{,iiche sind in 
Ansehung ihrer Punktenpaare, 
die um einen Quad1·anten von ein
ander entf e1·nt sind, proJectivisch, 
und et·zeugen also einen besondern 
sphärischen Kegelschnitt, der Jene 
Hauptkreise in denjenigen Punk
ten berührt, welche um einen Qua
dranten von ihren gegenseitigen 
Du1·chschnittspunkten abstehen.<< 

5) >) Irgend zwei Strahlbüschel 
58, Q31 auf eine1· Kugeif!,iiche sind 
in Ansehung ihrer zu einander 
rechtwinkligen Strahlenpaa1·e pro
Jectivisch, und e1·zeugen also einen 
besondern sphä1·ischen Kegel-
schnitt, der durch die Mittel
punkte Q3, Q31 der Strahlbüschel 
geht, und dessen Tangenten in 
diesen Punkten zu dem durch 
diese gehenden Hauptkreise Q3Q31 

rechtw·inklig sind. (( 

Oder: ' 
6) »Bewegt sich ein Quadrant 

a a1 auf einer Kugeif!,iiche so, dass 
seine Endpunkte a a1 stets in i?-
gend zwei festen Hauptkreisen 
H, · H 1 liegen, so bet·ührt er be
stlindi,c; einen bestimmten sphii1·i
schen Kegelschnitt, der auch die 
festen Hauptkreise be1·ü,hrt, und 
zwa1· in denjenigen Punkten, wel
che in de1· Mitte [221] zwischen 
ihren gegenseitigen Durchschnitts
punkten liegen. cc Oder: » Ist de1· 
Winkel an de1· Spitze ez'nes sphii
rischen Dreiecl~s der G1·össe und 
Lage nach ge,qeben, und ist die 
Grundlinie desselben ein Quadrant, 
so berührt diese in allen ihren 
verschiedenen Lagen stets einen 
bestimmten Kegelschnitt, der die 
Schenkel des festen Winkels in 
clenJenigen Pltnkten be1·üh1·t, welohe 
vom Scheitel des Winkels um den 
Quadranten entfernt sind, cc 

6) »Bewegt sich ein sphiirischer 
rechter Winkel (a a1) so, dass 
seine Schenkel a, a1 stets du1·ch 
irgend zwei feste Punkte QJ, Q3 1 

gehen, so dm·chläujt sein Schei
telpitnkt (a a1) einen bestimmten 
sphärischen Kegelschnitt, de1· durch 
die festen Punkte geht und dessen 
Tangenten in diesen Punläen auf 
dem durch dieselben [221] gehen
den :Hauptkreise senkrecht sind.« 
Oder: » Ist die Grundlinie eines 
sphiirisclwn Dreiecks de1· G1·össe 
und Lage nach gegeben , und ist 
der Winkel an de1· Spitze dessel
ben ein rechter, so i'st de1· Ort 
diese1· Spitze ein bestimmter sphii
rischer Kegelschnitt, welcher durch 
die Endpunkte der festen Grund
linie geht, und dessen Tangenten 
in diesen Punkten zu de1· Grund
lini'e senkrecht sind. c( 

*) Diesen Satz scheint Hachette zuerst bewiesen zu haben, 

C01·respondance su1· l'Ecole Polytechnique tom. I, p. 1 79. 
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Es folgt weiter (i). 
7) ))Irgend zwei Gerade fil, fil 1 im Raume sind in 

.Ansehung ihrer Punkten paa·re, welche von irgend 
eine m b e 1 i e b i gen P n n kt e D aus unter rechten W in -
kein gesehen werden, d. h., nach welchen von diesem 
Punkte ans Strahlenpaare gehen, die zu einander 
rechtwinklig sind, projectivisch, so dass die Schaar 
Gerader, welche jene Punktenpaare verbinden, in 
einem einfachen Hyperbolo1d liegen, und dass die 
Ebenen aller jener rechten Winkel einen Kegel zwei
ten Grades berühren, dessen Mittelpunkt in dem ge
nannten Punkte D liegt (§ 50).(< Oder: 

8) ))Bewegt sich ein rechter Winkel (aa
1

) so um 
seinen Sehei tel, der in i rg end einem festen Punkte 
D liegt, dass seine Schenkel a, a1 stets irgend zwei 
feste Gerade fil, fil:11 d.ie nicht in einer Ebene liegen, 
schneiden; so beschreibt die Gerade, welche durch 
die jedesmali'gen .[222] beiden Durchschnittspunkte 
geht, ein einfaches Hyperbolo1d, in welchem auch 
die zwei festen Geraden liegen, und so berührt die 
Ebene des bewegten Winkels stets einen bestimm
ten Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt jener 
feste Punkt D ist, und welcher auch von den zwei 
festen Geraden ~I, fil1 berührt wird.cc*) 

*) Poncelet hat diesen Satz zuerst bekannt gemacht, in einem 
Memoire, welches er der Akademie der Wissenschaften zu Paris 
vorlegte. Er folgerte ihn aus dem obigen Satze von Binet (2). 
Die Sätze (7 und 8) sind nämlich, auch zufolge der gegenwärtigen 
Entwickelung, als Gegensätze der Sätze (1 und 2) anzusehen, und 
hätten als solche neben diese gestellt werden können. So liessen 
sich z. B. die Sätze (2 und 8), einander entgegengesetzt, wie folgt 
aussprechen: 

))Bewegt sich ein rechtwinklige1· 
dre~fiächig~r Körperwinkel a a 1 E 
so, dass die Hypotenusen-Fläche 
E stets in einer festen Ebene E 
bleibt, wiihrend die zwei übrigen 
Seit~1~fiiichen a a 1 sich wn irgend 
zwei feste Gerade A, A 1 d1·ehen, 
so beschreibt die Kante a9 des 
rechten Winkels (a a 1) ein~ ein
faches Hyperbolo~d, in welchem 
auch die zwei festen Geraden A, 
A 1 liegen, und so diwchliiuft der 

,, Bewegt sich ein verände1·liches 
1·echtwinkliges Dreieck a a1 D so, 
dass der Scheitel D des rechten 
Winkels stets in einem festen 
Punkte D bleibt, während die 
zwei übrigen Ecken a, a1 sich 
liings irgend zwei festen Gm·aden 
21, fil 1 fortbewegen, so beschreibt 
die Hypotenuse a a1 ein einf aohes 
IIyperbolo~d, in welchem auch d-ie 
zwei festen Geraden fil, fil1 liegen, 
und so bewegt sich d1:e Ebene des 
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9) ))Wenn bei den beiden letzten Sätzen (7 und 8) 
alle Bedingungen dieselben bleiben, [223] nur dass 
die gegebenen festen Geraden m, m1 in einer Ebene 
E liegen sollen, so bleiben auch die Folgerungen 
die nämlichen, ausser dass alsdann an die Stelle des 
einfachen Hyperbolo'ids irgend ein Kegelschnitt 
tritt, der durch die Geraden erzeugt wird, also in 
ihrer Ebene liegt, und durch welchen der genannte 
Kegel D geht.« )JUnd wenn ferner insbesondere der 
feste Punkt D so liegt, dass der Strahl, welcher ihn 
mit dem Durchschnittspunkte der festen Geraden m, 
~ 1 verbindet, zu den beiden letzteren senkrecht ist, 
so ist alsdann der genannte Kegelschnitt eine Hy
perbel, welche die Geraden m, fil 1 zu Asymptoten 
hat.« Die Richtigkeit des letzten Falles folgt, wie man leicht 
bemerken wird, daraus, dass die unendlich entfemten Punkte 
der Geraden m, m1 offenbar den in ihrem gegenseitigen Durch
schnitte vereinigten Punkten entsprechen ( § 40, I). Auch kann 
dieser Fall dadurch aus dem. obigen Satze ( 4, links) gefolgert 
werden, dass man die dort genannten Ebenen B, B 1 durch 
eine solche dritte Ebene E schneidet, welche zu ihrer Durch
schnittslinie senkrecht ist, und welche mithin mit denjenigen 
beiden Strahlen , in welchen jene Ebenen von dem daselbst 
genannten Kegel D berührt werden~ parallel ist (§ 36, III). 

10) ))Steht die Axe eines Ebenenbüschels A auf 
der Ebene eines ebenen Strahlbüschels B 1 senkrecht, 
so sind beide Gebilde in Ansehung ihrer zu einander 
rechtwinkligen Elementenpaare proj ectivisch (g) und 
erzeugen einen Kreis, welcher in der Ebene des 
Strahlbüschels liegt, und den Abstand des Punktes 
B, in welchem jene Axe· A diese Ebene trifft, [224] 
vom Mittelpunkte B 1 des Strahlbüschels, zum Durch
messer hat.c< 

Da durch drei Paar entsprechender Elemente die projec
tivische Beziehung zweier Gebilde bestimmt ist, so folgen aus 
den obigen Sätzen (I, 3, 5, 7 und 1 0), durch Umkehrung, die 
nachstehenden : 

Scheitel des Eörperwinkels einen 
bestimmten Kegelschnitt, nlimlich 
den gegenseitigen Durchschnitt 
der jesten E 1·ene E und des Hy
pe1·bolo'ids. cc 

Dreiecks als Beriilirun,qsebene 
eines besti1nmten I(egels zweiten 
Grades, niinilich des Berührungs
kegels aus dem Punkte D an das 
Ryperboto'icl. << 
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11) a) ))Sobald bei zwei projectivischen Gebilden 

seien es 1) zwei Eb e nenb üschel A, A 0 deren Axen 

in einer Ebene liegen mögen (3) oder nicht (1); oder 

2) zwei ebene Strahlbüschel B, B 0 die in einer Ebene 

E (I) oder in einem Strahlbüscbel D (3) liegen; oder 

3) zwei sphärische Hauptkreise H, H 1 (5); oder 4) 

zwei sphärische Strahlbüschel ~, ~ 1 (5); oder end

lich 5) ein Ebenenbüschel A und ein ebener Strahl

b ü s c h e 1 B,1 ( 1 0) - i r g e n d d r e i e n t s p r e c h e n de E 1 e -

mentenpaare zu einander rechtwinklig sind, so sind 

je zwei der übrigen entsprechenden Elemente eben

falls zu einander rechtwinklig;(( und b) ))So bald bei 

zwei projectivischen Geraden m, m" (7) irgend drei 

Paar entsprechender Punkte von irgend einem Punkte 

D aus unter rechten Winkeln gesehen werden, so 

findet für jedes der übrigen Paare entsprechender 

Punkte ein Gleiches statt.<< 
Und daraus folgt weiter: 
12) a) ))Dass ·bei zwei beliebig liegenden projec

tivischen Gebilden - von der Art, wie sie so eben 

genannt worden (11, a), ausgenommen der fünfte Fall 

- im Allgemeinen und höchstens nur zwei Paar ent

sprechender Elemente zu einander rechtwinklig sind, 

nämlich es sind entweder zwei, oder nur ein, oder 

gar kein Paar zu einander rechtwinklig, eben so, 

[225] wie bei zwei projectivischen Gebilden, wenn 

sie in- oder aufeinander liegen, entsprechende Ele

mentenpaare zusammenfallen;(( und b) ))dass bei zwei 

beliebig liegen den proj ecti vi SC hen Ger ad en m, m1 von 

irgend einem beliebigen Punkte aus, gleicherweise 

entweder zwei oder nur ein, oder gar kein Paar ent

sprechende Punkte unter rechten Winkeln gesehen 

werden.cc Und zwar sind die erwähnten Elementenpaare 

wie folgt leicht zu finden. Sind z. B. zwei beliebig liegende 

projectivische Ebenenbüschel A, At gegeben, so denke man 

sich einen solchen dritten Ebenenbüschel A 2 , der mit .A1 

einerlei Axe hat, und der mit A in Ansehung ihrer zu ein

ander rechtwinkligen Ebenenpaare. projectivisch ist ( 1), so 

sind alsdann auch A 1 und A 2 projectivisch, und so viele 

entsprechende Elementenpaare der letzteren zusammenfallen, 

eben so viele entsprechende Elementenpaare von A 1 , Ai 
müssen offenbar zu einander rechtwinklig sein; die vereinigten 
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entsprechenden Elementenpaare von A„ A 2 werden aber nach 

(§ 31, III) gefunden. Bei den übrigen Paaren von Gebilden 

ist die Lösung äbn.lich. 
Die obigen Sätze (2, 4 und 6) können unter andern in 

folgende Grenzfälle übergehen : 
13) ))Wenn nämlich in (2) und in (4) die gegebenen 

festen Geraden A, A 1 zu einander rechtwinklig sind 

(bei (2) der Richtung nach), so treten offenbar an 

die Stelle sowohl des einfachen Hyperbolo1ds (2) 
als des Kegels (4), zwei Ebenen, wovon jede durch 

eine der beiden festen Geraden geht und zu der 

jedesmaligen andern senkrecht ist, und die daher 

auch zu einander senkrecht sind; d. h:, sollen die 

Seitenflächen a, a1 
eines rechten Flächenwinkels 

[226] (aa1 ) durch jene zwei zu einander rechtwink

ligen festen Geraden A, A 1 gehen, so ist der Ort 

seiner K an t e a2 auf d i e zwei g e nannten E b e n e n b e

s c h r ä n kt. Und wenn in ( 4 links) die gegebenen 

festen Ebenen B, B 1 zu einander rechtwinklig sind, 

so reducirt sich der daselbst genannte Kegel auf 

die j e n i g e n G e r ad e n , i n w e 1 c h e n er zu v o r j e n e E b e

n e n b e r ü h r t e, o d e r v i e 1 m e h r e s g e h t d i e K e g e 1 fl ä c h e 

i n d i e F 1 ä c h e d es du r c h d i e s e G e ra d e n e in g es c h 1 o s

s e n e n Winkels über; denn, alsdann ist jede von 

diesen zwei genannten Geraden zu allen Geraden 

in de r an d e r n E b e n e s e n k r e c h t. A e h n li c h es f o 1 g t 

für die sphärischen Sätze (6).<< 
14) »Zwei gegebene projectivische Gebilde, näm

lich entweder a) zwei Ebenenbüschel A, A 1 , oder fJ) 
zwei ebene Strahlbüschel B, B1 , so zu legen, dass 

ihre entsprechenden Elementenpaare zu einander 

rechtwinklig sind; und ferner: r) wenn zwei projec

tivische Gerade 2l, 2l.1 in beliebiger schiefer Lage im 

Raume gegeben sind, denjenigen Punkt D zu fin

den, von welchem aus ihre entsprechenden Punk

tenpaare unter rechten Winkeln gesehen werden.er 

Aufl ö s u n g. a) Man halte den einen Ebenenbüschel, 

etwa A, in seiner gegebenen Lage fest, und fälle aus einem 

beliebigen Punkte B_1 
Lothe auf seine Ebenen, so dass ein 

ebener Strahlbüschel B 1 entsteht, welcher mit dem Ebenen

büschel A ( 10 ), und mithin auch mit dem Ebenenbüschel A 1 

projectivisch ist. Sodann kommt es nur darauf an, den 
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Ebenenbüschel A1 so zu legen, dass er mit dem festen Strahl
büschel B 1 perspectivisch ist. Man suche zu diesem End
zweck die Schenkel s0 t1 und Seitenflächen a 0 1:1 der ent
sprechenden [227] rechten Winkel der beiden Gebilde B,., A1 
(§ 30, VI). Da die Strahlen si, t1 , der Voraussetzung ge
mäss, fest sind, so ist der Ort der Kante A1 des rechten 
Flächenwinkels ( a1 1:1), wenn seine Flächen durch jene Strah
len gehen sollen, auf diejenigen zwei Ebenen S, T beschränkt, 
welche durch s0 t1 gehen und beziehlich zu t1 , s.1 senkrecht 
sind ( 13 ). Sind ferner a0 {11 irgend zwei andere zu einan
der rechtwinklige Ebenen des Ebenenbüschels A1 , und sind 
a0 b1 die ihnen entsprechenden Strahlen im Strahlbüschel 
B 1 , so ist der Ort der Kante A 1 des rechten Flächenwin
kels (a1 (31 ), wenn seine Flächen durch jene Strahlen gehen 
sollen, auf eine besondere Kegelfläche K zweiten Grades be
schränkt ( 4), welche durch die Strahlen a0 b 1 geht, und die 
daher nothwendiger Weise von der einen oder der andern 
der vorigen Ortsebenen S, T in irgend zwei Strahlen 1 A, 1 A 
geschnitten wird, in denen allein die Kanten der zwei ge
nannten Flächenwinkel (u1 1:1 ), (a1 {Ji) zusammentreffen kön
nen, und in denen folglich allein die Axe A1 liegen kann, 
um der Aufgabe zu genügen, d. b., damit der Ebenen
büschel A 1 mit dem festen Strahlbüschel B. perspectivisch 
sei. Um die genannten Strahlen 1 A, 1A in der That zu fin
den, kann man danach z. B. wie folgt verfahren. Es stelle 
(Fig. 51) das Papier die Ebene des Strablbüschels B 1 vor, 
wo man sich also die Ebenen 8, T durch die Strahlen s1 , t1 
und senkrecht auf jener Ebene zu denken hat. Da die ge
nannten zwei rechtwinkligen Ebenenpaare a.1 und 1:1 , a 1 und 
(31 des Ebenenbüschels Ai nothwendiger Weise abwechselnd 
aufeinander folgen, etwa in der Ordnung at, a 1 , 1:1 , {11 , so 
müssen auch die ihnen entsprechenden Strahlenpaare s1 und 
t0 a1 und b1 im Strahlbüschel B„ abwechselnd aufeinander 
folgen, und zwar nach der Ordnung s1 , a 1 , t1 , b1 [228] 
(§ 29, II). Da ferner der genannte Kegel K von jeder Ebene 
E, welche zu einem der zwei Strahlen a1 , b 1 senkrecht ist, 
in einem Kreise geschnitten wird, wovon die Endpunkte eines 
Durchmessers in diesen Strahlen liegen ( 4 rechts), so ist also 
jede Gerade a o, die man zwischen diesen Strahten und z. B. 
auf a 1 senkrecht zieht, ein solcher Durchmesser, der noth
wendiger Weise jedesmal einen der zwei anderen Strahlen 
s 1 , tt, hier t1 , schneiden muss; über diesem Durchmesser 
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beschreibe man sofort in der zugehörigen Ebene E, welche 
die Ebene T in einer Geraden 1 a. 1 a. schneidet, den genannten 
Kreis , so wird dieser j euer Geraden ¼ a 1 a in zwei Punkten 
1 a, 1a begegnen, durch welche die verlangten Strahlen ¼ A, 1 A 
geben. (Man könnte übrigens auch über demselben Durch
messer in der Ebene der Figur einen Kreis beschreiben, und 
hier die Länge der Abschnitte 1at, 1at, so wie die Winkel, 
welche die Strahlen 1A, 1 A mit dem Strahle t1 einschliessen, 
oder mit einem Wort, die Dreiecke, 1 atB,u 1atB1 finden, wie 
leicht zu sehen ist. ) Hat man auf vorstehende Weise zwei 
bestimmte Lagen 1 A, 1 A für die Axe A 1 gefunden, so kennt 
man zugleich alle möglichen Lagen derselben, indem sie aus 
jenen dadurch, und nur dadurch, in andere, ihr zukommende, 
Lagen übergehen kann, wenn sie mit sich selbst parallel fort
bewegt wird. Es ist daher, wenn die Lage der Axe A ir
gendwo fest angenommen wird, die Lage, oder der Ort der 
Axe A 1 nicht beschränkt, sondern nur ihre Richtung, und 
zwar ist diese auf nur zwei bestimmte Richtungen 1 A, 1 A 
beschränkt. Die Axe A 1 kann daher auch in solche Lage 
g·ebracht werden, wo sie jene andere Axe schneidet, und wo 
alsdann die Strahlbüschel A, A 1 den mehrerwähnten beson
dern Kegel erzeugen. - Wenn insbesondere die gegebenen 
Ebenenbüschel A, A 1 gleich [229] sind, so fallen, wie leicht 
zu sehen, die · zwei Strahlen 1 A, 1 A in einen einzigen zu
sammen, welcher zu der Ebene des Strahlbüschels B 1 senk
recht ist, so dass alsdann die Axen A, At der Ebenenbüschel 
parallel werden, und wo alsdann letztere den sogenannten 
geraden Cylinder erzeugen. 

ß) Aus den obigen Sätzen (3 und 4, links) folgt zuvörderst, 
dass, um die gegebenen Strahlbüschel B, B.1 in die verlangte 
Lage zu bringen, von den .Schenkeln ihrer entsprechenden 
rechten Winkel (s t), s1 t1

) (§ 9, II) zwei ungleichnamige, also 
entweder s und t1 , oder t und st, vereinigt werden müssen. 
Ist dieses geschehen, und zwar so, dass zugleich die Mittel
punkte der Strahlbüschel zusammenfallen (in D), so ist sofort 
nur noch nöthig, den letzteren solche Lage zu geben, d. h., 
ihre Ebenen so gegen einander zu neigen, dass irgend ein 
Paar andere entsprechende Strahlen derselben, etwa a und a1 , 

zu einander re_chtwinklig sind, denn alsdann sind drei Paar 
entsprechende Strahlen s und s1 , t und t0 a und a1 zu ein
ander rechtwinklig, und folglich die Aufgabe gelöst ( 11 ). 
Allein bei genauer Untersuchung dieses Verfahrens gewahrt 
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man bald, dass von jenen ungleichnamigen Strahlenpaaren 

nicht jedes, sondern nur eins von beiden vereinigt werden 

darf, und zwar verhält es sich damit wie folgt. Von den 

zwei Winkelsummen (as) + (a1 t1 ) und (at) + (a1 s1) ist näm

lich, im Allgemeinen, die eine grösser und die andere klei

ner als ein rechter Winkel, weil beide Summen zusammen 

zwei rechte betragen, diejenige Summe nun, welche grösser 

ist, enthält jedesmal die zwei Strahlen, welche allein ver

einigt werden dürfen. Durch die wirkliche Auflösung wird 

dies, wie folgt, klar dargethan. Es sei z. B. die Summe 

(at) + (a1 s1 ) > R, so lege man die Strahlbüschel so, dass 

sowohl ihre Mittelpunkte [230] B, B 0 als die Strahlen t und 

s1 vereinigt sind. Wird sodann die Lage des einen Strahl

büschels, etwa die des B, als fest angenommen (Fig. 52), so 

kann der andere B 1 seine Lage nur noch dadurch ändern, 

dass er sich um den gemeinschaftlichen festen Strahl t s,1 

herumbewegt, wobei der Strahl a1 offenbar einen (geraden) 

Kegel zweiten Grades beschreibt; es soll aber diejenige Lage 

dieses Strahls gefunden werden, wo er zu seinem entspre

chenden Strahle a rechtwinklig ist, für diesen Fall muss er 

also auch in der Ebene E liegen, welche im Punkte B auf 

dem Strahle a senkrecht steht, und die also durch den zu a 

rechtwinkligen Strahl e geht, folglich können nur diejenigen 

zwei Strahlen 1 a, 1a, in welchen diese Ebene E jenen Kegel 

schneidet, die gesuchte Lage des Strahles a1 darstellen, wo

durch sofort auch die Lage des Strahlbüschels B1 , in der 

dieser allein der Aufgabe genügt, bestimmt ist. Wie die 

Strahlen 1 a, 1 a in der That zu construiren sind, ist nach die

sen Angaben leicht zu sehen. Auch sieht man jetzt, warum 

die Auflösung unmöglich wird, wenn (at) + (a1 s1 ) < R ist, 

weil nämlich alsdann Winkel (a1 s1 ) <(et), so dass folglich 

die Ebene E den durch a1 beschriebenen Kegel nicht in 

zwei Strahlen schneiden kann. - Wenn insbesondere die 

Strahlbüschel B, B 1 gleich sind, so berührt die Ebene E den 

genannten Kegel, weil dann Winkel (et)= (a,1 s1), so dass 

beide Strahlen 1 a, 1a mit e zusammenfallen, und so dass als

dann auch die Ebenen der Strahlbüschel aufeinander fallen. 

In diesem Falle können aber die Strahlbüschel auch in sol

cher Lage der Aufgabe genügen, in der sie anfangs oben (I) 

betrachtet worden, wo sie alsdann einen Kreis erzeugen. -

Käme es darauf an, die Stl'ahlbüschel so zu legen, dass ihre 

entsprechenden Strahlen bloss der Richtung nach zu einander 
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[231] rechtwinklig wären, wenn z. B. ihre Mittelpunkte in 
fester Lage gegeben wären u. s. w., so dürfte man nur eben 
so verfahren, wie vorhin, und sodann den Strahlbüschel B

1 

so legen, dass er mit sich selbst parallel wäre und ausser
dem jenen übrigen gegebenen Bedingungen genügte. 

y) Man beschreibe über irgend drei Projectionsstrahlen 
der gegebenen Geraden· m, m1, etwa über U a1, t) b1) C C1 l als 
Durchmesser genommen, Kugelflächen, welche sich, im Allge
meinen, in irgend zwei Punkten D, D 1 schneiden werden, 
von denen offenbar jeder der Aufgabe genügt (11, b). Schnei
den sich die drei Kug·elflächen nicht zusammen in zwei Punk
ten (oder berühren einander wenigstens in einem Punkt), so 
ist die Aufgabe für die gegebene Lage der Geraden &, m1 

unmöglich, sie kann aber, wofern eine Aenderung dieser Lage 
gestattet wird, leicht möglich gemacht werden. 14) 

Es ist hierbei noch zu bemerken, dass jede der zwei 
obigen Auflösungen ( a), (ß) auch auf die andere zurückge
führt werden kann (h), und dass ferner auch die ihnen ent
sprechenden sphärischen Aufgaben sich auf ähnliche Weise 
lösen lassen. 

Durch die erste Auflösung ( a) ist auch zugleich die fol
gende, zu (§ 30) nachträgliche, Aufgabe gelöst: 

15) )) Zwei pro j e c t i v i s c h e G e bilde A 0 B 11 n ä m 1 ich 
ein e n E b e n e n b ü s c h e 1 u n d e i n e n e b e n e n St ra h 1 b ü s c h e 1, 
die in beliebig schiefer Lag~ gegeben sind, in per
specti vische Lage zu bringen.cc 

Wie die genannte Auflösung zeigt, kommen dieser Auf
gabe, im Allgemeinen, zwei Auflösungen zu, d. h., wird die 
Lage des einen Gebildes als fest angenommen, [232] so kann 
das andere in zwei verschiedenen Lagen der Aufgabe genügen. 

In Bezug auf die oben . betrachteten besondern Erzeug
nisse projectivischer Gebilde, deren entsprechende Elemente 
zu einander rechtwinklig sind, ist endlich noch zu bemerken, 
dass sie bei gewissen Untersuchungen (im Raume und auf der 
Kugelfläche) ähnliche Hülfe leisten, wie man sie vom Kreise, 
vermöge seiner in (I) angegebenen Eigenschaft, allgemein zu 
benutzen gewohnt ist, und was z. B. auch schon bei der vor
stehenden Auflösung (ß) zu sehen ist. Deshalb mag in Hin
sicht des besondern einfachen Hyperbolo1ds (1, 2) und des 
besondern Kegels zweiten Grades (3, 4 rechts) hier noch ins
besondere erinnert werden: ))Dass diese Figuren, vor 
den übrig·en ihrer Art, daran zu erkennen sind, 
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dass jeder Kreisschnitt in ihnen zu einem ihrer 
Strahlen senkrecht ist, und dass sie daher unter an
dern, wie folgt, bestimmt und erzeugt werden (§ 51, 
IV, 9): 

16) >>Das genannte besondere einfache Hyperbo
lord wird bestimmt und erzeugt: 

a) wenn irgend ein Kreis Kund zwei ihn schnei
dende Gerade A, A ,1 , wovon die eine A senk
r e c h t u n d die a n d er e A ,1 b e 1 i e b i g s c h i e f an f 
seiner Ebene steht, und welche Geraden sich 
nicht schneiden, gegeben sind; nämlich bewegt 
sich alsdann eine dritte Gerade a so, dass sie 
stets die drei gegebenen festen Elemente K, 
A, A 1 schneidet, so beschreibt sie die genannte 
Fläche; oder: · 

b) wenn irgend zwei feste Gerade A, A 0 die nicht 
in einer Ebene liegen, gegeben sind, und ein 
veränderlicher Kreis 1( sich so [233] bewegt, 
dass seine -Ebene stets zu der einen Geraden 
A senkrecht ist, und dass stets die Endpunkte 
eines Durchmessers desselben in den zwei festen 
Geraden liegen, so beschreibt er die genannte 
Fläche.cc Und: 

17) ))Wenn irgend ein Kreis I{ und irg·end eine 
ihn schneidende und auf seiner Ebene senkrecht 
stehende Gerade A gegeben sind, so wird durch 
jeden Punkt"D in der Geraden und durch den Kreis 
der genannte besondere Kegel erzeugt, d. h., so ist 
der Kegel, welcher durch den Kreis geht und jenen 
Punkt D zum Mittel p nn kt hat, ein solcher b eson de
rer Kegel.« 

III. An die vorstehende Reibe von Sätzen hätten fast 
unmittelbar noch mehrere andere Sätze angeschlossen werden 
können, wovon ich einige im Anhange aufstellen werde. Hier 
soll nur noch ein eigenthümlicher Fall (I), der mit einer 
Einschränkung schon in der vorigen Betrachtung (II, h) vor
kam, Platz finden. 

Fällt man nämlich aus einem beliebigen Punkte D Lothe 
auf die Ebenen a, ß, r, ..... , au ß11 ru ..... irgend zweier 
beliebig schief liegender projectivischer Ebenenbüschel A, A„ 
so bilden dieselben zwei ebene Strablbüschel B, B .1 , welche 
beziehlich mit den Ebenenbüscheln A, A 4 (II, g), und folglich 
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auch unter sich, projectivisch sind, und welche somit, im 
Allgemeinen, einen Kegel zweiten Grades erzeugen, dessen 
Mitelpunkt D ist. Ferner folgt, dass die Ebene irgend 
zweier entsprechender Strahlen (Lothe) der Strahlbüschel B, 
B,., wie z. B. die Ebene (aa1 ) der Strahlen a, a1 , zu der 
Durchschnittslinie a2 der diesen Strahlen entsprechenden Ebe
nen a, a 1 der Ebenenbüschel A, .A1 senkrecht ist. [234] 
Wird endlich noch erinnert, dass die Ebenenbüschel A., A 0 

da sie sich in schiefer Lage befinden, im Allgemeinen, ent
weder ein einfaches HyperboloYd oder einen Kegel zweiten 
Grades erzeugen, so folgen also nachstehende Sätze: 

1) )>Alle Ebenen [(aa1 )], welche durch einen be
liebigen festen Punkt D gehen, und wovon jede zu 
irgend einem Strahle (a2 ) eines einfachen Hyperbo
loYds senkrecht ist, umhüllen irgend einen Kegel D 
zweiten Grades.rc 

2) >> Fällt man aus irgend 
einem Punkte D 1 (Durchschnitt 
der Axen A., A 1) Lothe auf die 
Berührungsebenen eines gegebenen 
Kegels D zweiten Grades, so lie
gen sie in einer andem Kegel
fläche [AA 1 ] von demselben 
Grade<,*). 

2) >> Legt man durch i'rgend 
einen Punkt D Ebenen, welche 
auf den Strahlen eines gegebenen 
Kegels [AAi] zweiten Grades· 
rechtwinklig stehen, so umhüllen 
und berühren sie irgend einen an
dern - Kegel D von demselben 
Grade«*). 

\ 

Zusammengesetztere Sätze und Aufgaben. 

54. Die in den vorhergehenden ParagTaphen (§ 50-53) 
entwickelten Eigenschaften beliebig schief liegender projec
tivischer Gebilde und deren Erzeugnisse führen, durch Wie
derholung und Verbindung, zu zusammengesetzteren Sätzen,_ 
und zwar sind sie sehr dazu geeignet, eine Menge von Auf
gaben leicht zu lösen, viele Sätze einfach zu beweisen, den 
inneren Zusammenhang von Porismen klar darzustellen, so 
wie endlich auch die Abhängigkeit gewisser Systeme ungleich
artiger Figuren von einander zu begründen, und die [235] 
Gesetze für die Uebertragung der Eigenschaften des einen 
Systems auf das andere nachzuweisen. Einige passende Bei
spiele werden hinreichend sein, um dieses alles ins Klare zu 

*) Diesen Satz, nebst einigen mit ihm zusammenhängenden 
Eigenschaften, habe ich .zuerst bei einer Gelegenheit im Journal 
f. Mathem. Bd. II, Heft III, ausgesprochen. 

Ostwald's Klassiker. 83. 6 
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setzen. Ich muss j edoch bemerken, dass man hier auf ähn

liche Weise, wie früher (§ 19-25), (§ 41-43) und (§ 46), 

zu Werke gehen könnte, nämlich durch stufenweise Verbin

dung der Gebilde und mit genauer Oekonomie, alle verschie

denen Reihenfolgen von Sätzen und Aufgaben zu entwickeln. 

Mehrere hierhin gehörige Sätze und Aufgaben werde ich im 

Anhange, zur Selbstübung, aufstellen. 

55. Zum Behufe einiger nachfolgender Sätze und Aufga

ben , so wie zur Erleichterung für alle späteren ähnlichen 

Betrachtungen, sollen hier vorerst einige Erklärungen festge

stellt werden, welche als Ergänzung oder als Erweiterung sich 

an die obigen Erklärungen (§ 19 ) anschliessen, und welche 

eigentlich schon früher (§ 32, oder § 33) ihre Stelle hätten 

finden können. Aehnlicherweise nämlich, wie in (§ 19) die 

Figuren in der Ebene erklärt und in ihrer Voliständigkeit 

aufgefasst worden sind, sollen hier Figuren, im Allgemeinen, 

mögen sie in einer Ebene E, oder in einem Strablbüschel D, 
oder im Raume überhaupt liegen, erklärt und aufgefasst wer

den, und zwar wie folgt. 15) 

Irgend n Ebenen, die als zu
sammengehörend ins Aug ge
fasst werden, sollen fortan »v o 11-
s t ä n d i g es n Flach« heissen, 
nämlich die Ebenen sollen seine 
Flächen und die Geraden , in 
denen sie sich paarweise schnei
den, sollen seine Kanten ge
nannt werden; es hat also im 
Ganzen ½ n (n-1 ) Kanten. Fer
ner sollen die n Ebenen, wenn 
sie in irgend einer bestimmten 
Aufeinanderfolge [236] aufge
fasst werden, wo bei nämlich die 
erste als auf die letzte (nte) 
folgend angesehen wird, »ein -
faches nFlachc< heissen, und 
zwar sollen nur allein die Ge
raden, in denen sich die unmit
telbar aufeinander folgenden 
Ebenen schneiden, Kanten des
selben genannt werden; das voll
ständige n Flach umfasst also 
3, 4, 5 . .. (n-1) einfache n Flach 
(§ 25, Note). Endlich soll das 
vollständige n Flach, so wie 
jedes einfache n Flach, »im 
Strahlbüschel« oder »im 

Irgend n Punkte, die als zu
sammengehörend ins Aug ge
fasst werden, sollen fortan »v o 11-
s t ä n d i g es n Eck« heissen, 
nämlich die Punkte sollen seine 
E c k e n und die Geraden, in de
nen sie paarweise liegen, sollen 
seine Seiten genannt werden; 
es hat also im Ganzen½ n (n-1) 
Seiten. Ferner sollen die n 
Punkte, wenn sie in irgend einer 
bestimmten Aufeinanderfolge 
aufgefasst werden , [236] wobei 
nämlich der erste als auf den 
letzten (n ten) folgend angesehen 
wird, i>einfaches n Ecke< heis
sen, und zwar sollen nur allein 
die Geraden, in denen die un
mittelbar aufeinander folgenden 
Punkte paarweise liegen , Sei
ten desselben genannt werden; 
das vollständige n Eck umfasst 
also 3, 4, 5 ... (n-1) einfache n 
Ecke (§ 25, Note). Endlich soll 
das vollständige n Eck, so wie 
jedes einfache n Eck »in der 
Ebenecc oder >>im Raume « 
heissen, je nachdem seinen Ecken 
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Raum e« heissen, je nachdem 
seine n Flächen sämmtlich durch 
einen und denselben Punkt D 
gehen oder nicht. Wenn übri
gens in der Folge die unvoll
ständigen Benennungen »n 
Fl a chcc , »n Flach im R a umec< 
gebraucht werden , so soll da.r
unter beziehlich: »einfache s 
n Flach im Strahlbüsch e l«, 
»einfaches n Flach im 
Raume cc verstanden werden. 

sämrntlich- in einer und dersel
ben Ebene E liegen oder nicht. 
Wenn übrigens in der Folge die 
unvollständigen Benennungen: 
»n Eck«, »n Eck im Raume« 
gebraucht werden, so soll dar
unter beziehlich: ))einfaches 
n Eck in der Ebene«, »ein
fach en n Eck im Raume« 
verstanden werden. 

Auch ist zu bemerken, dass ein i> ein f a eh es n Flach 
im Raume« zugleich als >>einfaches n Eck im Raume<< 
oder als iieinfaches n Kant oder n Seit im Raume<e auf
gefasst werden kann, so dass also derselben Figur jeder von 
diesen vier Namen beigelegt werden kann, je nachdem es 
den Umständen angemessen ist; und zwar sind diese Namen 
einander dergestalt paarweise zugeordnet, dass man z. B., 
wie oben geschehen, sagt: das einfache n Flach im Raume 
habe n Kanten., und das einfache n Eck •im Raume habe n 
Seiten, und auch umgekehrt; d. h., es sind die Namen Flä
che und Kante, so wie Ecke und Seite einander zu
geordnet. 

[237] Ferner ist über n Seit und n Kant noch folgendes 
zu bemerken : 

Irgend n Gerade in einer 
Ebene E zusammengefasst, heis
sen »vollständiges n Seit in 
derEbenecc (§19). 

Irgend n Strahlen in einem 
Strahlbüschel D zusammenge
fasst, sollen ))vollständiges 
n Kant im Strahlbüschel« 
heissen. 

Das vollständige n Kant .steht also dem vollständigen n 
Flach im Strahlbüschel D ähnlich erweise entgegen, wie das 
vollständige n Eck dem vollständigen n Seit in der Ebene E 
(§ 19); denn wird der Strahlbüscbel D der Ebene E entge
gengestellt, so entspricht das genannte n Kant dem n Eck 
und das n Flach dem n Seit (§ 33). 

Es giebt nur einfache n Seit und n Kant im Raume, 
aber keine vollständige, es sei denn, dass man irgend n 
Gerade im Raume (wovon keine zwei in einer Ebene liegen) 
so nennen wolle; allein da zwischen solchen Geraden keine 
unmittelbare Verbindung stattfindet, so möchte diese Benen
nung unpassend sein. 

6* 
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56. Zu den obenerwähnten Beispielen (§ 54) gehören nun 
zunächst die folgenden ausgedehnten Sätze (Porismen) und 
Aufgaben. 

1) ,, Wenn im Raume irgend eine 
Anzahl n beliebige Gerade si!, si!u 
sil2, .•••• , siln _ 1 , und desgleichen 
eine andere, um eins geringere, 
Anzahl n-1 beliebige Gerade A, 
Au A 2, ••••• , An_ 2 , gegeben sind, 
wovon weder bei jenen, noch bei 
diesen, keine zwei in einer Ebene 
liegen, und wenn n Ebenen a, a 1, 

a2, ••••• , an_ 1, die der Reihe 
nach durch [238] jene ersten n 
Geraden gehen, sich so bewegen, 
dass die Durchschnittslinien der 
nach der Reihe unmittelbar auf
einander folgenden Ebenenpaare, 
also die n-1 Durchschnittslinien 
0.. IX1' IX1 IX2, IX2 IX3, •.••• ' IXn-2 IXn-1, 

nach der Ordnung beziehlich jene 
andern n-1 feste..n Geraden 
schneiden, so beschreibt nicht allein 
jede dieser Durchschnittslini·en, 
sondern so beschreibt jede der 
-h- n (n-1) Durchschnittslinien, in 
welchen die n Ebenen im Ganzen 
einander paarweise schneiden, ein 
einfaches Hyperbolo'id, in wel
che m auch die zwei festen Gera-
den liegen, um die sich die jedes
maligen zwei Ebenen drehen. cc 

1) » Wenn im Raume irgend eine 
Anzahl n beliebige Gerade si!, sili, 
sil2, ••••• , siln-i, und desgleichen 
eine andere, um eins geringere, 
Anzahl n-1 beliebige Gerade A, 
Au A 2, ••••• , An_2 gegeben sind, 
wovon weder bei jenen, noch bei 
diesen, kei'ne zwei in ei·ner Ebene 
liegen, und wenn n Punkte a, a1, 

a2, ••••• a1i-i, d·ie der Reihe nach 
in jenen ersten n [238] Geraden 
liegen, sich so beweg_en, dass die 
Geraden, welche durch die un
mittelbar aufeinander folgenden 
Punktenpaare gehen, also die n-1 
Geraden a a1 , a1 a2 , a2 a3 , .•... , 

an- 2an _ 1, nach der Ordnung be
ziehlich jene n-1 andern festen 
Geraden schneiden, so beschreibt 
nicht allein jede diese1· schneiden
den Geraden, sondern so be
schreibt jede der ½ n (n-1) Ge
raden, in welchen die n Punkte 
paarweise genommen liegen, ein 
einfaches Hype1·bolo'id, welches 
auch durch dir}jenigen zwei festen 
Geraden geht, in welchen sich 
die jedesmaligen zwei Punkte be
wegen.« 

Die Richtigkeit dieser Sätze folgt ohne Scliwierigkeit aus 
den obigen Fundamentalsätzen (§ 51, IV). Auch ist leicht 
zu sehen, dass und wie diese Sätze, in gewissem Sinne, die 
früheren Sätze ( § 4 7, I und II) als besondere Fälle umfassen, 
und dass ihr Beweis dem der letztern ähnlich ist. Ausser
dem umfassen sie sehr viele andere besondere Fälle, als 
z. B. die nachstehenden. 

2) >> Wenn im Raume ein be
liebiges n Kant SlC sit1 sit2 ..•.. SlCn _ 1 
und irgend n-1 Kegelflächen 
zweiten G1·ades [~lsil1], [sil1 sil2], 

[si!n _ 2 siln _;], welche nach 
der Reihe den n-1 ersten Kan-
tenwinkel (sil sit1 ), (SlC1 sil 2 ) , 

2) >> Wenn im Raume ein be
li'ebiges n Seit A A1 A 2 ..... An-1 
und irgend n-1 Kegelschnitte 
[A A 1], [A1 A2], ..... [An_ 2An - 1l, 
welche nach der Reihe den n-1 
e1·sten Winkeln (AA 1), (A 1 A2l, 
.. , . . (An - 2An- 1) des n Seds 
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(mn_ 2 21n- 1) des n [239] Kants 
umschrieben sind*), gegeben sind, 
und wenn ein veränderliches ein
faches n Flach a a 1 a2 • • • • • a,n _ 1 

sich so bewegt, dass seine Flächen 
a a1, •••.• an- 1 , nach der Reihe, 
sich um die Ranten 21, 2111 ••••• 

mn _ 1 Jenes n Kants drehen, wäh
rend seine n-1 ersten Kanten 
aa1, a 1 a2 , ••••• , an_ 2 an-t, 21.ach 
der Ordnung , sich als Sfrahlen 
in Jenen Regel.ftiichen bewegen: 
so bewegt sich auch seine n te 
Kante an_ 1 a in einer bestimm
ten nten KegeijUiche 2 ten Gra
des [21n _ 1 21], welche dem n ten 
Kanten- Winkel (21n _ 1 21) des ge
gebenen n Kants umschrieben ist, 
und so beschreibt Jede der übrigen 
½n (n-3) Kanten des durch das 
genannte n Flach a a 1 •..•• ctn _ 1 
bestimmten vollstlindigen n Flachs 
ein einfaches Hyperbolo'id, wel
ches durch diejenigen zwei Kan
ten des gegebenen n Kants geht, 
wn welche sich die zwei Flüchen, 
denen die Jedesmalige beschrei
bende Kante angehört, drehen.<, 

3) » Wenn im Raume ein be
liebiges n Kant m 211 •.••• 21n- 1 

und irgend n-1 Ebenen $8, >Bu 
• • • . . >Bn _ 2 , welche durch die 
n-1 ersten Ecken 212l1 , 211 W2 , 

" · .. , 21n _ 2 21n _ 1 des [240] n 
Kants gehen, gegeben sind, und 
wenn ein veründerliches einfaches 
n Flach a a 1 •••.. an_ 1 sich so be.= 
wegt, dass seine Flüchen, nach 
de1· Reihe, sich um die Kanten 
jenes n Kants drehen, wülwend 
seine n-1 ersten Kanten , nach 
der Ordnung, sich in jenen festen 
Ebenen bewegen: so beschreibt 
seine letzte Kante eine bestimmte 
Kegelflüche zweiten Grades, wel
che dem letzten Winkel des ge-

*) d. h. die Kegelfläche g·eht 
durch die jedesmaligen zwei 
~anten und ihr Mittelpunkt 
hegt also in ihrem Durchschnitts
punkt. 

[239] einge.schrieben sind*), gegeben 
sind, und wenn ein veränderliches 
ei'-nfaches n Eck aa1 a2 ..... Ctn _ 1 

sich so bewegt, dass sei·ne Ecken 
a, a1 • • • • . Ctn _ i, nach der Reihe, 
die Seiten A, A 1, •..•• An- 1 Je
nes n Seits durchlaufen, wtih1·end 
seine n-1 ersten Seiten a ai, a1 a2, 

..... , an _ 2 an_ 1 , nach der Ord
nung, sich als Tangenten um Jene 
Kegelschnitte herumbewegen : so 
bewegt ~ich auch seine n te Seite 
an_ 1 a als Tangente um einen 
bestimmten n ten Kegelschnitt 
[An_ 1A], welcher dem n ten 
Winkel (An- 1A ) des gegebenen 
n Seits eingeschrieben ist, u,nd so 
beschreibt jede der ½ n (n-3) 
übrigen Seiten des vollstlindi'gen 
n Ecks, welches durch das ge
nannte einfache n Eck a a1 •.••. 

an_ 1 bestimmt wird, ein einfaches 
Hyperbolo'id, in welchem auch 
diejenigen zwei Sei'ten des gege
benen n Seits liegen, llings denen 
sich die zwei Ecken, welche die 
Jedesmalige beschreibende Seite 
bestimmen, bewegen.,, 

3) >> Wenn i·m Raume ein be
liebi'ges n Seit A A 1 • • • • • An_ 1 

u'nd irgend n-1 Punkte B, Bu 
..... Bn_ 2 , welche in den n-t 
ersten Flüchen ( Winkel-Ebenen) 
AAu A 1 A 2 , ..... An_ 2 An-t 
[240] des n Seits liegen, gegeben 
sind, und wenn ein verände1·liclies 
einfaches n Eck a a1 .•..• an_ 1 
sich so bewegt, dass seine Ecken, 
nach der Reihe, die Seiten Jenes 
n Seits durchlaufen, wiih1·end seine 
n-1 ersten Seiten, nach de1· Ord
nung, sich um Jene festen Punkte 
drehen: so bewegt sich seine letzte 
Seite als Tangente um einen be
stimmten Kegelschnitt, welcher 
dem letzten Winkel des gegebenen 

*) d. h. der Kegelschnitt be
riihrt die zwei Schenkel des 
Winkels und liegt also mit ihnen 
in einer und derselben Ebene. 
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gebenen n Kants umschrieben ist, 
und so beschreibt Jede der übrigen 
½n (n-3) Kanten des durch das 
genannte einfache n Flach be
stimmten vo.llstiindigen n Flachs 
a a 1 ••••• IXn _ 1 ein einfaches Hy
perbolo'iid, welches durch dil',jeni·
gen zwei Kanten des gegebenen 
n Kants geht, llings denen sich 
dieJedesrnalige beschreibende Kante 
bewegt.<< 

4) » Wenn i·m Raume irgend 
eine Anzahl n beliebige Gerade 
fil, fil1, ••••• , filn-i, und eine glei
che Anzahl andere beliebige Ge
rade A, Ai, ..... , An-i, wovon 
weder von di'esen noch von Jenen 
keine zwei in einer Ebene hegen, 
gegeben sind, so soll ein n Flach 
(im Raume) so besclwieben wer
den, dass seine Ebenen der · Reihe 
nach durch die ersten n Geraden 
gehen, und seine I{anten der Ord
nung nach die letzten n Geraden 
schneiden.<< 

n Seits eingeschrieben ist, und so 
beschreibt Jede der übrigen { n 
(n-3) Seiten des dur·ch das ge
nannte einfache n Eck bestimm
ten vollstiindigen n Ecks a a1 ..... 

an- i ein einfaches Hyperbolo'iid, 
welches durch ditdenigen zwei 
Seiten des gegebenen n Seits geht, 
liings denen sich die Jedesmalige 
beschreibende Seite bewegt.« 

4) » Wenn im Raume irgend 
eine Anzahl n beliebi'ge Gerade 
l2l fili, ...... , filn- 1, und eine glei-
che Anzahl andere beli'ebige Ge
rade A, A 1, ••••• , An_ 1 , wovon 
weder von diesen noch von Jenen 
keine zwei in eine1· Ebene liegen, 
gegeben sind, so soll ein n Eck 
(i'm Raume) so beschrieben wer
den, dass seine Ecken der Reihe 
nach in den ersten n Geraden 
liegen, und seine Seiten der Ord
nung nach die andern n Geraden 
schneiden.« 

[241] Aehnlicherweise, wie die obigen Sätze (1) andere 
Sätze, umfassen auch die vorliegenden Aufgaben (4), in ge
wisser Hinsicht, die früheren Aufgaben (§ 25 und § 4 7, III) 
als besondere Fälle in sieb, und ihre Lösung ergiebt sich aus 
denselben projectivischen Eigenschaften, auf welchen die Lö
sung der letzteren beruht. Nämlich man nimmt, um z. B. 
die Aufgabe (4, rechts) zu lösen, in der ersten Geraden m 
irgend einen Punkt a an, legt durch diesen einen Strahl a, 
welcher die zwei Geraden .A, m.1 schneidet (§ 51, II); so er
hält man in der letzteren einen bestimmten Punkt a1 (den 
Durchschnittspunkt); durch diesen wird weiter ein Strahl a1 

gelegt, welcher die zwei folgenden Geraden .A1 , m2 schneidet, 
wodurch man in der letzteren m2 einen Punkt a2 findet, und 
so fährt man fort, bis man endlich durch einen bestimmten 
Punkt Un_1 , in der Geraden m11 _ 1 , einen Strahl an_1 legt, 
welcher die zwei Geraden An-i , m schneidet, wodurch man 
in der letzteren m einen zweiten Punkt erhält, welcher 07i 

heissen und als schiefe (oder gebrochene) Projection des ersten 
a angesehen werden mag. Eben so sncht man zu irgend 
zwei andern beliebigen Punkten f,, c der Geraden m zwei 
ihnen entsprechende Punkte liri, Cn in derselben, siebt sodann 
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die Punkte a, '6, c und Ctn, Dn, Cn als entsprechende Punkte 

zweier aufeinander liegender projectivischer Geraden fil, filn 
an, und sucht (§ 17 ) die vereinigten entsprechenden Punk

tenpaare der letzteren, wodurch sofort die vorgelegte Aufgabe 

als gelöst zn betrachten ist. Die andere Aufgabe (links) ist 

dadurch offenbar zugleich gelöst. Wenn die Rangordnung der 

gegebenen Geraden, jede Abtheilung für sich genommen, nach 

Belieben gewählt werden darf, so ist die Zahl der Auflösun

gen, welche jede der vorgelegten Aufgaben im Allgemeinen 

[242] zulässt, offenbar dieselbe, wie bei der obigen Aufgabe 

(§ 25, Note). 16) 
Den obigen Sätzen (2) und (3) entsprechen nachstehende 

Aufgaben. 

5) >> Wenn im Raume ein belie- 5) » Wenn im Raume ei"n b.e-
biges n Kant und irgend n Ke- liebiges n Seit und irgend n Ke-
geljliichen zweiten Grades, welche gelschnitte, welche den rVinkeln 
denn Winkeln desselben umschrie- desselben eingeschrieben sind, ge-
ben sind, gegeben sind, so soll ein geben sind, so soll ein n Eck so 
n Flach so besckrieben werden, bescln·ieben werden, dass seine 
dass seine Fliichen nach de1· Ecken nach der Reihe in den 
Reihe durch die Kanten jenes n Seiten jenes n Seits liegen, und 
Kants gehen, und seine Kanten, seine Seiten, nach de1· Ordnung, 
nach de1· Ordnung, in jenen jene Kegelschnitte berühren.,, 
Kegel.fiiichen liegen. cc 

6) >> Wenn irn Raume ein belie- 6) » Wenn irn Raume ein belie-
biges n Kant und irgend n Ebe- biges n Seit und irgend n Punkte, 
nen, welche nach der Reihe durch U<,elche nach der Reihe i'n seinen 
seine n Ecken gehen, gegeben Winkel-Ebenen liegen, gegeben 
sind, so soll ein n Flach so be- sind, so soll ein n Eck · so be-
sclwieben we1·den, dass seine Flii- schrieben werden, dass seine Ecken, 
chen, nach der Reihe, dU?·ch die nach der Reihe , in den Seiten 
Kanten jenes n Kants gehen, und jenes n Seits liegen, und seine 
seine Kanten, nach der Ordnung, Seiten, nach der Ordnung, clu1·ch 
in Jenen Ebenen liege?}, cc - jene Punkte gehen. cc 

Die Lösung dieser Aufgaben (5 und 6) beruht auf den

selben Eigenschaften, wie die der obigen Aufgabe (4), von 

welcher sie, in gewissem Sinne , besondere Fälle sind. Die 

zwei letzten Aufgaben (6) sind, im Grunde genommen, eine 

und dieselbe, auch wurde die eine davon schon früher (§ 32, 

Ende) mit anderen Worten ausgesprochen. 
5 7. Ein sehr specieller ~.,all der vorhergehenden Haupt

aufgabe (§ 56, 4) ist in neuerer Zeit in einigen mathemati

schen Zeitschriften unter verschiedenen Gesichtspunkten auf

gefasst und gelöst worden; dieser Fall [243] kann hier, unter 

allen seinen verschiedenen Aussagen, nebst einigen Folgerungen, 
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mittelst projectivischer Eigenschaften, auffallend leicht gelöst 
und klar dargestellt werden. Die erste Aussage dieses Fal
les, wenn man ihn nämlich aus der obigen Aufgabe ableitet, 
und zwar {dadurch, dass ,. daselbst die Zahl der gegebenen 
festen Geraden bei jeder Abtheilung auf nur zwei be
schränkt wird, lautet wie folgt: 

1) >> In irgend vier gegebenen 
Geraden ~, S21 1 , A , A 1 , wovon 
keine zwei in einer Ebene liegen, 

· vier Punkte zu .finden, in Jeder 
einen, welche in einer Geraden 
liegen.« 

1) >> Durch irgend vier gegebene 
Gerade ~, S21i, A, Ai, wovon kei'ne 
zwei in einer Ebene liegen, vier 
Ebenen zu legen, durch jede eine, 
welche sich in einer Geraden 
schneiden. (( 

Oder diese beiden Aufgaben lassen sich in folgende be
kannte Aufgabe zusammenfassen: 

2) >>Diejenigen Geraden zu finden, welche irgend 
vier gegebene Gerade A, Au A 2 , A 3 , wovon keine 
z w e i i n e i n er }{J b e n e 1 i e g e n , s c h n e i d e n. cc 

Auflösung. Die obige Auflösung, (§ 56, 4) vereinfacht 
sich für den gegenwärtigen Fall wie folgt. Durch eine der 
gegebenen vier Geraden, etwa durch A, lege man irgend drei 
Ebenen a, (3, r, welche die drei übrigen Geraden A 1 , A 2 , A 3 

beziehlich in den Punkten Cli , 02 , 0 3 ; b 1 , u2 , l\ ; C1 , C2 , C3 

schneiden, wobei das Bild (Fig. 53) der Vorstellung behülf
lich sein mag, ziehe sodann die Strahlenpaare 01 02 und 02 a3, 

f\ 02 und 02 o3, C1 C2 und c2 c3 , welche · der Geraden A in den 
Punktenpaaren Cl und o4 , o und o4 , c und c4 begegnen, sehe 
diese als entsprechende Punktenpaare zweier aufeinander lie
gender projectivischer Geraden A und A 4 an, und suche so
fort deren vereinigte entsprechende Punkte (§ 1 7), so kann 
endlich durch jeden dieser Punkte (und [244] nur durch diese) 
eine Gerade gelegt werden, die der Aufgabe genügt, nämlich 
die Gerade, welche alsdann durch den einen oder andern die
ser Punkte so gelegt wird, dass sie irgend zwei der drei 
Geraden A 1 , A 2 , A 3 schneidet, trifft auch die jedesmalige 
dritte, und schneidet somit alle vier gegebenen Geraden. Es 
giebt demnach im Allgemeinen zwei Gerade, die der Auf
gabe genügen; es kann aber auch nur eine, oder gar 
keine geben (§ 16, II). 

Die Richtigkeit dieser Auflösung fällt in die Augen. 
Nämlich vermöge der Strahlen o 02 , b o2 , c c2 , ••••• , welche 
durch die Ebenen a, (3, r, . . . . . des Ebenenbüschels A be-
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stimmt werden, und welche die · drei Ge1:aden A., A.1 , A.2 
schneiden, sind die Geraden A. und A.2 in Ansehung der 
Punkte a, o, c, ..... und a2 , 02 , c2 , ••••• projectivisch, und aus . 
gleichen Gründen sind die Geraden A.2 und A.

4 
in Ansehung 

der Punkte 02 , 02 , c2 , ••••• und a4 , :0 41 C41 ••••• projectiviscb, 
folglich sind. auch die Geraden A und A 4 in Ansehung der 
Punkte a, o, c ..... und Ct 4 , f, 41 C4 ..... projectivisch und es 
müssen bei ihren vereinigten entsprechenden Punkten noth
wendigerweise auch die zugehörigen Strahlen aufeinander fallen, 
die sodann jene Geraden sind, welche der Aufgabe genügen. 

Die vorstehende Aufg·abß (2) wurde von Gergonne im 
XVII. Bd. S. 83 seiner Annales de mathematiques zur Lösung 
aufgestellt, und zwar mit der Fordernng, dass die gesuchten 
Geraden in aller Strenge construirt werden sollen ( construire 
rigoureusement la droite qui etc.) , weil er vermuthlich die 
Constructionen bei den damals bekannten Auflösungen, wel
che mittelst Coordinaten oder durch Projection (Geometrie 
descriptive) ausgeführt warnn, ungenügend fand. Ich habe 
darauf im Bd. II. S. 268 des Journal für [245] Mathema
tik eine Auflösung· dieser Aufgabe bekannt gemacht, und 
fast gleichzeitig erschien auch in den genannten Annales 
Bd. XVIII. S. 182 eine Auflösung derselben von Bobillier 
und Garbinsky. Diese zwei Auflösungen stimmen jedoch in 
Einigem mit denen überein, welche Petit und Brianchon 
schon früher (im Bd. I. S. 4 34 'der Corresp. sur l'Ecole 
Polyt.) gegeben hatten, die mir aber erst später zu Gesichte 
kamen. Im erwähnten Journal Bd. V. S. 174 erschien ferner 
eine dritte Auflösung·, die indessen vor den früheren wenig 
Vorzüg·e zu haben scheint, nur dass sie durch Hülfe der Co
ordinaten geführt ist. Die vorstehende Auflösung ist un
streitig unter allen hier genannten bei weitem die einfachste 
und bequemste, und dürfte als solche wohl der Gergonne
schen Forderung Genüge leisten. 17) 

Eine andere Aussage der obigen Aufgabe, unter welcher sie 
von Brianchon und Petit a. a. 0. gelöst worden, ist folgende: 

3) )) D i e gegen s e i t i gen D ur c h s c h n i t t s p unkte ein es 
gegebenen einfachen Hyperbolo'ids und einer ein
fachen Geraden zu finden.« 

Werden irgend drei Gerade des Hyperbolo'ids, die zu 
einer Schaar gehören, als die vorgenannten (2) drei Geraden 
A1 , A 2 , .A

3
, und wird die gegebene Gerade als die vorige 

Gerade A. angesehen, so sind alsdann die vereinigten ent-
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sprechenden Punkte der Geraden A, A 4 die hier zu :finden
den Durchschnittspunkte. 

Dieselbe Aufgabe kann ferner auch in nachstehende Aus
sage eingekleidet werden : 

4) J>Wenn irgend zwei einfache Hyperbolo'ide H, H.1 

und irgend zwei Gerade A 2 , A 3 , die in beiden Hy
perbolo'iden, aber nicht in einer Ebene liegen, ge
geben sind, so sollen die übrigen [246] Geraden 
gefunden wer;den[, welche die Hyperbolo'ide gemein 
haben.<( 

Da die zwei gegebenen Geraden A 2 , A 3 nicht in einer 
Ebene liegen, so gehören sie in jedem Hyperbolo'id zu einer 
Schaar Gerader(§ 51, IV); wird aus jeder dieser zwei Schaa
ren irgend eine dritte Gerade angenommen, und werden diese 
zwei neuen Geraden als die obigen (2) Geraden · A, A1 an
gesehen, so werden offenbar diejenigen Geraden, welche die 
vier Geraden A, A.1, Att., A 3 schneiden, der gegenwärtigen 
Aufgabe genügen, so dass also die Hyperbolo'ide, ausser den 
gegebenen Geraden A 2 , A 3 , im Allgemeinen noch zwei andere 
Gerade, etwa e, k (§ 1 7), gemein haben, welche die ersten 
zwei schneiden, und also nicht mit ihnen aus einer Scbaar 
sind. Dass die Hyperbolo'ide H, H 1 nicht mehr als zwei 
Gerade von jeder Schaar gemein haben können, ist einleuch
tend, weil jedes von ihnen durch drei zu einer Schaar ge
hörige Gerade bestimmt wird (§ 51, IV). Hierdurch ist also 
zugleich der nachstehende Satz erwiesen. 

5) J>Wenn zwei einfache Hyperbolo'ide irgend zwei 
Gerade A 2 , A 3 , die nicht in einer Ebene liegen, ge
mein haben, so schneiden sie einander ausserdem 
im Allgemeinen in noch zwei anderen Geraden e, k, 
welche mit jenen zweien, in Bezug auf jedes Hyper
bolo'id, nicht aus einer Schaar sind; oder sie kön
nen aber auch einander ausserdem entweder a) in 
(längs) einer andern Gera den ( e k), die mit jenen 
zweien nicht aus einer Schaar ist, berühren, oder 
ß) gar nicht treffen (2, A ufl.).<c · 

Im letzten Falle (ß) kann man sagen, die Hyperbolo1de 
schneiden einander ausserdem in zwei imaginären [247] 
Geraden. Der zweite Fall (a) giebt durch Umkehrung den 
folgenden besondern Satz. 

6) ))Wenn zwei einfache Hyperbolorde einander 

in einer Geraden (ek) berühren, so schne~den sie 
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ein an der ne b s tdem im Allgemeinen · in zwei Geraden 
A 2 , A3 , welche in jedem Hyperbolo'id zu einer Sc haar 
gehören; oder sie können sich auch in einer zwei
ten Geraden (A2 A 3 ), die mit jener (e k) in jedem Hy
perbolo'id nicht zu einer Schaai· gehört, berühren, 
oder sich gar nicht weiter begegnen.<( 

58. Der erfinderische Moebius hat zuerst den Satz be-
kannt gemacht und bewiesen*) : 

iJDass es nämlich solche Paare (irreguläre) 
Tetraeder geben könne, wovon jedes dem 
andern (um- oder) eingeschrieben ist, d. h., 
wovon die Ecken eines jeden in den Flächen 
des andern, oder in deren Ebenen, liegen.« 

Die vorhergehenden Untersuchungen gewähren nicht nur 
eine anschauliche leichte Darstellung der Richtigkeit dieses 
Satzes, sondern sie gestatten auch eine deutliche Einsicht 
in den Spielraum seiner Möglichkeit unter gewissen gegebe
nen Bedingungen. Zu diesem Endzweck möge folgende Auf
gabe aufgestellt und über ihre Lösung einige Andeutungen 
hinzugefügt werden. 

1JWenn ein beliebiges Tetraeder T gegeben ist, 
ein anderes r,; zu beschreiben, dessen Ecken in den 
Flächen des ersten, oder in deren Ebenen, liegen, 
u n d d es s e n F l ä c h e n , o d er d el e n E b e n e n , d u r c h d i e 
Ecken des ersten gehen, [248] und zwar wenn zwei 
Ecken des zweiten Tetraeders rc g·egeben sind.« 

Ueber diese Aufgabe kann zuvörderst folgendes bemerkt 
werden. 

Es seien A, B, C, D die Ecken des ersten Tetraeders T, 
und a, (3, r, o die des zweiten rc. Man nehme an, die Ecken 
des zweiten sollen nach folgender Ordnung ·in den Flächen 
des ersten, oder in deren Ebenen, liegen: 

I. aBCD, (3ACD, rABD, oABC, 
wo z. B. a B CD heisst: die Ecke a liege in der Ebene der 
Fläche B CD. Nach dieser Annahme bleibt nun noch die 
Rangordnung frei, nach welcher die Flächenebenen des 
zweiten Tetraeders r,; dmch die Ecken des ersten T gehen 
sollen; diese gestattet, nach der blossen Combination der 
Buchstaben, 24 verschiedene Fälle (§ 25, Note). Diese 24 

*) Im Journal für Mathematik Bd. III, S. 273. 
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Fälle sind in Hinsicht der Zahl der Auflösungen, die sie zu
lassen, wesentlich von einander unterschieden , und zerfallen 
in dieser Beziehung in drei Abtheilungen, wovon z. B. zur 
ersten Abtheilung folgende vier Fälle gehören : 

{

1. Aßro, Baro, Oaßo, Daß< ...... (a) 
II 2. Aaßr, Baßo, Caro, Dßro} 

. 3. A aß o, Ba (3 r, C (3 r o, Dar o . . . . .. (b) 
4. Aayo, Bßro, Caßr, Daßo 

~elche, wie durch die Unterabtheilungen (a)1 (b) angedeutet 
wird, im Wesentlichen nur zweierlei Art sind. In jedem 
dieser vier Fälle kommen der vorgelegten Aufgabe unendlich 
viele Auflösungen zu, (dagegen scheint bei den übrigen 
Fällen theils nur eine einzige, theils gar keine Auflösnng 
möglich zu sein). 

Als Beispiel soll nun der vorstehende Fall ( 1) hier näher 
betrachtet werden. 

Es sei ABC D (Fig. 54) das gegebene Tetraeder T, [249] 
und etwa a, r die zwei gegebenen Ecken des zweiten, zu 
beschreibenden, Tetraeders 1:. Da durch die drei gegebenen 
Punkte B, a, r die Ebene Bar o bestimmt ist, in welcher 
die Ecke o liegt (II, 1) , und da letztere auch _ in der Flä
chenebene ABC liegen muss (I), so ist folglich ihr Ort auf 
die Durchschnittslinie Bo dieser zwei Ebenen beschränkt. 
Ebenso muss die andere, zu suchende Ecke ß einerseits in 
der Ebene D ay und andererseits in der Ebene AC D lie
gen, so dass folglich ihr Ort auf die Durchschnittslinie D b 
dieser zwei Ebenen beschränkt ist 18). Da nun ferner von den 
zu findenden zwei Flächenebenen Aßro, Caßo (II, 1) jede 
durch die zwei Ecken (3, o geht, so dass die Kante ß o in 
ihrer Durchschnittslinie liegt, so kommt es folglich nur darauf 
an, durch die zwei gegebenen Geraden Ay, Ca zwei Ebenen 
so zu legen, dass ihre Durchschnittslinie die zwei gegebenen 
Geraden Bo, Db schneidet, oder, was eben so viel ist, eine 
Gerade zu finden, welche die vier Geraden Ay a, Bb, Cac, 
D 'o schneidet. Wird aber bemerkt, dass diese vier Geraden 
bereits von den drei Geraden AC, B D, a y geschnitten 
werden, so folgt, dass es von einer unzähligen Schaar Gera
der geschehen kann, zu welchen diese drei gehören (§ 51), 
und zwar folgt, dass jede Gerade, welche irgend drei der
selben schneidet, auch jedesmal der vierten begegnet. Daher 
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sind auch unzählige Tetraeder 7,· möglich, welche de1· vor
gelegten Aufgabe genügen, und zwar dergestalt, dass z. B . . 
j'eder Punkt in der Geraden B f, als die zu suchende Ecke o 
angenommen werden kann, wodurch sodann die andere Ecke 
ß bestimmt und nach (§ 51, II) leicht zu finden ist (und 
zwar bei der hier zu Grunde gelegten Figur )) b 1 o s s du r eh 
Ziehen dreier Gerader zwischen gegebenen Punk
ten« gefunden wird). Oder es folgt daher, dass der [250] 
Kante ß ö des zu beschreibenden Tetraeders, für alle ihre 
verschiedenen Lagen, in welchen sie der Aufgabe genügen 
kann, ein Spielraum frei steht, in welchem sie ein einfaches 
Hyperbolo'id beschreibt (§ 51, IV), und dass dabei die zwei 
Ecken ß, ö die ihnen zukommenden Ortslinien D b, Bf, pro
jectivisch theilen. 

Aus dieser Auflösung ergiebt sich somit zugleich der 
folgende Satz: 

>)Wenn ein beliebiges Tetraeder T und irgend 
zwei Punkte a, r, wel ehe in zwei Flächenebenen des
selben liegen, gegeben sind, so giebt es unzählige 
andere Tetraeder r:, welche jenem nach der obigen 
Art (II , 1 ) zu g 1 e i c h um - u n d e in g e s c h ri e b e n s in d, 
und wovon jedes jene zwei Punkte zu Eckpunkten 
hat; der Ort ihrer übrigen Eckpunkte ß, o ist auf 
zwei bestimmte Gerade Db, Bf, beschränkt, und 
zwar dergestalt, dass diese Geraden in Ansehung 
der zusammengehörigen Eckpunktenpaare projec
tivisch sind, und dass folglich der Ort der diese 
Eckpunkte verbindenden Kante ßo ein einfaches 
Hyperbolo'id ist.« 

Es mag noch bemerkt werden, dass bei den drei übrigen 
Fällen (II, b) ähnliche Auflösungen stattfinden, wie die vor
stehende, und dass aus ihnen gleiche Resultate folg.en. *) 

*) Es wäre wohl zu wünschen, dass sich Jemand die Mühe 
gäbe, die obige Aufgabe vollständig zu erörtern, d. h. dasjEigen
t~ümliche aller möglichen Fälle derselben ins Klare brächte, und 
die dabei stattfindenden Umstände erforschte. Die vorstehende 
A~flösung zeigt, wie diesem Gegenstanrte durch projectivische 
Eigenschaften beizukommen sei. Bei meiner flüchtigen Untersu
chung fand ich unter andern noch: ))Dass, wenn zwei Tetraeder 
T, 1: nach einer der obigen drei Arten (II, b) einander 
umschrieben sind, sie alsdann ausserdem solche gegen
seitige [251] Beziehung haben, dass jedes Paar geg_en-
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über liegender Kanten des einen Tetraeders mit einem 
bestimmten Paar gegenüber liegender Kanten des an
dern in einem einfachen Hyperbolo"id liegen;« u. s.w. 
Bei der Lösung der übrigen 20 Fälle d.er obigen Aufgabe (die 
ausser den 4 erwähnten (Il) anscheinend stattfinden können) dürfte 
die frühere Aufgabe (§ 57, 2) behülflich sein. Werden solche Auf
lösungen, wo das zu beschreibende Tetraeder -i in einen Grenz
fall, d. i. in eine Gerade übergeht, mit gezählt, so möchten wohl 
bei jedem der 20 Fälle zwei Auflösungen stattfinden; so vertrat 
z. B. beim oben betrachteten Falle (II, 1) jede der drei Geraden 
AC, B D, ay einen solchen Grenzfall. 

Bei der obigen Aufgabe könnten ferner auch, anstatt der zwei 
Eckpunkte a, r, entweder zwei Flächenebenen, oder eine Flächen
ebene und eine Ecke des zu beschreibenden Tetraeders als ge
geben angenommen werden. Uebrigens sind alle diese Aufgaben 
nur die einfachsten Fälle von andern, ausgedehnteren Aufgaben, 
die sich ähnlicherweise durch projectivische Eigenschaften lösen 
lassen, wie jene in (§ 56). 
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[251] Allgemeine Anmerkung. 

Ueber Abhängigkeit einiger Systeme verschiedenartiger Figuren 
von einander. 

5 9. Das einfache Hyperbolo'id giebt, vermöge der ibm 
zukommenden fägenscbaften und namentlich vermöge seiner 
doppelten Erzeugung durch projectivische Gebilde, ein Mittel 
an die Hand, die gegenseitige Abhängigkeit gewisser Systeme 
verschiedenartiger Figuren von einander klar darzuthun, die 
Uebertragung der Eigenschaften jedes Systems auf alle übri
gen leicht zu bewerkstelligen, und zugleich auch jedes System 
in jedes andere zu verwandeln. Dieser Gegenstand gehört 
eigentlich dem zweiten Abschnitte an (weil dieser das Auf
einanderbeziehen der Ebenen und der Strahlbüschel enthalten 
wird), wo er (sowie im vierten und fünften Abschnitte) seine 
vollständige Erörterung finden wird,; wegen seiner nahen Ver
wandtschaft mit dem eben [252] Abgehandelten glaubte ich 
jedoch ihn schon hier kurz berühren zu müssen. 

I. Bei den vorhergehenden Untersuchungen wurde eine 
Gerade m im Raume auf doppelte Weise, d. h., in Hinsicht 
zweier Gebilde, betrachtet, nämlich entweder als eigentliche 
Gerade m ( d. i. als eine unendliche Menge Punkte enthaltend), 
oder als Ebenenbüscbel m (d. i. · als Axe des Ebenenbüschels). 
In dieser doppelten Hinsicht steht daher eine Gerade m mit 
allen Punkten und allen Ebenen im Raume in folgender Be
ziehung: 

Als Ebenenbüschel ~-
. ,iJedet· Punkt liegt in irgend 

einer seine1· Ebenen.« 

Als Gerade ~-
n Jede Ebene geht durch irgend 

einen ihrer Punkte.c< 

Oder: 

"Sie (die Axe ~) bp,stimmt mit 
}~dem Punkt (det· nicht in iln
liegt) eine Ebene.« 

»Sie best·immt mit /ecler Ebene 
(in der sie nicht liegt) einen 
Punkt.<< 
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Werden nach dieser zweifachen Hinsicht zwei Gerade srf, m{ 
im Raume zugleich betrachtet, und zwar mit Beziehung· auf
einander, so sind dabei folgende wesentliche Umstände zu 
bemerken: 

>> Jede Ehene des einen Ebenen
büschels schneidet den andern 

, Ebenenbüschel in einem ebenen 
Strahlbüschel; die gesammten 
Strahlen aller diese1· Strahlbü
schel, oder die gesammten Strah
len, in welchen die Ebenen beider 
Ebenenbüschel einander paarwei'se 
schneiden, erfüllen einfach den 
ganzen Raum, d. h. durch jeden 
Punkt des Raums (der nicht in 
einer der zwei Axen liegt) geht 
[253] irgend eine1· von diesen Strah
len, aber nur ein einziger; so dass 
also Jede beliebige Ebene sich mit 
irgend zwei Ebenen de1· zwei 
Ebenenbüschel in einem solchen 
Strahle schneidet. ,, 

,,Jeder Punkt der einen Gera
den bestimmt mit den Punkten 
de1· andern Geraden einen ebenen 
Strahlbüschel; die gesammten 
Strahlen aller dieser Strahlbü
schel, oder die gesammten Strah
len, welche die Punkte beider Ge
raden, paarweise genommen, mit 
einander bestimmen, e1jüllen ein
fach den ganzen Raum, und zwar 
liegt in Jeder Ebene ( die durch 
keine der zwei Geraden geht) ir
gend [253] einervondiesen Strahlen, 
aber nu1· ei'n einziger; so dass 
also Jeder beliebige Punkt mit ir
gend zwei Punkten de1· zwei Ge
mden in einem solchen Strahle 
liegt. cc 

Von diesen Strahlen, welche auf die eben angegebene 
Weise durch zwei Ebenenbüschel oder durch zwei Gernde 
m, srf-t im Raume bestimmt werden, weiss man nun aus frühe
ren Untersuchungen (§ 51), dass jedesmal diejenige Schaar 
unter ihnen, die irgend einer beliebigen dritten Geraden A 
( oder srf 2) begeg·nen , in einem einfachen Hyperbolo'id liegen, 
und dass einerseits die Ebenenbüschel m, sr(t in Ansehung der 
Ebenenpaare, welche diese Schaar Strahlen zu Durchschnitts
linien haben, und andererseits die Geraden srf, sr(l in Ansehung 
der Punktenpaare, in welcheu sie von dieser Behaar Strahlen 
getroffen werden, projectivisch sind, u. s. w. Mit Rücksicht 
auf alle diese Umstände lassen sich nachstehende interessante 
Betrachtungen leicht bewerkstelligen. 

II. Bringt man mit den zwei Doppelgebilden srf, sr(-t irgend 
zwei Ebenen E, E1 in V er bind ung, so können die letzteren, 
mittelst der durch die erstem bestimmten Strahlen (I); auf 
eigenthümliche Weise aufeinander bezogen werden. Um bei 
dieser Untersuchung der Vorstellung zu Hülfe zu kommen, 
stelle etwa in (Fig. 5 5) das Papier die Ebene E dar, wo 
nämlich alle nicht punktirten Linien in dieser Ebene lie
gen. Es sei die Gerade e e1 die Durchschnittslinie der Ebenen 

E, E.., und r und s, z, und Yt seien die Punkte, in welchen 
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die Geraden oder Axen fil", 2l1 von den · Ebenen E, E 1 ge
troffen _werden, so dass also r s, z1 y1 oder x , t1 diejenigen 
zwei Strahlen des genannten , [254] durch die Axen fil", fil".1 

bestimmten Strahlsystems (I) sind, welche in den Ebenen 
E, E 1 liegen. Ferner seien t, xi die Punkte, in welchen die 
Strahlen t0 x den Ebenen E, E 1 begegnen, und welche mit 
den vorgenannten Punkten die Geraden tr, ts oder y, z ; 
x1 z0 x1 Yu oder s0 r.1 bestimmen. Hat man alle diese Ele
mente genau :fixirt, so lassen sich weiter folgende Eigenschaf
ten angeben . 

1) Die zwei Ebenen E, E 1 werden mittelst des genannten 
Strahlsystems dergestalt aufeinander bezogen, dass, im Allge
meinen, jedem Punkt der einen Ebene ein bestimmter Punkt 
in der andern Ebene entspricht, d. h., durch jeden beliebigen 
Punkt a in E geht ein einziger bestimmter Strahl a (der die 
Axen 2l, 2l1 schneidet, in m, m1 und), der die E 1 in irgend 
einem bestimmten Punkte a1 trifft, welcher der ))entspre
chende« jenes Punktes, oder dessen ,>schiefe Projection cc , 
beissen soll. Von dieser bestimmten Beziehung machen nur 
folgende Punkte eine wesentliche Ausnahme. 

Da nämlich allen Punkten r, s, f, ..... der Ebene E, wel
che in dem vorhin erwähnten Strahle x liegen, offenbar dieser 
Strahl gemeinschaftlich zugehört, so wird folglich der einzige 
Punkt x1 , in welchem derselbe die Ebene E 1 trifft, allen 
jenen Punkten zugleich entsprechen. Und da ferner alle 
Strahlen, welche von dem Punkte y 1 , in E 1 , ausgehen, in 
der Ebene y1 2l liegen und in dieser einen ebenen Strahl
büschel y 1 bilden (I), so werden sie nothwendiger Weise die 
Ebene E längs der Geraden y, d. h. längs der Durchschnitts
linie der Ebenen y i ~ und E, treffen, so dass folglich allen 
Punkten r, t, ~' ..... dieser Geraden y in E der einzige Punkt 
Y1 in E 1 entspricht. Eben so haben alle Punkte s, t, ~ ..... 
der Geraden z in E den Punkt [255] z1 zu ihrem gemein
schaftlich entsprechenden Punkte in E 1 • Aus gleichen Grün
den entsprechen ähnlicherweise den sämmtlichen Punkten der 
drei Geraden r.1 , s .. , t„ in der Ebene E 0 die drei einzelnen 
Punkte r, s, t in der Ebene E. Diese besondere Eigenschaft 
der Punkte r, s, t und z.1, y O x1 hat auf die nachfolgenden 
Resultate grossen Einfluss, so dass die meisten sich mehr 
oder weniger auf dieselben beziehen, daher mögen die Drei
ecke rst, z

1
y

1
x„ unter dem Namen >>Hauptdreiecke« der 

Ebenen E, E
1 

festgehalten werden. Die Hauptdreiecke haben 

Ostwald's Klassiker. 83. 7 
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nach den eben bemerkten Eigenschaften solche gegenseitige 
Beziehung, dass die sämmtlichen Punkte der Seiten (x, y, z, 
oder r 11 s0 t1 ) eines jeden, den einzelnen Eckpunkten (x1, 

Yo z 0 oder r, s, t) des andern entsprechen. 
Endlich mag auch noch bemerkt werden, dass jeder Punkt 

ip. der Durchschnittslinie ee1 der Ebenen E, E-1 sich selbst 
entspricht, oder mit seinem entsprechenden vereinigt ist, weil 
offenbar der einem solchen Punkte zugehörige Proj ectionsstrahl 
beide Ebenen in demselben zugleich trifft. 

Wie zu irgend einem gegebenen Punkt in der einen Ebene 
der entsprechende in der · andern Ebene gefunden wird, ist 
leicht zu sehen, nämlich: wenn etwa a, in E, der gegebene 
Punkt ist, so wird der zugehörige Projectionsstrahl a offenbar 
dadurch gefunden, dass man die Ebenen a fil, a fil 1 legt, deren 
Durchschnittslinie er sein muss (I), und sodann wird dieser 
Strahl a der Ebene E ,1 in dem gesuchten entsprechenden 
Punkte a+ begegnen. Der Punkt a1 kann daher auch bloss 
durch Ziehen zweier Paar Gerader in den Ebenen E, E 1 ge
funden werden, denn zieht man aus dem gegebenen Punkt a 
durch den Punkt r die Gerade a r r, welche die Dnrchschnitts
linie e e1 in dem Punkte n 1 trifft, und [256] zieht sodann, 
in E 1 , die Gerade z1 r 1 , so muss in dieser der gesuchte Punkt 
a1 liegen; und da ähnlicherweise durch die Gerade asl3, in 
E, eine Gerade y1 131 , in E 1 , bestimmt wird, so ist folglich 
der letztere der Durchschnittspunkt der zwei Geraden z.1 ru 

Y1 131 • 
2) Es ist nun weiter anzugeben, welche Beziehung irgend 

zwei entsprechende Figuren in den Ebenen E, E 1 zu einan
der haben, und nach welchen Gesetzen ihre Eigenschaften 
von einander abhängen; und zwar entsteht zunächst die Frage, 
welche Figur einer Geraden, und sodann, welche Figur irgend 
einer bestimmten krummen Linie entspreche? Die Antworten 
hierauf ergeben sich aus dem Vorhergehenden fast unmittel
bar, nämlich wie folgt: 

a) Einer beliebigen Geraden in einer der zwei Ebenen 
E, E 1 , z. B. der Geraden A in E, entspricht offenbar in der 
andern Ebene E 1 irgend ein Kegelschnitt [ A 1]; denn alle Pro
jectionsstrahlen, welche jene Gerade treffen, oder welche ihre 
sämmtlichen Punkte auf die Ebene E ,1 projiciren, liegen in 
einem einfachen HyperboloYd (I) , welches die Ebene B\ in 
dem genannten Kegelschnitte schneidet (§ 51, IV, 4). Da die 
Gerade A die Sßiten .x, y, z des Hauptdreiecks in den Punkten 
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~, ~, 6 schneidet, ·so geht folglich, vermöge dieser Punkte, der 

Kegelschnitt [A 1 ] durch die drei Punkte x 0 y11 z1 
(I), so 

dass er also dem Hauptdreieck x ,1 y,1 z1 umschrieben ist. Fer

ner geht der Kegelschnitt auch durch den nämlichen Punkt 

ee0 in welchem die Gerade A der Durchschnittslinie ee1 be

gegnet (1). Natürlicherweise muss auch umgekehrt jedem 

beliebigen, dem Hauptdreieck x 1 y1 z 1 umschriebenen Kegel

schnitt [ .A1 ], irgend eine Gerade A, in E, entsprechen; dieses 

folgt auch in der That daraus, dass alle Projectionsstrahlen 

[257] eines solchen Kegelschnitts (d. h. alle Strahlen, die 

durch seine sämmtlichen Punkte gehen), zufolge (§ 51, IV, 

9, a), ebenfalls in einem einfachen Hyperboloid liegen, und 

da dasselbe von der Ebene E offenbar in dem Strahle x ( der 

dem Punkte X,i zugehört) geschnitten wird, so muss es von 

ihr noch in irgend einer andern Geraden A geschnitten wer

den ( § 51, IV, 3 ), welche dem gegebenen Kegelschnitte [ .A-1] 

entspricht. 
Es ist klar, dass alles, was hier von der Ebene E 1 ge

sagt worden, auch umgekehrt in entsprechendem Sinne von 

der Ebene E gilt. 
In dem, was über die Gerade A gesagt worden, findet 

nur dann eine wesentliche Ausnahme oder ein besonderer Fall 

statt, wenn diese Gerade durch einen der drei Hauptpunkte 

r, s, t geht, nämlich alsdann entspricht ihr in der Ebene E ,1 

ebenfalls eine Gerade A .1 , welch~ beziehlich durch einen der 

drei Punkte z0 Yu x1 geht. Denn geht z. B. die Gerade A 

durch den Punkt r, wie etwa arr, so liegen offenbar alle ihr 

(oder ihren sämmtlichen Punkten) zug·ehörlgen Projections

strahlen in der Ebene A 2l oder r2l, und daher muss ihr 

nothwendigerweise diejenige Gerade A.1 entsprechen, in wel

cher jene Ebene die Ebene E 1 schneidet, und welche also 

durch den Punkt z,1 geht (also die Gerade r1 a.1 z1 ); und .zwar 

müssen die Geraden A, A 1 perspectivisch sein, und nament

lich den Punkt, in welchem die Axe 2:(1 von jener Ebene A 2l 
getroffen wfrd, zum Projectionspunkt haben (I) und einander 

in der Durchschnittslinie ee,1 schneiden (im Punkte tr1 ). Aehn

liches findet statt, wenn die Gerade A durch den Punkt s 

geht. Geht sie aber durch den Punkt t, so liegt sie zwar 

nicht mehr mit der Geraden A 0 
die dann durch den Punkt x 

geht, in einer Ebene, sondern l258] in diesem Falle liegen 

sie in einem einfachen Hyperboloid, welches die Ebene E in 

den Geraden A und x, und die Ebene E 1 in den Geraden 

7* 
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A.1 und z1 schneidet; denn da die Gerade A durch den Punkt 
t geht, so ist allemal t1 ein Projectionsst.rahl derselben, und 
dann muss die Ebene E 1 das genannte Hyperbolo'id noch in 
einer andern Geraden A 1 schneiden, welche nothwendiger
weise durch den Punkt x1 geht, weil x jedesmal Projections
strahl der Geraden A. ist.*) 

Es giebt demnach in den zwei Ebenen E, E 1 drei Paar 
Strablbüschel, nämlich r und zl) s und Yo t und x 0 deren 
Strahlen, als Gerade A. und A.1 betrachtet, einander paar
weise entsprechen, und welche, wie leicht zu sehen, in An
sehung dieser Strahlenpaare projectivisch sind, und zwar liegen 
sowohl r und z1 , als s und y1 perspectivisch, weil sie die 
Durchschnitte der Ebenen E, E 1 imd der Ebenenbüscbel m, ~1 
sind, oder weil ihre entsprechenden Strahlen (wie rr, z1 r1 ) 

sich in der Geraden ee1 schneiden. 
Demnach hat man fürs erste das folgende Gesetz: 
»Den gesammten Geraden in einer der zwei Ebe

nen E, E 0 ausgenommen die Strahlen der drei Strahl
büschel (r, s, t oder z11 y0 x1 ), deren Mittelpunkte die 
Spitzen des Hauptdreiecks sind, entsprechen in der 
andern Ebene die gesammten Kegelschnitte, wel
che dem Hauptdreieck umschrieben werden können, 
und auch umgekehrt.« Und ferner: »Die Geraden, 
welche Strahlen der genannten Strahlbüschel sind, 
[259] entsprechen einander paarweise, nämlich es 
entsprechen sich die Strahlen der Strahlbüscbel r 
und z0 s und y,., t und x1 , und es sind diese Strahl
büschel, in Ansehung ihrer entsprechenden Strah
lenpaare, projectivisch, und zwar sind die zwei ersten 
Paar Strahlbüscbel perspectivisch, so dass jedes Paar die 
Durchschnittslinie e e1 zum perspectivischen Durchschnitt hat, 
wogegen vom dritten Paar (t und x1 ) zwei entsprechende 
Strahlen in dieser Linie vereinigt sind; auch sind ferner je 
zwei entsprechende Strahlen von r und z1 oder s und y 1 per
specti viscb, und ihr Projectionspunkt liegt in der Axe ?2( 1 

oder m; dagegen erzeugen je zwei entsprechende Strahlen 
von t und x 1 ein einfaches Hyperbolo'id, und diese Schaar 
Hyperbolo'ide haben die vier Geraden m, ?2f1 , x, t1 gemein.« 19) 

*) Gehen die Geraden A, A 1 durch die Punkte r und z1, oder 
s und Yu so sind sie in zwei bestimmten Lagen projectivisch 
ä h n 1 ich, gehen sie aber durch die Punkte t und x 1 , so findet 
dieses nur in ein er Lage statt. 
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b) Ein eigenthümlicher Fall, der z~ar, wie man sehen 
wird, schon in dem vorstehenden Gesetz mit inbegriffen ist, 
verdient, wegen seines Einflusses auf spätere Resultate, hier 
noch näher erörtert zu werden. Es kann nämlich gefragt 
werden, welches in jeder der zwei Ebenen E, E 1 der Ort 
derjenigen Punkte sei, deren entsprechende in der andern 
Ebene unendlich entfernt liegen? Diese Frage lässt sich fol
gendermaassen leicht beantworten. 

Alle Projectionsstrahlen, welche nach den unendlich ent
fernten Punkten einer der zwei Ebenen, z. B. der Ebene E, 
gerichtet sind, sind nothwendigerweise mit ihr parallel, und 
liegen folglich in einem hyperbolischen Parabolo'id (§ 52, 
I, 2, e), welches von der Ebene E 1 in einem Kegelschnitt, 
und zwar im Allgemeinen in einer Hyperbel, g~schnitten wird. 
Dieser Kegelschnitt, der durch [ Q1 ] bezeichnet werden mag, 
geht offenbar durch die drei Punkte z1 , y.1 , x.1 , weil [260] 
durch jeden dieser Punkte ein der Ebene E paralleler Pro
jectionsstrahl geht ( denn auch der Strahl x, welcher durch 
den Punkt x 1 gebt, ist als dieser Ebene parallel anzusehen). 
Auch folgt, dass eine Asymptote des Kegelschnitts [ Q1 J, oder 
im Fall er eine Parabel ist, dass seine Axe der Durchschnitts
linie ee.1 parallel sei, weil nämlich E eine Asymptotenebene 
des Parabolo'ids ist (§ 52). (Aus gleichen Gründen folgt, dass 
die andere Asymptote derjenigen Geraden parallel ist, in wel
cher die Ebene E 1 von derjeni&·en Ebene geschnitten wird, 
die durch 2:( oder 2:( 1 geht und mit 2:(1 oder 2:( parallel ist). 

Da nun aber jedem dem Hauptdreieck z-1 y 1 x 1 , in E 0 

umschriebenen Kegelschnitt irgend eine Gerade in E ent
spricht (a), so sind demnach alle unendlich entfernten Punkte 
der Ebene E als in einer Geraden Q liegend anzusehen*), 
welcher nämlich jener Kegelschnitt [ Q_1] entspricht. Aehn
licherweise muss den unendlich entfernten Punkten der Ebene 
E 1 , oder ihrer unendlich entfernten Geraden, welche R 1 

heissen mag, ein bestimmter Kegelschnitt [R] in E ent
sprechen, welcher dem Hauptdreieck r s t umschrieben ist, 
u. s. w. Wenn insbesondere einer der zwei Kegelschnitte 
[ R], [ Q1] eine Parabel ist, so ist es der andere ebenfalls, 
was leicht nachzuweisen ist; u. s. w. 20) 

. *) Dieses ist in der Perspectivlehre ein bekannter alter Satz; 
1m zweiten Abschnitt wird er einfacher und klarer dargestellt 
werden. 
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Also folgt: 
))Dass den unendlich entfernten Punkten jeder 

der zwei Ebenen E, E
1 

ein bestimmter Kegelschnitt 
[Q

1
] oder [R] in der andern Ebene entspricht, wel

cher dem Hauptdreieck umschrieben [261] ist, so 
dass also jene Punkte als in einer Geraden Q oder R.1 

liegend angesehen werden müssen; von jedem der 
zwei Kegelschnitte, die im Allgemeinen Hyperbeln 
sind*), ist eine Asymptote der Durchschnittslinie ee1 

parallel; ist einer derselben eine Parabel, so ist es 
auch der andere, und dann sind ihre Axen der Linie 
e e 

1 
· p a r a 11 e 1. cc 
c) Ueber die vorstehenden Resultate (a, b) sind noch fol

gende nähere Umstände anzugeben. Wenn nämlich der Ge
.raden A, wie sie in (Fig. 55) gezeichnet vorliegt, der Kegel
schnitt [A

1
] entspricht, so wird jedem Kegelschnitt, der sie 

berührt, und zugleich dem Hauptdreieck r s t umschrieben ist, 
z. B. dem- Kegelschnitt, der sie in a berührt und der durch 
[T] bezeichnet werden mag, eine solche Gerade T1 , in Ell 
entsprechen, welche den Kegelschnitt [ A 1 ] -in demjenigen 
Punkte a

1 
berührt, der jenem erstgenannten Punkte a ent

spricht; denn da A und [T] nur den einzigen Punkt a ge
mein haben, und da jedem Punkt in E, im Allgemeinen, nur 
ein einziger Punkt in E 1 entspricht, so können folglich anch 
[AJ und T

1 
nicht mehr als einen Punkt gemein haben. 21

) 

Da ferner die Strahlen r a und z, a,1 einander entspreche11, 
nnd zwar da den Punkten a, 01 die Punkte a1 , z,1 entspre
chen, so sieht man, dass, wenn der Strahl r a sich um r 
dreht, bis die Punkte a und a1 mit 3 zusammenfallen, dann 
der Punkt a

1 
sich nach z

1 
bewegen wird, bis er sich zuletzt 

mit ibm vereinigt, so dass alsdann der Strahl z1 ~\ den Ke
gelschnitt [ A.

1
] in z

1 
berührt. Eben so wird die Tangente 

y
1 
'f\, welche [262] den Kegelschnitt [A 1] in y1 berührt, durch 

den Strahl St) b bestimmt und gefunden. Und ebenso ist die 
Tangente im Punkte x

1 
derjenige Strahl, welcher dem Strahl 

t ~ entspricht. Also: 
)) Wenn in den z w e i E b e n e n E, E 1 irgend ein e Ge

rade und der ihr entsprechende Keg·elschnitt, z. B. 
die Gerade A in E und der Kegelschnitt [A 1] in B.11 

*) Die unendlich entfernten Punkte dieser Hyperbeln entspre
chen einander. 
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gegeben sind, so entspricht jeder beliebigen Tan

gente T1 des Kegelschnitts ein bestimmter Kegel

s c h n i t t [ T] in d er an d e rn E b e n e, w e I c h er j e n e G e ra d e 

.A berührt, und zwar in demjenigen Punkte a, der 

dem Berührungspunkt Ui jener Tangente entspricht; 

denjenigen Tangenten aber, welche den gegebenen 

Kegelschnitt in den Hauptpunkten x 0 y0 z1 berüh

ren, entsprechen die Geraden tf, s~, r3, die in der 

andern Ebene die Ecken des Hauptdreiecks mit 

denjenigen Punkten f, ~' 3 verbinden, in welchen 

die gegenüber liegenden Seiten x, y, z von der ge

gebenen Geraden A geschnitten werden.« 
Für den vorerwähnten (b) Kegelschnitt [ Q1.) findet man 

hiernach seine Tangente y 1 01 im Punkte Y1., wenn man den 

Strahl s 'f, der Seite y parallel zieht, weil nämlich in diesem 

Falle die ihm entsprechende Gerade A (oder Q), und mithin 

auch der Punkt t) in y, unendlich entfernt ist. Ebenso wird 

dessen Tangente am Punkte z,1 und ähnlicherwejse wird des

sen Tangente am Punkte x-t gefunden; oder die letztere kann 

auch mittelst der zwei erstern gefunden werden (§ 42, IV, 1). 
Gleiches folgt für den Kegelschnitt [ R]. 22 ) 

Zufolge des vorstehenden Satzes und mit Rücksicht auf 

(§ 36, Ende) und (b) kann man nun auch leicht erkennen, 

von welcher Art der Kegelschnitt sei, [263] welcher irgend 

einer Geraden in einer der zwei Ebenen E, E 1 entspricht, 

nämlich: 
»Der Kegelschnitt, welcher z.B. der Geraden A 

entspricht, ist entweder 1) Hyperbel, oder 2) Para

bel, oder 3) Ellipse, je nachdem die Gerade A den 

Keg·els chni tt [R] 1) sehn ei d et, oder 2) berührt, oder 

3) gar nicht trifft.« 23) 

d) Mittelst der bisherigen Resultate lassen sich nun weiter 

leicht die Haupteigenschaften de1jenigen Figur angeben, wel

che irgend einer gegebenen krummen Linie entspricht. Denn 

angenommen, es sei G eine beliebige Curve n ten Grades in 

der Ebene E und 0 1 sei die ihr entsprechende in der Ebene 

E,., so wird, da O von jedem dem Ha-qptdreieck r s t um

schriebenen Kegelschnitt [r s t] , im Allgemeinen und h ö c h

s te n s, in 2 n Punkten geschnitten werden kann, und da allen 

diesen Kegelschnitten die gesammten Geraden in der Ebene 

E 1 entsprechen (a), die Curve 0 1 von jeder dieser Geraden, 

im Allgemeinen und höchstens, eben falls in 2 n Punkten 
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geschnitten , und folglich wird diese Curve, im Allgemeinen, 
vom 2 n ten Grade sein. 

Da ferner die Curve O jede der drei Seiten x, y, z des 
Hauptdreiecks, im Allgemeinen, in n Punkten schneidet, so 
muss die Curve 0 1 die drei Hauptpunkte x0 y11 z1 zu so
genannten singulären Punkten haben, nämlich jeder dersel
ben ist in Bezug auf sie ein nfacher Punkt (1). Die n 
Tangenten der Curve 0 1 in jedem der drei Punkte x0 Yo z1 

sind vermöge der Durchschnittspunkte, in welcheli die Seiten 
x, y, z von der Curve O geschnitten werden, sehr leicht zu 
finden, denn ist etwa t) ein solcher Durchschnittspunkt, so 
ist der dem Strahle s ~ '6 entsprechende Strahl y1 '61 eine Tan
gente der Curve 0 1 im Punkte y1 (c). Berührt die Curve 0 
eine der drei Geraden x, y, z, so entspricht [264] dem Be
rührungspunkt ein Rückkehrpunkt in der Curve 0 1 , und 
zwar, so oft eine jener Geraden von O berührt wird, so 
viele Rückkehrpunkte der 01 sind in dem, der jedesmaligen 
Geraden, entsprechenden Punkte x1 , Yi, z1 vereinigt. Die 
einem Rückkehrpunkt zugehörige Tangente ist, ebenso wie 
vorhin , leicht zu finden, sobald nämlich der ibm entspre
chende Berührungspunkt gegeben ist. (Sind unter den ge
nannten Rückkehrpunkten auch die Wendungs- oder Beu
gungspunkte mit inbegriffen?) 

Die Curve 0 1 wird nothwendigerweise um 1, oder 2, oder 
3 Grad erniedrigt, wenn die ihr entsprechende gegebene Curve 
0 durch 1, oder 2, oder alle 3 Hauptpunkte r, s, t geht 
(d. h. durch jeden nur einmal geht), weil nämlich unter 
diesen Umständen jeder der genannten Kegelschnitte [r s t] die 
Cnrve O, ausser jenen Punkten, nur in 2 n-1, oder 2 n-2, 
oder 2 n-3 Punkten schneiden kann. 

Wenn insbesondere die gegebene Curve O nur vom 2 ten 
Grad, also ein Kegelschnitt, ist, so ist demnach die ihr ent
sprechende Curve 0 1 im Allgemeinen vom 4 ten Grad und 
bat die drei Hauptpunkte x 1 , y1 , z1 zu Doppelpunkten*). 

*) Berührt der gegebene Kegelschnitt C alle drei Seiten x, y, z 
des Hauptdreiecks 1· s t, so ist Oll zufolge des Obigen, eine solche 
Curve 4 ten Grades, welche die drei Hauptpunkte x 1, y1, z1 zu 
Rückkehrpunkten hat; und weiter folgt, mit Rücksicht auf (42, 
IV, 1, links), dass die drei Tangenten in den drei Rück
k e h r p unkt e n d e r C u r v e 01 e i n an d e r a 11 e m a 1 in i r gen d 
einem Punkte treffen. - Findet dieses letztere bei jeder be
liebigen Curve 4 ten Grades, welche drei Rückkehrpunkte hat, 
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Oder wenn man die besondern [265] Fälle mit zusammen
fasst, so kann man sagen: »es sei 0 1 entweder vom 4ten, 
oder 3ten, oder 2ten, oder 1 ten Grad, je nachdem der 
gegebene Kegelschnitt O entweder durch keinen, 
oder 1, oder 2, oder alle 3 Hauptpunkte r, s, t geht.cc 
Der dritte Fall, wo nämlich 0 1 vom 2 ten Grade , und also 
auch ein Kegelschnitt ist, folgt auch aus (§ 51, IV, 9), wo
nach, wenn z. B. der gegebene Kegelschnitt O durch die 
Punkte r, s geht, dann seine sämmtlichen Projectionsstrahlen 
in einem einfachen Hyperbolo'id liegen, welches von der an
dern Ebene E 1 in einem Kegelschnitt 0 1 geschnitten wird, 
der nothwendigerweise durch die Punkte z 0 Y-1 geht. Das
selbe folgt übrigens auch aus der Eigenschaft, dass die Strahl
büschel r und z0 s und y,., t und x 1 projectivisch sind (a). 
Denn geht der Kegelschnitt O etwa durch die Punkte s, t, 
so erhalten die Strahlbüschel s, t durch ihn eine projectivi
sche Beziehung '(§ 38, III), da sie aber, wie schon bemerkt 
worden, beziehlich mit den Strahlbüscheln y0 x1 projectivisch 
sind, so sind folglich auch die letztern unter sich projecti
visch und erzeugen einen Kegelschnitt 0 1 , welcher durch ihre 
Mittelpunkte y 11 x 1 geht, und welcher offenbar dem Kegel
schnitt O entspricht. Also: 

))Jedem Kegelschnitt O in der Ebene E, welcher 
durch irgend zwei der drei Hauptpunkte r, s, t geht 
(aber nur durch zwei), entspricht in der andern 
Ebene E 1 ebenfalls ein Keg_elschnitt 0 1 , welcher 
durch die jedesmaligen zwei entsprechenden Haupt
punkte z0 y0 X,i geht; und auch umgekehrt.<< 

3) Die vorstehenden Resultate (2) sind die Fundamental
sätze über die Abhängigkeit der Figuren in den zwei Ebenen 
E, E1 von einander. Es lassen sich aus [266] ihnen un
mittelbar eine grosse Reihe weiterer F-0lgerungen entwickeln, 
die zu einigen interessanten Sätzen führen. Nach der Art, 
wie die Figuren in den zwei Ebenen von einander e3,bhängen, 
ist nämlich klar, dass gewisse Eigenschaften und Sätze, wel
che Figuren oder Gebilden in der einen Ebene zukommen, 
also die meisten Eigenschaften, Sätze, Aufgaben etc., die im 

statt? Oder: entsprechen den gesammten Kegelschnitten, welche 
dem Hauptdreiseit xyz eingeschrieben werden können, auch ·die 
gesammten Curven 4ten Grades, welche die drei Punkte x1, y1, z1 

zu Rückkehrpunkten haben? 
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ersten und gegenwärtigen dritten Kaphel über projectivische 

Gebilde und sonstige Figuren in der Ebene aufgestellt oder 

betrachtet worden sind, auch auf irgend eine analoge Weise 

in der andern Ebene (wenn auch bei ganz verschiedenartigen 

Figuren) stattfinden müssen. Einige Beispiele werden hin

reichen, dies zu erläutern. 
Den Figuren und Gebilden, ihren Eigenschaften und den 

ihnen zukommenden Sätzen und Aufgaben in der Ebene E, 
entsprechen folgender Gestalt die Figuren und Gebilde, deren 

Eigenschaften, Sätze und Aufgaben in der Ebene E,1 : 

In der Ebene E . . . . . entspricht 

A. 

in der Ebene E1 

1) Einem bestimniten Punkte a: 
2) Den einzelnen Eckpu1ikten 

r, s, t des Hauptdreiecks : 
3 ) Den drei Strahlbüscheln r, 

s, t: 
4) Eine1· Geraden A, welche 

durch keinen de?· drei Haupt
punkte 1·, s, t geht: 

5) Vier harmonischen Pimkten 
cle1· Geraden A (vermöge 3): 

ö) Irgend zwei Punkten a, c; 
der du1·ch dieselben bestimmten 
Geraden A; und [267] dem durch 
dieselben und durch clie Haupt
punkte r, s, t bestinimten Kegel
schnitt [ T] : 

7) Irgend einem Strahlbüschel 
B, d. h. de1· Schaar Gerader, die 
durch irgend einen Punkt B 

gehen: 
8) Da sich unter den Strahlen 

d·ieses Strahlbüschels B, im All
gemeinen itnd höchstens, zwei be
finden, welche den oben (2, c) 

genannten Kegelschnitt [R] be-
rühren: 

9) Irgend vier harmonischen 
Strahlen des Strahlbüschels B, 
also vier harmoni·schen Geraden 

a, b, c, d: 
Diese vie1· Geraden schneiden 

jede andere Ge1·acle A in vier 
harmonischen Punkten 1§ 8, II): 

Und jeden Kegelschnitt [ T], 
de1· durch ihren Mittelpunkt B 

1) Ein best·immter Punkt a1, 

1) Slimmtliche Punkte der Sei
ten r 1

, Su t1 des Hauptdreiecks. 
3) Die drei Strahlbüschel zu 

Yu X1, 
4) Ein Kegelschnitt (A 1], der 

durch die drei Hauptpunkte Zu 

y1, x1 _qeht. 
5) Vier harmonische Punkte des 

Kegelschnitts [A1] (§ 43, II). 
· 6) Zwei bestimmte Punkte a1, 

C
1

; der durch sie un(], durch d·ie 
Hauptpunkte z1 , y1 , x1 [26'7 ] 
gehende Kegelschnitt [A1]; und 
die durrh dieselben bestimmte Ge
rade T 1• 

7) Eine Schaa1· Kegelschnitte 
[B1

] , die. durch die Hauptpunkte 
Zi, y1

, x
1 

und durch einen bestimm
ten vierten Punkt B 1 gehen. 24) 

8) So befinden sich unter der 
Schaar Kegelschnitte [B1], welche 
durch vier gegebene Punkte Zu Yn 
x

1
, B1 

gehen, im Allgemeinen und 
höchstens, zwei Parabeln. 

9) Vie1· harmon:ische I(egel
schnitte [a1

], [b1], [c1], [d1] der 
Schaar Kegelschnitte (B1]. 

Diese vi<-w J(egelschnitte schne[
den jeden Ker;elschnitt [A1] in 
vier harmonischen Punkten; 

Und jede Ge1·ade T, die durch 
ihren vierten Durchschnittspunkt 
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geht, ebenfalls in vie1· hm·moni
schen Punkten: 

10) Lz'egt der Mittelpunkt B 
des Strahlbüschels insbesondere in 
einer der drei Seiten x, y, z des 
Hauptdreiecks, etwa in ~ in der 
Seite y: 

11) Den p1·0Jectivischen Be
ziehitngen de1· Geraden und Strahl
büschel, den Eigenschaften des 
vollständigen Vierecks und Vier
seits, und überhaupt den meisten 
Sätzen, Aufgaben und Porismen, 
welche im ersten Kapitel unter
sucht worden : 

u. s. w. 
[268] B. 

1) Einem Kegelschnitt [ T]; der 
Schaar Gerader @, die ihn berüh
ren; und ihren B erührungspitnkten: 

2) Da sich unter dieser Schaar 
Gerader @, im Allgemeinen und 
höchstens, vz·er befinden, welche 
den Kegelschnitt [R] berühren, 
d. h. gemeinsame Tangenten der 
Kegelschnitte [ T], [ R] S'ind: 

3) I1·gend vier von diesen be-
1·ührenden Geraden @ , die har
monisch sind (§ 43, II): 

Sie schneiden Jede der übrigen, 
zu1· Schaar @ gehö,rige Gerade, 
in vier harmonischen Punkten: 

Und ilwe Be1·ülwungspitnkfe 
sind vie1· harmonische Pitnkte des 
Kegelschnitts [ Tj: 

4) Da irgend zwei Kegelschnitte 
[..IJ,'f], [N] von vier best-immten Ge
raden a, b, c, d berührt werden: 

5) Den zahlreichen Satzen itnd 
A._ujgaben, die oben, von (§ 42) 
bis (§ 48) aufgestellt sind, und 
welches-ich auf einen Kegelschnitt 
[T] und auf dessen Sekanten und 
Tangenten, so wie auf beliebige 
andere Gerade beziehen, als z.B. 
den Siitzen übe?· die dem Kegel
schnitt [ T] um- und eingesch?-ie
benen Sechsecke, Fü1~f ecke, J7,ier
ec_ke itnd Dre·iecke; über hm·mo
nische Pole und Gerade, u. s. w.: 

B 1 geht, auch in vie1· harmoni
schen Punkten. 

10) So vereinigt sich der vie1·te 
Punkt B 1 mit dem Hauptpunkt 
y1 itnd die Schaar Kegelschnitte 
[B1] haben im Pitnkte y1 eine ge
meinsame Tangente y1 b1• 

11) Analoge Beziehungen, Ei
_r;enscliaften, Siitze, Auf gaben 
und Pm·ismen bei Kegelschnitten 
[z1 y1 x1], d. h. bei Kegelschnitten, 
welche durch die drei Haupt
punkte Zi, y1, x1 gehen. 

u. s. w. 

1) E ·ine Ge1·ade T 1 ; die Scham· 
Kegelschnitte [@1], die s·ie berüh
ren; und ihre Berüh?-ungspunkte. 

2) So befinden sich unter der 
Schaar Kegelschnitte [@1] die 
durch 3 Punkte z1 , Yu x1 gehen 
und eine Gerade T berühren, im 
Allgemeinen und höchstens, vz'e1· 
Parabeln. 

3) Vie1· von diesen berüh1·enden 
Kegelschnitten l @ 1], die harmo
nisch sind; 

Sie schneiden Jeden der üb1·i
gen, zu1· Schaar [@1] gehörigen 
Kegelschnitte, invier harmonischen 
Punkten; 

Und ihre Berührungspunkte 
sind vier harmoni'sche Punkte der 
Geraden T (1). 

4) So giebt es vie1· Kegelschni'tte 
[ai], [b1], [c1], ld1], wovon Jeder -ir
gend zwei gegebene Ge1·ade M, N 
berührt. 

5) Analoge Siitze undAitfgaben, 
die sich siimmtlich auf dz'e Ge
rade T und auf die si'e schnei
denden und berührenden Kegel
schnitte [z1 y1 x1], so wz·e auf an
dere bestirnmte Kegelschn'iite 
[z1 y1 x 1] beziehen. 
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[269] 

1) Einem Kegelschnitt, der 
durch irgend zwei de1· drei Haupt
punkte r, s, t geht, etwa einem 
Kegelschnitt [rs], der diwch 1·, s 
geht; den siimmtlichen Geraden 
@, die ihn berühren, und ihren 
Berührungspunkten: 

Da von der Schaar Gerader @, 
im AUgenieinen uncl höchstens, 
vier den Kegelschnitt [R] be
rühren: 

2) Den v·ore1·wlihnten Siitzen 
und Auf gaben (B, 3 n. 5): 

3) De1· Schaar Kegelschnitte, 
welche durch die vier Punkte r, 
s, 3, ~ (Fig. 55) gehen: 

. 4) Der Scham· Kegelschnitte, 
die durch zwei Hauptpunkte 1·, s 
itnd dw·ch einen beliebigen Punkt 
.\) gehen, itnd i_rgend eine Gerade 
A berühren: 

Ode1·, der Schaar Kegelschnitte, 
welche durch r, s gehen und die 
Gerade A in ei'nem gegebenen 
Punkte a berüh1·en: 

Oder, der Schaar Kegelschnitte, 
welche durch r, s gehen und ir
gend zwei gegebene Gerade M, N 
berühren: 

Oder, der Schaar Kegelschnitte, 
welche dierch r, s gehen und den 
Kegelschn'itt [R] in irgend e·inem 
Punkt q berühren: 

[270] 5) Da i?-gend zwei Kegel
schnitte [rs] im Allgemeinen von 
vier bestimmten Geraden a, b, c, d 
berührt werden: 

C. 
1) Ein Kegelschnitt, de1· diwch 

die entsp1·echenden, zwei Haupt
punkte geht, also ein Kegelschnitt 
[z1y1]; die slimmtlichen Kegel
schnitte [@1], die ihn berühren, 
und ihre Berührungspunkte. 

So befinden sich unter der 
Schaar Kegelschnitte [@1], im 
Allgemeinen und höchstens, vier 
Parabeln. 

2) Analoge Siitze und Auf
gaben. 

3) Die Scham· Kegelschnitte, 
welche in den Pltnkten zu y 1 zwei 
gemeinschaftliche Tangenten ha
ben. 

4) Die Schaar Kegelschnitte, 
welche durch die drei entspre· 
chenden Punkte zu y1, .\)1 gehen, 
itnd einen bestimmten Kegelschnitt 
[A1 l berühren. 

Die Scham· Kegelschnitte, wel· 
ehe du1·ch Zu y1 gehen und einen 
Kegelschnitt [A1] in einem Punkte 
a1 berühren. 

Die Schaar Kegelschnitte, wel-. 
ehe durch z1 , y1 gehen und zwei 
bestinimte Kegelschnitte [M1], [Nil 
berühren. 

Eine Schaar Pa1·abeln, welche 
durch z1, y1 gehen und deren Axen 
parallel, nach einem wnendlicli 
entferntenPimkte q1 gerichtet sind. 

l270) 6) So werden i?-gend zwei 
Kegelschnitte [z1, y1] von vier be· 
stimmten Kegelschnitten [a1], [biJ, 
[c1], [d1] berührt. 

u. s. w. 

1) E ·inem beliebigen Kegel
schn·itt C; den 1:hn b0;rührenden 
Geraden @; ihren Berührungs
punkten: 

2) Den Blitzen iend Aufgaben 
von (§ 42) bis {§ 48), namentlich 
den Porismen in (§ 47) : 

D. 

1) Eine bestimmte Ciwve 4 ten 
Grades; die sie berührenden Ke· 
gelschnitte [@1]; ihre Berührungs· 
punkte. 

2) Analoge Siitze, Auf gaben 
und Porismen. 
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Hiernach sieht man, dass, wie schon erwähnt, die meisten 
Resultate, welche bei frühern Betrachtungen entwickelt wor
den, nnd welche sich auf Figuren in der Ebene beziehen, 
und zwar vorzugsweise das N etzgewebeartige derselben be
treffen, sich nach den vorstehenden Schemata auf mehrfache 
Weise travestiren lassen; nämlich diejenigen Sätze, Anfgaben 
etc., wobei bloss Punkte und Gerade (Vielecke, Vielseiter pro
jectivische Gerade und ebene Sfrahlbüschel etc.) vorkommen, 
nach (A), kommt ausser diesen Elementen noch ein einzelner 
Kegelschnitt, oder eine gewisse Schaar Kegelschnitte vor, 
nach (B, C und D), und kommen in den Sätzen etc., ausser 
jenen Elementen, beliebige Kegelschnitte vor, nach (D). Auch 
lassen sich die neuen Resultate wiederum auf dieselbe Weise 
umwandeln, u. s. w. Wollte man jedoch diese Umwandlungen 
weiter wiederholen, so würden sie ins Langweilige führen, sie 
würden nichts wesentliches Neues enthalten, mithin weniger 
wichtig sein, als die einfachen Elementarsätze, von welchen 
sie hergeleitet, und von welchen sie im Grunde nur als Car
ricaturen erschienen. 

[271] Die obigen Sätze (rechts), welche meist nur an
gedeutet sind, wird man leicht vollständig aussprechen kön
nen*). Uebrigens führt der Gang der Betrachtung projec
tivischer Ebenen und Strahlbüschel noch von einer andern 
Seite nothwendigerweise auf dieselben zurück, wo sie als
dann theils umfassender, theils mehr ins Einzelne · und Be
sondere eingehend, dargestellt w.erden sollen. 

III. Der vorhergehenden Betrachtung (II) steht, wie es 
der in diesem Werk überall beobachtete Gegensatz erheischt, 
die folgende Betrachtung zur Seite, von welcher ich aber 
nur sehr kurz einige wesentliche Hauptmomente andeuten 
werde. 
. 1) Bringt man nämlich mit den Doppelgebilden fil:, fil:.1 (I) 
irgend zwei Strahlbüschel D, D 1 in Verbindung, so lassen 
sich diese, mittelst des den erstern zugehörigen Strahlsystems, 

*) Es bedeutet nämlich bei den obigen Sätzen (was übrigens 
auch schon aus dem ganzen Zusa.mmenhang zu scbliessen ist), z. B. 
d~s Zeichen [z1 y1 x1]: ein oder mehrere Kegelschnitte, welche durch 
die drei Hauptpunkte z1 , Yu x1 gehen; [z1 y1]: ein oder mehrere 
Kegelschnitte, welche durch die zwei Hauptpunkte z1, y1 gehen; 
kN1], oder [a1], oder [<~\]: ein Kegelschnitt, welcher durch die drei 

auptpunkte zu Yu x1 geht, und einer bestimmten Geraden N, 
oder a, oder @, in E, entspricht; u. s. w. Aehnliches gilt von E 1 • 
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entsprechenderweise aufeinander beziehen, wie vorhin die 

Ebenen E, E,.. Denn durch jeden Strahl des Strahlsystems 

[tl fil1 ] geht, im Allgemeinen, eine Ebene sowohl des einen 

als des andern Strahlbüschels D, D 1 , z. B. durch einen be

stimmten Strahl a wird eine bestimmte Ebene a, in D, und 

eine bestimmte Ebene a 1 , in D 0 gehen; je zwei solche Ebe

nen sollen )>entsprechende Ebenen« (oder jede soll die 

>>schiefe Proj ec tion« der andern) heissen. Jeder Ebene 

in einem der zwei Strablbüschel D, D1 [272] entspricht dem

nach irgend eine bestimmte Ebene im andern Strahlbüschel, 

und von diesem allgemeinen Gesetz :finden, wie man sogleich 

sehen wird, nur wenige Ausnahmen statt. 

Zuvörderst mögen für gewisse Elemente besondere Be

zeichnnngen und Benennungen festgesetzt werden. Nämlich es 

sollen die zwei Ebenen in D, welche durch die Axen ~, fil1 

gehen, durch r, s und ihre Durchschnittslinie durch x, und 

andererseits sollen die zwei Ebenen in D 1 , welche durch fil, 
fil1 gehen, durch z 1, y„ und ihre Durchschnittslinie durch tt 
bezeichnet werden; x und t„ sind also diejenig·en Strahlen 

der Strahlbüschel D, D 1 , welche beide Axen fil, fil1 schneiden, 

und folglich ·zugleich dem Strahlsystem [fil fil1 ] angehören. 

Ferner soll diejenige Ebene in D, welche durch den Strahl 

t1 
in D 1 geht, durch t und die Durchschnittslinien, welche 

sie mit den Ebenen r, s bildet, durch y, z, und andererseits 

soll diejenige Ebene in D 0 welche durch den Strahl x in D 

geht, durch x1 und ihre Durchschnittslinien mit den Ebenen 

z0 Yo durch s,,, r1 bezeichnet werden. Die Ebenen r, s, t 

und z0 
y0 x 1 sollen fortan die »Hauptebenen«, die Strah

len z, y, x und r0 s,., t1 die ))Hauptstrahlen«, oder die 

Dreifl.ache rs t und z1 y1 x 1 sollen die i>Hauptdreiflachecl 

der Strahlbüschel D und D 1 heissen. Auch mögen die Ebe

nenpaare r und Zn s und y1 , t .und x 1 entsprechende 

Hauptebenen, und die Strahlenpaare z und r 0 y und s1 , x 
und t1 entsprechende Hauptstrahlen genannt werden. End

lich soll derjenige Strahl, welchen beide Strahlbüschel D, D1 

gemein haben (die Gerade durch ihre Mittelpunkte D, D1), 

durch e e_
1 

bezeichnet werden. Sodann lassen sich die vor

genannten Ausnahmen folgender Gestalt angeben (vergl. II, 1). 
[273] ))Die sämmtlichen Ebenen der Ebenenbüschel 

z, y, x und ru s0 t1 haben beziehlich die einzelnen 

Hauptebenen z,u y,., x 4 und r, s, t zu entsprechenden 

Ebenen; und ferner: jede Ebene des Ebenenbüschels 
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ee1 entspricht sich selbst, oder es sind in ihr zwei 
entsprechende Ebenen vereinigt.« 

Mittelst der Hauptebenen r, s, t und z1, Yv x1 lässt sich 
zu jeder gegebenen Ebene des einen oder andern Strahl
büschels D, D 1 die ihr entsprechende Ebene finden (ähn

, licherweise wie oben entsprechende Punkte (II, 1) ). 
2) Es entsteht nun weiter die Frage, wenn in einem der 

zwei Strahlbüschel D, D1 irgend ein bestimmtes System von 
Ebenen gegeben sind, welchem Gesetz dann die ihnen ent

,sprecbenden Ebenen im andern Strablbüschel unterworfen 
seien? Die Antwort hierauf ergiebt sich sehr leicht. 

a) Man denke sich zunächst irgend einen Ebenenbüschel 
A im Strahlbüschel D, so werden dessen Ebenen a, (J, y, 
..... dnrch solche Strahlen a, b, c, ..... des Strahlsystems 
[m fili] gehen, welche in einem einfachen Hyperbolo1d liegen 
( 1) oder (§ 51), und daher werden die ihnen entsprechenden 
Ebenen a1, (]1 , y1 , ••••• in D 1 irgend eine bestimmte Kegel
fläche zweiten Grades [ A ,1] umhüllen (§ 51, IV, 4), welche 
nothwendigerweise dem Hauptdreiflach z1 y1 x1 eingeschrieben 
ist, weil durch jeden der drei Hauptstrahlen z, y, x (in D) 
eine Ebene • des Ebenenbüschels A geht, und weil diesen 
·Ebenen jene Ebenen z0 y 1, x,1 entsprechen (1 ) ; (auch berührt 
die Kegelfläche [A,1] diejenige Ebene A(ee1 ), welche durch 
die Axe A und durch den Strahl ee1 geht, weil dieselbe sich 
selbst entspricht (1 ) ). Also: 

)JDen gesammten Ebene.n irgend eines Ebenen
büschels [274] in einem der zwei Strahlbüschel D, D .1, 

wie etwa den Ebenen des Ebenenbüschels A in D, 
entsprechen im andern Strahlbüschel D 1 die gesamm
ten Berührungsebenen irgend einer bestimmten Ke
gelfläche zweiten Grades [Ai], und zwar befinden 
sich unter den letztem allemal die drei Hauptebenen 
z0 y,., x1 .cc Oder: >JJedem Strahl in einem der zwei 
Strablbüschel D, D1 , wie etwa dem Strahl A in D, 
entspricht im andern Strahlbüschel D

1 
irgend eine 

bestimmte Kegelfläche zweiten Grades [A1 ], welche 
dem Hauptdreiflach z ,

1
y

1
x

1 
eingeschrieben ist, und 

auch umgekehrt; so dass also den gesammten Strah
len des einen Strahlbüschels die gesammten Kegel
flächen zweiten Grades entsprechen, welche im 
andern Strahlbüschel dem Hauptdreiflach einge
schrieben sind.« 
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Bei diesem allgemeinen Gesetz finden folgende Ausnahmen 

statt. Liegt die .Axe des genannten Ebenenbüschels A in 

einer der drei Hauptebenen r, s, t, so entspricht ihm in D{ 
ebenfalls ein Ebenenbüschel A 1 , dessen .Axe beziehlich in 

einer der drei Hauptebenen z0 Yo x 1 liegt; (die Ebenenbüschel 

A, A 1 sind projectivisch, liegen ihre .Axen in r und z, oder 

in s und y0 so sind sie perspectiviscb, liegen dieselben aber 

in t und x1 , so erzeugen jene ein einfaches HyperboloYd, 

welches allemal durch die vier Geraden 2!, 2!0 x, t1 geht; 

alle möglichen zusammengehörigen .Axen A und A 1 erzeugen 

drei Paar projectivische ebene Strahlbüschel r und z.1, s und 

y 1, t und X,i (in D und D1), wovon die zwei ersten Paare 

perspectivisch sind, nämlich sie haben ~{, 2!1 zu perspectivi

schen Durchschnitten und jedes hat den Strahl ee1 zur Pro

jectionsaxe, u. s. w.). 
[275] b) Denkt man sich nun weiter ein System von 

Ebenen in D, welche irgend eine Kegelfläche K vom n ten 

Grad umhüllen, und frägt, was für eine Kegelfläche K1 die 

ihnen entsprechenden Ebenen in D1 berühren, so ergiebt sich 

die .Antwort ebenfalls sehr leicht. Denn da irgend eine Ke

gelfläche zweiten Grades [ T], welche dem Hauptdreiflach rst 
eingeschrieben ist, mit der gegebenen Kegelfläche K, im .All

gemeinen und höchstens, 2n( n-1) gemeinschaftliche Berüh

rungsebenen bat, so gehen durch irgend einen bestimmten 

Strahl T 1 (der jener Kegelfläche [T] entspricht (a)) in D11 

eben so viele Ebenen, welche die Kegelfläche K 1 berühren, 

und folglich ist die letztere, im Allgemeinen, von der 

2n( n-1) ten Classe § 41 , III, Note) . Da ferner durch jeden 

der drei Hauptstrahlen z, y, x, in D, im .Allgemeinen n(n-1) 
Ebenen gehen, welche die gegebene Kegelfläche K berühren, 

so muss die Kegelfläche K1 jede der drei Hauptebenen z0 

y1 , x11 im Allgemeinen, n(n-1) mal berühren, u. s. w. *). 
Ist die gegebene Kegelfläche If insbesondere nur vom 

zweiten Grad, so ist die ihr entsprechende Kegelfläche ]{0 

im .Allgemeinen, von der 4 ten Olasse, und berührt jede der 

drei Hauptebenen z11 x 0 Yt doppelt; oder es ist in diesem 

*) Ist z. B. die gegebene Kegelfläche K vom zweiten Grade, 
und geht sie durch die drei Hauptstrahlen z, y, x, so ist die ih1: 
entsprechende Kegelfläche K 1 von der vierten Classe, und hat drei 
Wendungsstrahlen, in welchen sie von den drei Hauptebenen 
z1i y1, x1 berührt wird, und welche in einer Ebene liegen; u. s. w. 
(vergl. oben II, 2, d, Note). 
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Falle die Fläche K1 entweder von der 4 ten, 3 ten, 2 ten, oder 

1ten Classe, je nachdem jene Fläche K entweder keine, 

eine, zwei, oder alle drei Hauptebenen r, s, t berührt. 

Also: 
))Jeder Kegelfläche zweiten Grades I{ in [276] D, 

welche irgen·d zwei der drei Hauptebenen r, s, t be

rührt, entspricht in D1 eben falls eine Kegelfläche 

zweiten Grades K 0 welche die zwei entsprechenden 

( 1) Haupte b e n e n z 11 y 11 x ,1 • berührt; und auch um g e

k ehrt.<< 
3) Mittelst der vorstehenden Fundamentalsätze (1 und 2), 

über die gegenseitige Beziehung der zwei Strahlbüschel D, D 0 

lassen sich nun ähnlicherweise, wie oben (II, 3) bei den Ebe

nen E, E 1 , die daselbst angezeigten Reihen von Eigenschaf

ten, Sätzen, Aufg_aben, u. s. w. [ wenn diese zuerst, vermöge 

(§ 33 und § ·48), auf einen der zwei Strahlbüschel übertragen 

werden], auf eine neue Art travestiren; ich begnüge mich 

aber· damit, hier darauf aufmerksam gemacht zn haben; im 

Nächstfolgenden (IV) sollen einige dahin gehörige Beispiele, 

wenn auch unter abgeänderter Gestalt, herausgehoben werden. 

IV. Die Resultate, welche durch die zwei vorhergehenden 

Betrachtungen über die zwei Paar Gebilde E und E 1 , D und 

D1 entwickelt worden, lassen sich, zufolge (§ 33), unmittelbar 

von jedem Paar dieser Gebilde auf das andere übertragen, 

d. h., die von den Ebenen E, E 1 aufgefundenen Eigenschaf

ten (II) lassen sich auf die Strahlbüschel D, D 1 , und die 

von diesen angedeuteten Eigenschaften (III) lassen sich un

mittelbar auf jene übersetzen. 
1) Nämlich werden z. B. die Strahlbüschel D, D,., nach

dem sie nach obiger Art (III) mittelst des Strahlsystems [%l%l.1] 

auf einander bezogen, durch zwei beliebige Ebenen ~, ~ 1 ge

schnitten, so müssen in diesen entsprechende Hauptelemente 

entstehen, wie sie jenen zukommen, d. h., es entstehen in 

den Ebenen~ und ~ 1 zwei Hauptdreiseite rl3t und 31 ~ 1 ~u 

deren Seiten r, 13, t und 30 ~ 11 ~1 Hauptgerade und deren 

Eckpunkte (nach der Ordnung, in der sie den Seiten [277] 
gegenüber stehen) 3, i), ~ und ru 13 11 t1 Hauptpunkte sind, 

und diese Hauptelemente werden beziehlich durch die Haupt

dreiflache rs t und z0 Yu x11 Hauptebenen r, s, t und Zu y17 X 0 

und Hauptstrahlen z, y, x und r 0 s1, t1 der Strahlbüschel D 
und Dt (III, 1) bewirkt; ferner wird z. B. eine Kegelfläche 

zweiten Grades, welche einem der zwei Hauptdreiflache 

Ostwald's Klassiker. 83. 8 
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eingeschrieben ist, in der zugehörigen Ebene einen Kegel
schnitt erzeugen, welcher dem Hauptdreiseit eingeschrieben 
ist; u. s. w., so dass also zwischen den zwei schneidenden 
Ebenen ~, ~ 1 folgende Beziehung stattfindet: 

Den Elementen und Gebilden 

in der Ebene ~ ... entsprechen .. . in der Ebene ~ 1 : 

1) I1·gend einem Strahl a (Ge
rade): 

2) Dem unendli'ch entfernten 
Strahl O (II, 2, b) : 

3) Einem gewissen besondern 
Strahl ffi: 

4) Den einzelnen Seiten r, {l, t 
des Hauptclreiseits (als Strahlen 
angesehen; : 

5) Den gesammten Strahlen der 
Strahlbüschel 3°, ~' ~. 

6) Den drei Hauptgerr;iden r, 
~, t (als G-ebilde angesehen): 

7) Irgend eihem Strahlbüschel 
5B, d. h., irgend einem Punkte 5B 
und den gesammten durch ihn 
gehenden Strahlen. 

A. 
1) Ein bestimmter· Strahl a1• 

2) E 'in bestimmt§r, endlich ent
f ernte1·, Strahl 0 1• 

3) Der unendlich entfernte 
Strahl ffi1 • 

4) Die gesammten Strahlen der 
Strahlbüschel r1, {l1 t1• 

5) Die einzelnen (Haupt-) Strah
len 31, ~1, !1 · 

6) Die drei Haitptgeraden 31, 

~1, r1• 
7) Ein bestimmter Kegelschnitt 

[){\], der dem Hauptdreiseit 31, 

~u r1 ein_qeschrieben, und dessen 
siimmtliche Tangenten (III, 2, a). 

oder schlechthin: 
Irgend einem Punkte 5B, wel

cher nicht in einer der drei 
Hauptgeraden r, {l, t liegt: 

und 
[278] Den gesammten Punkten, 

welche nicht in den drei Haupt
geraden r, {l, t l'iegen: 

Den Pienkten in den drei· 
Hauptgeraden r, {l, t *): 

8) Irgend einer Geraden @, 
d. h., der Schaar Punkte, die in 
,irgend einer Geraden @ liegen: 

9) Jener besondern (3) Gera
den ffi: 

Ein bestimmter Kegelschni'tt 
[Q\], welcher dem Hauptdreiseit 
31 ~ 1 r1 eingeschrieben ist; 

also: 
[278] Die gesarnmten Kegel

schnitte [31 ~ 1 1;1] , welche dem 
Hauptdrei·seit 31 ~ 1 r1 eingeschrie
ben sind; 

Die Pienkte in den drei Haupt
geraden 31, ~ 1, r1 *). 

8) Eine Schaar Kegelschnitte 
[<~\], d. h., alle Kegelschnitte, wel
che d-ie drei Hauptgeraden 31, ~1' 

r1 und eine bestimmte vierte Ge
rade @\ berühren. 

9) Die Schaar Parabeln [ffi1], 

d. h., alle Parabeln, welche d~m 
I-Iauptdreiseit 31 ~ 1 r1 eingeschrie
ben werden können. 

*) Und zwar sind die Geraden r und 31 , ~ und ~1, t und fo in 
Ansehung der entsprechenden Punktenpaare, projectivisch. 
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10) Da die Ge1·acle @ (8) der 
besondern Geraden m niw in 
einem einzigen Punkt begegnet: 

11) Geht die Gerade @ dU?·ch 
einen der drei Hauptpitnkte 3, 
~' ~ (5): u. s. w. 

1) Irgend zwei Strahlen a, b ; 

dem durch sie bestimmten Punkt 
~, d. h., ihrem Durchschnitts
punkt; 

und dem durch sie und durch 
die Hauptgeraden r, ~, t bestimm
ten Kegelschnitts ['.it]: 

2) Irgend einem Kegelschnitt 
[t], (der dem Hauptdreiseit r ~ t 
eingeschrieben ist; ; 

[279] "irgend einen Punkt ~ in 
dessen Umfang; 

und dem ihn in diesem Punkte 
be1·ührenden Strahl a: 

3) Irgend einem Kegelschnitt 
[t]: 

der Scham· Punkte ~, die in 
seinem Unifange liegen; 

itnd den gesammten Strahlen, 
die ihn berühren: 

4) Da von de1· Scl1aar Punkte 
~ , di'e in dem Kegelschni'tte [ '.it] 
liegen (3), im Allgemeinen itncl 
höchstens , zwei in die besondere 
Ge1·ad e m fallen: 

5) Da irgend zwei Kegelschnitte 
[ffic], [91] (die dem Dreisei·t r~t 
eingesch,rieben sind) einande1· im 
Altgemeinen und höchstens in vier 
Punkten a, b, c, b schneiden: 

u. s. w. 

1) Irgend einem, Kegelschni'tt, 
de?' 1:1•gend zwei der drei Haupt
geraden r, tl, t berührt, z.B. irgend 

B. 

10) So befindet sich unter der 
Schaar Kegelschnitte [@1] (welche 
4 Gerade 3u ~u !u @1 berühren), 
nur eine einzige Parabel. 

11) So vereinigt sich die Ge
rade (~\ mit einer der drei Haupt
geraden 3v t) 11 i;1 , die dann von 
der Schaar Kegelschnitte [@1] in 
einem bestimmten Punkt berührt 
wird. U. s. w. 

1) Zwei bestimmte Strahlen 
a11 b1 ; 

de1· durch sie und durch die 
Hauptgeraden ~1, ~i, ~ 1 besti'mmte 
Kegelschnitt [Q\]; · 

und der durch sie bestimmte 
Punld, d. h., ih1· Durchschnitts
punkt '.it1. 

2) Ein bestimmte1· Punkt '.it1 ; 

[279] ein bestimmter Kegelschnitt 
f~ 1], de1· durch ihn geht (und dem 
Hauptdrei·seit 31 ~ 1 ~ 1 eingesch1·ie
ben ist; 

itnd der in ihm von d·iesem 
Kegelschnitte berühHe Strahl a1• 

il) Ein besti?nmter Punkt '.it1 ; 

die Schaa1· Kegelschnitte [~11, 
d,i~ ditrch ihn gehen; 

imd die gesammten Strahlen des 
Strahlbüschels '.it1 . 

4) So si1id unter der Scham· 
Kegelschnitte [~1], (welche d1·ei 
Ge1·ade 311 ~i, ~ 1 berühren und 

_ durch einen Punkt '.it1 gehen), im 
Altgenieinen 'Und höchstens zwei· 
Parabeln. 

0. 

5) So giebt es im Allgem,einen 
und höchstens vier Kegelschn-itte 
[a 1], [011, [ci], [b1], welche durch 
zwei bestimmte Punkte ID11 , m 1 

gehen (und drei Ge1·ade 30 t,)1, ~ 1 

berühren). U. s. w. 

1) Ein best,immter Kegelschnitt, 
der durch die entsp1·echenden zwei 
Hauptgeraden (31, t) 1, t 1) geht, also 

8* 
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einem Kegelschnitt [ t {l], de1· t; !3 
berührt; der Schaar Pitnkte l,ß, 
die in seinem Umja,nge liegen; 
(itnd der Schaar Strahlen a, di'e 
i]in berühren) : 

2) Da von der Scham· Punkte 
l_ß (1 ) des Kegelschnitts [tß], im 
Allgemeinen und höchstens, zwei 
in der besondern Geraden ~ 
liegen: 

l280] 3) Da irgend zwei Kegel- . 
schnitte [r !3] einander im Allge
meinen in vier Punkten a, '6, c, b 
schne'iden: 

u. s. w. 

1) Irgend einer beliebigen Curve 
C des n ten Grades. 

D. 

z. B. ein bestimmter Kegelsclnvitt 
[~1 ~ 1]; die Schaar Kegelschnitte 
[l_ß1], die ihn berühren; (und clie 
Scham· Strahlen a11 clie ihn (uncl 
diese Kegelschnitte) berühren). 

2) So sind unte1· de1· Schaar 
Kegelschnitte [l,ß1], (die einen Ke
gelschnitt [,1 1 t) 1], zwei Tangenten 
31, ~ 1 desselben, und eine dritte 
Gerade r1 berühren), im Allge
meinen zwei Parabeln. 

l280] 3) So kö1inen irgend zwei 
Kegelschnitte [3-1 t) 1] i'm Allgeme·i
nen von vi·er bestimmten Kegel
schnitten [a1], [o1], [ <' iJ, [b1] berührt 
werden. U. s. w. 

1) E ,ine bestimmte Curve C1 

der 2n(n-1) ten Classe (III, 2, b ). 
So muss Jede der drei Haupt

geraden 31, ~i, h im Allgemeinen 
n(n-1)mal von der genannten 
Curve C1 berüh?'t werden. 

Da durch Jeden de1· drei Haupt
punkte ~, ~, ~ im Allgemeinen 
n(n-1) Strahlen gehen, welche die 
gegebene Curve C berühren: 

u. s. w. 
2) Irgend einem beliebigen Ke

gelschnitt C, dr:r keine der d1·ei 
Hauptgeraden r, {l, t berührt, 

der Scham· Punkte l_ß, di'e in 
seinem Umfange li'egen, und de1· 
Schaar Strahlen a, die ihn in 
diesen Punkten berühren: 

3) Irgend einem beliebigen Ke
gelschnitt C, welcher durch Jeden 
cler drei Hauptpunkte 3, t), ~ geht: 

u. s. w. 

u. s. w. 

2) Eine bestimmte Curve C1 

4 ter Classe, d·ie Jede 'der drei 
Hauptgeraden 31 , ~ 1 , r1 doppelt 
berührt; 

die Schaar Kegelschnitte \,ß 1, 

die sie berithi-en, und die Schaar 
Tan,r;enten a1 , d1·e sie mit diesen 
(in den Be1·ührungspunkten) ge• 
1nein hat. 

3) Eine solche Cut·ve C1 4te1· 
Classe, die drei singuliire Punkte, 
hat, in denen sie von den drei 
Hauptgeraden 31 , ~ 1 , r1 berührt 
'lf.!ird, und di'e in eine1· Geraden 
liegen. 

Hiernach sieht man, wie die gegenseitige Beziehung der 
Ehenen ~, ~

1
, (oder der Strablbüschel D, D 1 ), mit der ge

genseitigen Beziehung· der Ebenen E, E 1 (II) einerseits üb er
e ins tim m t, und -andererseits sich von dieser unterscheidet; 
nämlich sie stimmt dem Umfange nach ganz mit der letzteren 
überein, so dass alle jene Eigenschaften, Sätze, Aufgaben 
etc., von welchen oben (II, 3) Erwähnung geschah, sich eben 
so vielfältig durch sie umwandeln lassen, und dass überhaupt 
alle daselbst gemachten Bemerkungen auch auf sie Anwendung 
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[-281] finden; dagegen aber unterscheidet sie sich von der 

andern durch die Art der entsprechenden Elemente, und 

zwar dergestalt, dass, wenn z. B. irgend ein Satz über Figu

ren in den Ebenen E, B .1 gegeben ist, dann der entsprechende 

Satz in den Ebenen [, ~ 1 (oder in den Strahlbüscheln D, D 1 ) 

unmittelbar daraus abgeleitet werden kann, w~nn man hier 

überall: Gerade, Punkt, Hanptdreiseit, eingeschriebe

ner Kegelschnitt, u. s. w. (oder bei D, D1 : Ebene, 

Strahl, Hau p tdrei flach, eingeschriebene Kegelflä ehe 

etc.) setzt, wo dort, bei B, B 0 respective: Punkt, Gerade, 

Hauptdreieck, umschriebener Kegelschnitt u. s. w. 

steht; und auch umgekehrt. Das Zugleichstattfinden der ein

ander entsprechenden Eigenschaften und Sätze in den ver

schiedenartigen und verschiedenartig auf einander bezogenen 

Gebilde-Paaren B und B 0 D und D ,1 , oder [ und [ 0 ist 

eine nothwendige und natürliche Folge davon, dass die bei

derseitigen Beziehungen durch das Strahlsystem [[([(_1 J be

wirkt worden. Aus denselben Gründen findet übrigens auch 

sogar eine Abhängigkeit zwischen den Eigenschaften irgend 

zweier ungleichartiger Gebilde statt, was, wie folgt, gezeigt 

werden kann. 
2) Man kann nämlich auch zwei ungleichartige Gebilde, 

z. B. die Ebene E und den Strahlbüschel D1' mittelst des 

Strahlsystems [[([(1 ] auf einander beziehen. Werden zu die

sem Endzweck die Pnnkte, in welchen B von den Axen 2!, 
m1 getroffen wird, wie oben (II), durch r, s, der durch sie 

gehende Strahl durch x; und werden andererseits die Ebenen 

in D 1 , welche durch die Axen fil, fil.1 gehen, wie oben (III), 

durch z0 Yo ihre Durchschnittslinie durch ti; wird ferner 
der Punkt, in welchem B vom Strahle t1 getroffen wird, 

durch t, und werden die Geraden, in welchen sie von den 

Ebenen [282] z0 Y-t g~schnitten wird, durch z, y; und wird 
endlich diejenige Ebene in D 1 , welche durch den Strahl x 

geht, durch x
0 

und werden die Strahlen, in welchen sie die 

Ebenen zn y
1 

schneiden (oder welche durch jene Punkte r, s 
geben), durch r 1 , s ,t bezeichnet: so kann, in ähnlichem Sinne, 

wie oben (II und III), das Dreieck rst Hauptdreieck der 

Ebene B, und das Dreiflach z1 y1 x .1 Hauptdreiflach des 
Strahlbüschels D 1 , und ferner können z. B. derjenige Punkt 

et in E und diejenige Ebene ai in D 1 , welche beide durch 

irgend einen und denselben Strahl a des Strahlsystems [fil ~{ 1] 

bestimmt werden, entsprechende Elemente der Gebilde 
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E, D„ genannt weTden, u. s. w., so dass sich alsdann zwischen 
diesen zwei Gebilden eine analoge Beziehungstabelle aufstellen 
lässt, wie oben zwischen gleichartigen Gebilde-Paaren, und 
was etwa durch folgende einzelne Beispiele · erläutert werden 
mag. 

a) Den Elementen und Gebilden 

in der Ebene E ... entsprechen ... im Strahibüschel D1 : 

1) Irgend einem Punkte a (im 
Allgemeinen): 

2) Irgend einer Geraden A, 
d. h., den gesammten Punkten, 
die in irgend einer Geraden A 
-liegen, welche durch keinen der 
drei Hauptpunkte r, s, t geht: 

3) Irgend einem Strahlbüschel 
B, d. h., den gesammten Geraden, 
die durch i'rgend ei·nen Punkt B 

.gehen, welcher in keiner de1· drei 
Hauptgeraden z, y, x liegt: 

4) I1·gend einem dem Haupt
dreieck 1~s t umschriebenen Kegel
schnitt [ A]: · 

1) Eine bestimmte Ebene a1. 

2) Eine bestimmte Kegeijlliclie 
(A1], d. h., die gesanimten Berüh
rungsebenen einer Kege(flciche 
zweiten Grades, welche dem Haupt
drei.ftach z1 y 1 x 1 eingeschrieben ist. 

3) Eine bestimmte Schaar Ke
geijllichen [B1] zweiten Grades, 
welche ausse1· den drei Haupt
ebenen z1 , Yu x1 eine bestimmte 
vierte Ebene B 1 berühren. 

4) Ein bestirnmte1· Strahl A 1 
(oder Ebenenbüschel A 1), der in 
keiner der d1·ei Haitptebenen z1, 

y 1, x1 liegt. 
[283] 5) Irgend einem Kegel- (283] 5) Eine Kegeijlitohe '2ten 

schnitt, welche1· durch irgend zwei Grades, welche die entsprechenden 
Hauptpunkte geht, etwa einem zwei Hauptebenen berührt, also 
Kegelschnitt [rs]: eine Kegeijliiche [ziy1]. 

Oder denkt man sich nun wieder die Ebene ~ 1 , welche 
den Strahlbüschel D1 schneidet, und behält die oben ( 1) für 
die Hauptelemente derselben f~stgesetzten Bezeichnungen und 
Benennungen bei, so hat man · zwischen den Ebenen E, ~1 

folgende gegenseitige Beziehung. 

(3) Den Elementen und Gebilden 

in der Ebene E ... entsprechen ... in der Ebene ~\: 

1) Irgend einem P.imkte a, im 
Allgemeinen: 

2) Den gesam-rnten Punkten, 
welche in ei'ner der drei Haupt
geraden x, y, z liegen: 

0) Den einzelnen I-Iauptpunk
ten 1·, s, t: 

4) Einem gewi·ssen besondern 
Punkt R: 

5) Irgend einer Geraden G, 
welche du1·ch keinen der drei 

1) Irgend eine bestimmte Ge
rade a1• 

2) Eine und dieselbe Gerade, 
niimlich eine der drei Hauptge
raden iu l) 1, 31.-

3) lJie si.immtlichen St1·altlen 
der Hauptstrahlbüschel r1, {l 0 t1· 

4) Die unendlich entfernte Ge-
rade ~ 1• . 

5) E-in best·immter Kegelsch:1-i~t 
[(~\], welcher dem Hauptdreiseit 
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Hauptpunkte r, s, t geht; der 
Behaar Punkte, die in ihr liegen: 

31 ~ 1 f 1 eingeschrieben ist; die 
Schaa1· Gerader, die ihn berühren. 

Daher: 
Den gesammten Geraden (in 

der Ebene): 
6) Der unendlich entfernten 

Geraden D: 
7) Irgend eine1· Ge1·aden, wel

che durch einen der drei Haupt
punkte r, s, t geht; de1· Sc7iaar 
Punkte, die in ihr liegen: 

Die gesam.mten Kegelschnitte 
[31 91~il 

6) Ein bestimmter besonderer 
Kegelschnitt [[\]. 

7) Bin besti'mmter Punkt, de1· 
in einer der drei Hauptgeraden 
31, 91, f1 liegt; die Scham· Gera
der, die durch ihn gehen. 

Oder: .. 
[2841 Irgend einer Geraden, [284] Ein best·immter Strahl-

welche durch einen der drei Haupt- büschel, dessen Mittelpunkt in 
pimkte r, s, t gelit: einer de1· drei Hauptgeraden 31, 

~ 1, ~ 1 liegt. 

Und also: 
Den gesa111,m,ten Strahlen eines 

der drei Sfrahlbüschel r, s, t: 

8) Irgend einem Strahlbüschel 
B, d. h., den gesammten Geraden, 
welche durch irgend einen Punkt 
B gehen, (der in keiner de1· drei 
Hauptgeraden z, y, x liegt): 

9) Dem besondern Strahlbüschel 
R (4): 

10) Da von den Strahlen des 
Strahlbüschels B (8) nur ein ein
ziger durch den besondern Punkt 
R geht: 

} 1) Irgend einem Kegelschnitt 
[1 ], welcher dem Hauptd1·eieck 
r s t itmsclu·ieben ist; der Schaar 
Punkte, welche in ihm liegen; 
17nd de1· Scham· Gerader, welche 
ihn berühren: 

Die gesammten Punkte de1· 
entsprechenden Hauptgeraden 00 
91, f1· 

8) Eine Schaar Kegelschnitte 
[~:\], d. h., alle Kegelschnitte, wel
che ausser den drei I-:lauptgeraden 
3u 91, ~ 1 noch eine bestimmte vierte 
Gerade 581 berühren. 

9) Die Schaar Parabeln [W1], 

(welche dem I-Iauptdreiseit 61 91 h 
eingeschrieben werden können). 

10) So befindet sich unter de1· 
,Schaar Kegelschnitte [~\], welche 
irgend v·ier Gerade 61 , 91' fo 581 

berühren, nur eine einzige Para
bel (9). 

11) Ein bestimmter Punkt '..it:1 ; 

d·ie Schaar Gerade1·, die durch 
ihn gehen (d. i. der Strahlbüscbel 
'.t1); itnd die Schaa1· Kegelschn#te 
['.t1J, die durch ihn gehen (uncl 
dem Hauptdreiseit 31 91 f 1 einge-
schrieben sind). 

Daher: 
Den gesammten Kegelschnitten 

[1·s t]: 
1 2) Da der Kegelschnitt [ T] 

(11), im Allgemeinen und höch
stens, von zwei St?·ahlen des 
Stralilbüschels R (9) ber·ührt w·ird: 

Die gesammten Punkte. 

12) So si"nd unte1· der Scliaar 
Kegelschnitte ['.t1], welche du1·cli 
einen Punkt %1 gehen und drei 
Gerade 31, ~ 1, t 1 berühren, im, All
gemeinen, zwei Parabeln [m1]. 
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13} Der Schaar Kegelschnitte 
[P], welche durch irgend einen 
Punkt P gehen, und [285] dem 
Hauptdreieck rs t um,schrieben 
·sind: 

14) Der Schaar Kegelschnitte 
[ G] , welche irgend eine Gerade 
G berühren (und dem Haupt
dreieck r s t umschrieben sind): 

15) Der Schaar Parabeln [Q], 
die dem Hauptdreieck r s t um
schrieben werden können : 

16) Unter der Schaar Kegel-
. schnitte [P], welche durch vie1· 

gegebene Punkte r, s, t, P gehen 
( 13), befinden sich im Allgemeinen 
zwei Parabeln: 

17) Da irgend zwei Kegel
schnitte [M], [N], (welche dem 
Hauptdreieck rs t umschrieben 
sind), im Allgem.einen und höch
stens, vo~ vier Geraden a, b, c, d 
berührt werden: 

18) Durch drei gegebene Punkte 
r, s, t gehen, im AUgenieinen und 
höchstens, vier Kegelschnitte [a], 
[b], [c], [d], wovon jeder frgend 
zwei gegebene Gerade M, N be
rührt. 

13) Die Schaar Punkte l.j3u 
welche in irgend einer Geraden 
~\ liegen, (die durch [285] kei
nen der drei Hauptpunkte r0 ~u 
t1 geht). 

14) Die Schaar Punkte @11 
welche in einem bestimmten Ke
gelschnitt [ G1] liegen, (der dem 
Hauptdreiseit 31 t) 1 r1 eingeschrie
ben ist), 

15) Die Schaar Punkte D 1 des 
besondern (dem Hauptdrei'seit 
31 ~ 1 r1 eingesch1·iebenen) Kegel-
schnitts [D1], , · 

l 6) Weil . die Gerade l.l,1 mit 
dem Kegelschnitt [01], im Allge
meinen und höchstens, zwei Punkte 
gemein hat. 

1 7) So giebt es, im Allgemeinen 
und höchstens, vier I(egelschnitte 
[a1j, [fi1], [c1], [b1] , welche drei ge
gebene Gerade 30 ~ 1, h berühren, 
und dU?·ch zwei gegebene Punkte 
9J1 0 'in1 gehen. 

18) Weil irgend zwei Kegel
. schnitte [9Jci], ['in1], welche dem 

Hauptdreiseit 01 ~1 h eingeschrie
ben sind, einander, im .Allgemei
nen und höchstens, in irgend vier 
Punkten a0 lii, c1, b1 schneiden. 

u. s. w. u. s. w. 

Wenn insbesondere die Ebene ~ -i mit der Ebene E zu
sammenfällt, dann decken sich das Hauptdreiseit 31 ~ -L fi und 
das Hanptdreieck r s t, und es finden sodann einige merk
wütdige Umstände statt, welche später berücksichtigt werden 
mögen. Eben so giebt es eine besondere gegenseitige Lage 
für die Ebene E und für den Strahlbiischel D,., durch wel
che eigenthüm1iche interessante Umstände verursacht werden, 
und welche gehörigen Orts (im zweiten Abschnitte) ausführ
lich entwickelt .werden sollen. 

[286] Es kann nun ferner noch erinnert werden, dass, 
da alles, was so eben über die zwei Ebenen E, ~1 bemerkt 
worden, ähnlicherweise von zwei Strahlbüscheln D, '.D1 , oder 
da überhaupt alles, was in den vorstehenden Betrachtungen 
über die Ebenenpaare E und E 1 (II), ~ und ~-1 (1), E und 
~ 1 (2) gesagt und angedeutet worden, ähnlich erweise von 
Strahl?üschelpaaren D und D 1 (III), '.D und '.D 0 D und '.Dt 
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gilt, dass also, sage ich, die gesammten Resultate, wel
che in den vorstehenden Betrachtungen (von II bis 
hierher) theils entwickelt, theils bloss angedeutet wor
den, sich mittelst der Strahlbüschelpaare D und D 0 

'.D und '.Di, D und '.D1 auf die Kugelfläche übertragen 
lassen (siehe Anmerkung § 34 und § 48). 

V. Bei den vorstehenden Betrachtungen sind, ähnlicher
weise wie bei vielen früheren Betrachtungen, verschiedene 
besondere Fälle möglich, die nämlich dadurch entstehen, dass 
man den Axen fil, ?2!1 und den Gebilden E und E 1 , D und 
D1 , u. s. w., eigenthümliche Lage zukommen lässt, dass man 
z. B. die eine oder andere Axe, oder das eine oder andere 
Gebilde in unendliche Ferne versetzt, u. s. w.; dadurch er
halten dann auch die Resultate eigenthümliche Aussagen, wo
durch sie oft mehr Interesse erregen, als die allgemeinen 
Resultate. In der Folge wird sich Gelegenheit darbieten, 
alle diese Fälle zu erörtern , wo alsdann , nach vorangegan
gener Entwickelung der Eigenschaften projectivischer Ebenen 
und Strahlbüschel, die Masse der Resultate etwas ausgedehnter 
und umfas&ender sein wird. Hier mag zum Schlusse mit den 
betrachteten Figuren noch folgendes Manöver vorgenommen 
werden, wodurch einige Eigenschaften, die vorhin mit Still
schweigen übergangen worden, klarer und bestimmter hervor
treten, und wodurch man eines [287] Theils eine freiere 
Uebersicht über die vorhergehenden Betrachtungen, über deren 
Zusammenhang nnd über die daraus entsprungenen Resultate 
gewinnt. , 

Das den obigen Betrachtungen zu Grunde liegende Strahl
system [fil 21 1 ] , welches einerseits durch zwei Gerade fil, fil1 , 

und andererseits durch zwei Ebenenbüschel 21, fil1 erzeugt 
wird, indem nämlich jeder Strahl desselben sowohl durch 
irgend zwei Punkte dieser Geraden, als durch irgend zwei 
Ebenen dieser Ebenenbüschel bestimmt wird, kann durch Ver
änderung der Lage dieser Gebilde in folgende besondere Fälle 
übergehen. Man kann nämlich einerseits die Geraden, für 
sich betrachtet, so legen, dass sie einander schneiden, mithin 
in irgend einer Ebene liegen, die durch E 2 bezeichnet wer
den mag, wodmch dann offenbar alle Strahlen in diese Ebene 
hineingezogen werden, und zwar dergestalt, dass sie genau 
die gesammten Strahlen (Geraden) dieser Ebene sind; und 
andererseits kann man die Ebenenbüschel, für sich betrachtet, 
so legen, dass ihre Axen sich schneiden, dass sie mithin in 
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irgend einem Strahlbüschel liegen, der durch D 2 bezeichnet 
werden mag, wodurch dann offenbar alle jene Strahlen in 
diesen Strahlbüschel zusammengedrängt werden, und zwar 
dergestalt, dass sie genau, oder einfach, die gesammten Strah
len dieses Strahlbüschels sind. Denkt man sich nun nebst 
diesen zwei besondern Strahlsystemen E nnd D 2 auch noch 
zugleich jenes ursprüngliche Strahlsystem [fil fil1], und bezeich
net das letztere, um anzudeuten, dass es im Raume beliebig 
liege, durch R, so findet alsdann zwischen den drei Strahl
systemen R, E 2 , D 2 die Beziehung statt, dass jedem be
liebigen Strahl in einem derselben irgend ein bestimmter 
Strahl, sowohl in dem einen, als in dem andern, der zwei 
übrigen (Strahlsysteme) entspricht; z. B. irgend einem Strahl 
a, in R, welcher die [288] Geraden fil, fil 1 in den Punkten 
a, a1 trifft, und in welchem hich die zwei Ebenen a, a1 

der Ebenenbüschel fil, fil1 schneiden, entspricht in E 2 ein 
bestimmter Strahl a a~ , und in D 2 ein bestimmter Strahl 
a a 1 (d. i. die Durchschnittslinie der Ebenen a, a 1 ). Daher 
ist leicht zu erachten, dass gewisse Eigenschaften, welche 
einem der drei Strahlsysteme zukommen, auch, in irgend 
einer entsprechenden Form, auf die jedesmaligen beiden 
übrigen Systeme übergehen müssen, und zwar beruht, diese 
.Abhängigkeit vornehmlich auf den projectiviscben Eigenschaf
ten der Grundgebilde, d. h., auf den vielfältigen projectivi
schen Beziehungen der Geraden fil, fil1 und der Ebenenbüschel 
fil, fil-1. Man denke sich z. B. im ersten Strahlsystem R irgend 
eine Schaar Strahlen, welche in einem einfachen Hyperbolord 
liegen, so werden durch sie einerseits die Geraden fil, m1 

und andererseits die Ebenenbüschel fil, fil 1 projectivisch auf 
einander bezogen, und daher werden, im Allgemeinen, die 
ihnen entsprechenden Strahlen in E 2 einen Kegelschnitt um
hüllen, welcher die Hauptgeraden fil, fil¼ berührt (§ 38, IV), 
und die ihnen entsprechenden Strahlen in D 2 werden in einer 
Kegelfläche zweiten Grades liegen, welche durch die Axen 
(der Hauptebenenbüschel) fil, fil1 geht (§ 38, II). Werden die
jenigen zwei Punkte der Geraden 21, fil1 in E 2 , welche in 
ihrem gegenseitigen Durchschnitte vereinigt sind, durch e, e1 

bezeichnet, und werden diejenigen zwei Ebenen der Ebenen
büschel ~l, fil1 in D 21 welche auf einander fallen, durch s, c{ 
bezeichnet, und wird ferner angenommen, es sei e derjenige 
Strahl in R, welcher zugleich einerseits die Punkte e, e{ der 
Geraden fil, fil1. verbindet, und andererseits die Durchschnitts-
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linie der Ebenen s, c1 der Ebenenbüschel 2!, 2!1 ist, so werden 
also , im Falle dieser Strahl e zu der Schaar Strahlen des 
genannten Hyperbolo'ids gehört, [289] einerseits die Haupt
geraden in E 2 , und andererseits die Hauptebenenbüschel in 
D 2 , allemal perspectivisch sein, so dass folglich in jedem 
solchen Falle dem Hyperbolo'id in R irgend ein Punkt B 
(der Projectionspunkt der Hauptgeraden m, 2I,i) in E 2 , und 
irgend eine Ebene m- (der perspectivische Durchschnitt der 
Hauptebenenbüschel 2!, 2!-1) in D 2 entspricht. Einern Hyper
bolo'id aber, welches nicht durch den Strahl e. geht, wird in 
E2 irgend ein Kegelschnitt, welcher dem Winkel 2I 2!1 ein
geschrieben, und in D 2 irgend eine Kegelfläche zweiten Gra
des, welche dem Winkel 2I 2!1 umschrieben ist, entsprechen. 
Es ist klar, dass, wenn man umgekehrt die Hauptgeraden 
~, 2Ii in E 2 von irgend einem Punkte B aus perspectiviscb, 
oder mittelst eines sie berührenden Kegelschnitts [2! 2!1] pro
jectivisch auf einander bezieht, dass dann diesem Punkt, oder 
diesem Kegelschnitt, irgend ein einfaches Hyperbolo'id in R 
entspricht, welches im ersten Falle durch den Strahl e geht; 
und dass Entsprechendes in Hinsicht der Hauptebenenbüschel 
%{, 2!1 in D 2 stattfindet. Demnach entsprechen den gesamm
ten einfachen Hyperbolo'iden in R, welche den Strahl e ge
mein haben, einerseits die gesamrnten Punkte der Ebene E 2 , 

und andererseits die gesammten Ebenen des Strahlbüschels 
D 2 ; den gesammten Hyperbolo'iden in R aber, welche nicht 
durch den Strahl e geben, entsprechen in E 2 die gesammten 
Kegelschnitte, welche , dem Win~el fil. 2!1 eingeschrieben, und . 
in D 2 die gesammten Kegelflächen zweiten Grades, welche 
dem Winkel 2I ~(1 umschrieben sind. U. s. w. 

Zufolge dieser Betrachtung lassen sich also zwischen den 
drei Strahlsystemen R, E 2 , D 2 ähnliche Beziehungstabellen 
aufstellen, wie oben in (II, III u. IV). Die Form dieses Pa
piers gestattet aber nicht, die entsprechenden Eigenschaften 
aller drei Systeme neben [290] einander zu stellen, wie es, 
vermöge ihres Zusammenhanges, eigentlich sein _ sollte. Sie 
sollen daher nur paarweise neben einander gesetzt werden, 
und zwar nur die zwei Paare R und Ev E 2 und D 2 • Die 
Fundamentaleigenschaften, auf denen die Beziehung dieser 
zwei Paare beruht, sind folgende. 
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a) Den Elementen und Figuren 

in E 2 • • • entsprechen . . . in R: 

1) Irgend einem, Strahle a : 
(Dem unendlich entfernten 

Strahle Q:) 
2) Irgend einern Punkte B, als 

Jlf-ittelpunkt eines Strahlbüschels 
angesehen: 

3) Also den gesa1mnten Punk-
ten: · 

4) Irgend einer Geraden G, 
das heisst, der Schaar Punkte, 
welche in ilw liegen: 

(Der unendlich entfernten Ge
raden Q:) 

5) Irgend einem, Kegelschnitt 
[~ mi], welcher die Hauptgeraden 
m, 'll1 berührt: 

6) Irgend eine1· Curve C; ir
_qend einem Punkte P in de1·sel· 
ben; und der sie in demselben 
berührenden Tangente T: 

u. s. w. 

1) Irgend ein Strahl a. 
(Der itnendlich entfernte Strahl 

Q.) 
2) Irgend ein einfaches I-Iype1·

bolo'id [B], welches durch (~, m1 
und) den Strahl e geht. 

3) Die gesamrnten einfachen 
Hyperbolo'ide, welche die drei 
Strahlen m, 'lf 1, e gemein haben. 

4) Eine Schaar einfache Hy
perbolo'ide [ G], welche, ausser fil, 
'll11 e, irgend einen vierten Strahl 
G gemein haben. 

(Die gesammten hyperbolischen 
Parabolo'ide, welche durch die 
drei Strahlen 'l!, i'(1; e gehen.) 

5) Irgend ein einfaches Hyper
bolo'id [m 'll1]. 

6) Irgend ein? geradlinige Pla
che C; irgend ein sie be1·ührendes 
einfaches · Hyperbolo'id P; und 
de1· Strahl, liings welchem es die
selbe berührt. U. s. w. 

ß) Den Elementen und Figuren 

in E
2 

••• entsprechen ... in D 2 : 

l) Jedern Sfrahl ( Geraden) a: 
[291] 2) Jedem, Punkt, oder 

Strahlbüschel B : 
3) Jeder Geraden G, als Ge

bilde , eine Schaar Punkte ent
haltend, angesehen: 

(Der unendlich entfernten Ge
raden Q:) 

4) Einem Kegelschnitt ['l! 'l! 1], 

der die Hauptgeraden 2I, ~'(1 be
rührt: 

5) Irgend einem beliebigen Ke
gelschnitte C: 

6) Irgend eine1· beliebigen Ciwve 
C; irgend einem Punkte B der
selben; und der zugehörigen -Tan
grmte T: 

u. s. w. 

1) Irgend ein Strahl a. 
l291] 2) Eine Ebene, ode1· ein 

ebene1· Strahlbüschel .$8. 
3) Irgend ein Ebenenbiiscliel @. 

(Ein bestimmter Ebenenbüschel 
D.) 

4) Eine Kegeijl_iiche [irn11 zwei
ten Grades, die durch die Haupt
strahlen 'l!, 'll1 geht. . 

5) Irgend eine KegeljUiche zwei
ten Grades ~. 

G) Irgend eine bestim,mte Kegel
.fläche ~; frgend eine sie berüh
rende Ebene 5B; uncl ih?- .Berüh
rungsstrahl st. 

u. s. w. 
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Wird der Strahlbüscbel D9, durch irgend eine Ebene ~'2 

geschnitten, so beruht die Beziehung der Ebenen E9, und ~ 2 
auf folgenden Fundamentaleigenschaften. 

y) Den Elementen und Figuren 

in E 2 • • • entsprechen . . . in ~ 2 : 

1) Jedem Pitnkt, oder Strahl
bitscliel B: 

2) Jedem Strahl, ode1· Jeder 
Geraden G: 

(Der itnencUich entjernten Ge
raden Q): 

3) Jedem Punkt B, und ir
gend . einem durch ihn gehenden 
Strahle a: 

4) Irgend einer Curve C; ir
gend einem Punkt P derselben; 
und de1· Tangente T 1·n diesem: 

1) E ·in Straht, oder eine Ge
rade~-

2) Ein Punkt, oder ein Sfrahl
büschel @. 

(Ein besti'mmter Punkt D.) 

3) Ei'ne Gerade ~, und irgend 
ein in ihr liegender Pimkt a. 

4) Irgend ei·ne Cu1·ve ([; i'r
gend eine Tangente ~ derselben; 
und ihr Berührungspunkt st. · 

Daher: 
5) D-gend eine1· Curve C vom 

nten Gmcle: 
u. s. w. 

5) E ·ine Curve ([ vom n(n-1)
ten Grade, oder von der n ten 
Classe. U. s. w. 

[292] Wenn bei den Ebenenbüscheln fil, 2!0 in D 2 , wie 
vorhin angenommen worden, : die Ebenen c, s.1 aufeinander 
liegen, dag·egen die Geraden ~{, sr(-t, in E 2 , so gelegt werden, 
dass statt der Punkte e, e1 irgend zwei andere Punkte, etwa 
b, b1 , in ihrem Durchschnitte vereinigt sind, und wenn so
dann die gegenseitige Beziehung der Strahlsysteme D 2 , E 2 , 

in Rücksicht auf ihre entsprechenden Elemente, wie diese bei 
ihrem ursprünglichen Zusammenhange in R bestimmt werden, 
betrachtet wird, so ist diese Beziehung gleich derjenigen, 
welche zwischen den obigen Gebilden E, D 1 (IV, 2, a) statt
fand. Das vorstehende Beziehungssystem (y) ist daher nur 
ein besonderer Fall des obigen (IV, 2, ß). (Ebenso erhält 
man, wenn man das Strahlsystem R durch irgend eine Ebene 
E1 schneidet, ein Beziehungssystem zwischen den Ebenen E 2 

und Eü welches ein besonderer Fall des obigen (IV, 2, (3) ist.) 
Das vorstehende Beziehungssystem (y) enthält übrigens die 

Fundamentalsätze, auf denen die sogenannte >) Theorie des 
polaires reciproques« beruht, welche Theorie gewöhnlich mit
telst eines Hülfskegelschnitts dargestellt wird (§ 44), wobei 
nothwendigerweise beide Systeme von Figuren in einer und 
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derselben Ebene liegen (d. h. die Ebenen E 2 , ~ 2 liegen auf

einander). Hier stellen sich diese Eigenschaften auf allge

meinere Weise, unabhängig vom Kegelschnitt, dar, und zwar, 

wie schon bemerkt worden, nur als besonderer Fall des obi

gen Beziehungssystems (IV, 2, ß). Indessen gebührt das Ver

dienst, die genannte Theorie zuerst freier, unabhängig vom 

Kegelschnitt, aufgefasst zu haben, dem gründlichen Forscher 

Möbius (Barycentr. Oalcül). 

Aus der vorstehenden Betrachtung sieht man, dass dem 

Strahlsystem R, welches bei den obigen Betrachtungen [293] 
(II, III u. IV) nur als Mittel diente, selbst alle Eigenschaften 

auf bestimmte entsprechende Weise zukommen, welche dort 

von anderen Gebilden entwickelt und angedeutet worden. In 
der That sind die Figuren in den obigen Ebenen E, E 1 (II) 

als beliebige Schnitte ( dieser Ebenen und) des Strahlsystems 

R anzusehen, so dass also ihre Eigenschaften nur als Folgen 

der Eigenschaften des letzteren erscheinen; ebenso sind die 

Strahlbüschel D, D 1 (III) nur mittelst der Eigenschaften des 

Strahlsystems R aufeinander bezogen worden, u. s. w. Da 

hiernach gewisse netzgewebeartigen Eigenschaften (fast sämmt

liche Resultate des ersten und dritten Kapitels) in jedem der 

9 Gebilde E, E 0 D, D1 , ~, ~ 1 , '.D, '.D1 und R auf bestimmte 

entsprechende Weise stattfinden: so sind also die Eigenschaf

ten des Strahlsystems R keine eigentlich räumlichen, wiewohl 

dasselbe den ganzen Raum erfüllt, sondern sie sind bloss 

solche, welche ihrem wahren Wesen nach der Ebene (E), 
oder dem Strahlbüschel (D) angehören. (Von eigentlich räum

lichen Eigenschaften der Art wird im dritten und vierten 

Abschnitte die Rede sein.) Auch ist, zufolge der vorstehen

den Betrachtung, das Strahlsystem R in der That einerseits 

als eine durch den ganzen Raum ausgebreitete Ebene E 2 , 

und andererseits als ein aufgelöster, durch den ganzen Raum 

ausgestreuter Strahlbüschel D 2 anzusehen. In diesem Sinne 

lassen sich übrigens auch jene früheren Gebilde E, E.., ~, ~0 

D, D 0 '.D, '.D 1 als Umwandlungen der Strahlsysteme E 2 und 

D 2 
(oder des Strahlsystems R) ansehen, wodurch der Zusam

menhang aller dieser Gebilde von einer neuen Seite sieb 

offenbart, und zwar wie folgt. 

Werden nämlich die zwei Geraden fil, 2{1 , so wie sie hier 

oben in eine Ebene· E 2 gelegt worden, zum [294] zweiten 

Mal in dieselbe, oder in irgend eine andere Ebene E 3 gelegt, 
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jedoch so, dass nicht die nämlichen zwei Punkte e, e-1 in 
ihrem Durchschnitte vereinigt sind, wie das erste Mal, so 
findet zwischen den Strahlsystemen E 2 , E 3 , bis auf einige 
Nebenumstände, offenbar dieselbe Beziehung statt, wie oben 
zwischen den Ebenen ~, ~ 1 (IV, 1). Bezeichnet man die 
zwei ebenen Strahlbüschel, in welchen die oben genannte 
Ebene ~ 2 (r) die Hauptebenenbüschel m, Sl{1 , in D 2 , schnei
det, durch ~, ~.t, und denkt man sich dieselben zum zweiten 
Mal (in derselben, oder) in irgend einer andern Ebene ~ 3 so 
gelegt, dass nicht mehr die nämlichen zwei ·strahlen dersel
ben vereinigt sind, wie dort in ~ 2 , so findet zwischen den 
Ebenen ~ 2 , ~ 3 , in Ansehung ihrer entsprechenden Elemente, 
ähnliche Beziehung statt, wie oben zwischen den Ebenen E, 
E1 (II). Entsprechendes findet statt, wenn man die obigen 
Ebenenbüschel m, Sl{1 in zwei verschiedenen Lagen, in einem 
und demselben, oder in zwei verschiedenen Strnhlbüscheln 
D2 , D 3 , festhält und aufeinander bezieht. In dieser Hin
sicht hätten also alle vorhergehenden Beziehungssysteme un
mittelbar an die obigen Fundamentalsätze (§ 38) angeschlossen 
werden können. Im fünften Abschnitt wird diese letzte Be
trachtungsweise ausführlicher erörtert und mit Erfolg ange
wandt werden. 

Zum Schlusse bemerke ich nochmals, dass alle vorher
gehenden Beziehungssysteme auf verschiedene andere, zum 
Th eil einfachere und leichter zu fassende Weisen erzeugt 
und betrachtet werden können, ~obei eines Theils ebenfalls 
projectivische Eigenschaften (wie hier oben), andern Theils 
aber andere Bestimmungen zur Grundlage dienen, was durch 
die späteren Entwickelungen ausführlich gezeigt werden wird. 
Es werden alsdann die Beziehungssysteme in solcher Allge
meinheit [295] dargestellt, dass sie auch diejenigen Fälle um
fassen, wo einige von den Hauptelementen (Hauptpunkte, 
Hauptgerade u. s. w., siehe oben II, III und IV), welche bei 
der gegenwärtigen Betrachtung immer reell waren, imaginär 
sind. Auch werden dann ähnliche Beziehungssysteme im 
Raume vorko'mmen, wo namentlich in gewissen besondern 

, Fällen zwei Räume so aufeinander bezogen werden, dass jeder 
Ebene im einen Raume irgend eine Fläche zweiten Grades 
im andern Raume entspricht, wodurch man sodann in Stand ge
setzt wird, mit Leichtigkeit alle Flächen zweiten Grades unter 
gewissen Bedingungen zu erzeugen, und ihre Eigenschaften 
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aus den Eigenschaften der ihnen entsprechenden Ebenen 

abzuleiten*). 

[296] Anhang. 

Aufgaben und Lehrsätze. 

60. Die nachfolgenden Aufgaben und Lehrsätze sind zu 

dem Zwecke hierher gesetzt, um denjenigen Lesern, welche 

sich selbstthätig mit der in diesem Werke aufgestellten Me

thode beschäftigen wollen , Gelegenheit zu geben, sich an 

zweckmässigen Beispielen zu .üben. Sollten sich in der That 

Liebhaber finden, welche dem einen oder andern dieser Sätze 

ihre Aufmerksamkeit mit Erfolg schenkten, oder welche selbst 

andere
1 

dahin gehörige, Sätze aufsuchten und bewiesen, und 

sollte ihnen daran gelegen sein, sie mir mitzutheilen, um sie 

bekannt zu machen, so würde ich gern bei der nächsten 

schicklichen Gelegenheit darauf Rücksicht nehmen , oder, im 

Falle sie nach einer andern Methode behandelt, aber von all

gemeinem Interesse wären, würde ich sie Herrn Grelle über

geben und ihn ersuchen, dieselben in sein Journal für 

• *) In Bezug auf die gegenwärtige Betrachtung mögen hier 

noch folgende Beispiele von besondern Beziehungssystemen erwähnt 

werden. Zufolge jedes der zwei ersten (neben ein~nder stehenden) 

Sätze in (§ 46, l ) hat man nämlich ein Beziehungssystem zwischen 

zwei aufeinander liegend gedachten Ebenen, wo z. B. nach dem 

Satze rechts die Beziehung darin besteht, dass jedem beliebigen 

Punkte B
2

, in der einen Ebene, irgend ein bestimmter Kegelschnitt 

[B B
1
], fn der andern Ebene, entspricht, welcher durch drei be

stimmte feste Punkte B, Bi, (.A.A1 ) geht; u. s. w. Eine andere Art, 

wodurch solche besondere Beziehungssysteme zu Stande gebracht 

werden, habe ich bereits im Jahre 1828 in einzelnen Lehrsätzen 

angedeutet (Journal für Mathematik, Bd. III, S. 211, Lehrs. 22-25). 

- Wie auf diese Weise andere, zusammengesetztere Systeme der 

Art aufgestellt werden können, ist leicht zu sehen. Nämlich durch 

jedes Porismn, worin z.B. die Abhängigkeit zweier Punkte von 

einander so beschaffen ist, dass, während der eine sich längs 

irgend einer Geraden (oder Curve) bewegt, der andere irgend eine 

bestimmte Curve durchläuft, entsteht ein solches Beziehungssystem; 

u. s. w. 
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Mathematik aufzunehmen. Die Zusendungen müssten jedoch, 
wie es sich von selbst versteht, portofrei geschehen, und 
könnten nach Belieben an den Herrn Redakteur des genannten 
Journals oder an mich adressirt werden. 

1) Wenn in einer Geraden A. vier harmonische Punkte 
und in einem ebenen Strablbüschel B vier harmonische 
Strahlen gegeben sind, so sind die zwei Gebilde A., B in 
Ansehung dieser gegebenen Elemente auf acht verschiedene 
Arten projectivisch (§ 8, 1, ß), und können, in Rücksicht auf 
jede Art, in perstrnctivische Lage gebracht werden (§ 6). 
Wenn nun in einer Ebene die Lage 

der Geraden A als fest ange
nommen und der Strahlbüschel 
B auf [297] alle Arten mit ihr 
perspectivisch gelegt wird, wel
che gegenseitige Beziehung ha
ben dann die 8 (oder 16) Punkte, 
in welche sein Mittelpunkt fällt? 

· des Strahlbüschels B nls fest 
angenommen und die Gerade A 
[297] auf alle Arten mit ihm 
perspectivisch gelegt wird, wel
che gegenseitige Beziehung ha
be-v. dann die 8 (oder 16) Geraden, 
in welche sie zu liegen kommt? 

2) Die der vorstehenden Aufgabe ( 1) entsprechende Auf
gabe im Strahlbüschel D, wenn nämlich hier in einem ebenen 
Strahlbüschel 513 und in einem Ebenenbüschel S2.{ vier harmo
nische Elemente gegeben sind (§ 53, 15). 

3) Wenn in einer Ebene zwei 
beliebige Gerade A, A1 und in 
jeder irgend vier harmonische 
Punkte gegeben sind, so be
stimmen die letztern, paarweise 
g·enommen, 16 Strahlen S, diese 
schneiden sich in 72 Punkten 
P, u. s. w.; welche Eigenschaft 
haben die Strahlen S in Hinsicht 
ihrer geg-enseitigen Lage, und 
welche die Punkte P? wie oft 
liegen von den letztern 3, und 
wie oft 6 in einer Geraden? u. 
s. w. (Giebt es z. B. 8 Kegel
schnitte, wovon jeder die ge
gebenen Geraden A, A1 und 4 
Strahlen S berührt? Liegen un
ter andern von den Punkten P 
8 mal 6 in einer Geraden, und 
schneiden sich von diesen 4 und 
4 in einein Punkt? u. s. w.) 

Ostwald's Klassiker. 83. 

3) Wenn in einer Ebene zwei 
beliebige Strahlbüschel B, B 1 
und in jedem irgend vier har
monische Strahlen gegeben sind, 
so schneiden sich die letztem, 
paarweise genommen, in 16 
Punkten P, diese bestimmen 72 
Strahlen S u. s. w.; welche Eigen
schaft haben die Punkte P in 
Hinsicht ihrer gegenseitigen 
Lage, und welche die Strahlen 
S? wie oft gehen von den letz
tem 3, und wie oft 6 durch einen 
Punkt? u. s. w. (Giebt es z. B. 
8 Kegelschnitte, wovon jeder 
durch die Mittelpunkte B, B 1 
und durch 4 Punkte P geht? 
Gehen unter andern von den 
Strahlen S 8mal 6 durch einen 
Punkt, und liegen von diesen 4 
und 4 in einer Geraden? u. s. w.) 

9 
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4) Die den vorstehenden (3) ähnlichen Aufgaben im 

Raume, wenn nämlich in zwei festen Geraden A, A 1 , oder 

in zwei festen Ebenenbüscheln m, m-t vier harmonische Ele

mente gegeben sind. 
5) Die den vorstehenden (3) ähnlichen Aufgaben, wenn 

in einem Kegelschnitt zwei mal vier harmonische Punkte, 

oder zwei mal vier harmonische Tangenten gegeben sind 

(§ 43, II). 
[298] 6) Hierher die obigen Aufgaben (§ 21, IV). 

7) Die den vorstehenden (6) entsprechenden Aufgaben im 

Strahlbüschel D, wenn nämlich drei projectivische ebene 

Strahlbüschel 5S, 5S1 , 5S2 und drei projectivische Ebenen

büschel m, mr, m2 gegeben sind. 

8) Wenn drei unter sich pro
jecti vische Gerade A, A 1, A 2 im 
Raume beliebig liegen, so be
stimmen je drei entsprechende 
Punkte derselben eine Ebene: 
welche krumme Fläche wird von 
allen diesen · Ebenen berührt? 

8) Wenn drei unter sich pro
jectivische Ebenenbüschel m, ij1, 

~ 2 im Raume beliebig liegen, so 
schneiden sich je drei entspre
chende Ebenen derselben in 
einem Punkt: in welcher krum
men Linie liegen alle diese 
Punkte? 

9) Wenn vier unter sich pro- 9) Wenn vier unter sich pro-
jecti vische Gerade . im Raume jectivische Ebenenbüschel im 
beliebig liegen, wie oft befinden Raume beliebig lieg_en, wie oft 

sich dann vier entsprechende treffen sich dann vier entspre-
Punkte derselben in einer chende Ebenen derselben in 
Ebene? einem Punkt? 

10) Zwei beliebige projectivische Gerade A, .A1 in einer 

Ebene so zu legen, dass sie einen Kreis erzeugen (§ 40, I). 

11) Zwei beliebige proj ectivische ebene Strahlbüschel ~, 

5S1 , oder zwei beliebige projectivische Ebenenbüschel m, %!.1 

im Strahlbüschel D so zu legen, dass sie einen geraden Ke

gel erzeug·en. 
12) Zwei beliebige projectivische Gerade A, A 11 oder 

zwei beliebige projectivische Ebenenbüscbel m, m1 im Raume 

so zu legen, dass sie entweder a) ein rundes einfaches Hy
perbolo'id (dessen Strahlen den Strahlen eines geraden Ke

gels parallel sind (§ 51, IV)), oder b) dass sie das in (§ 53, 

II, 1) beschriebene besondere einfache Hyperbolo'id erzeugen. 

13) Zwei beliebige projectivische ebene Strahlbüschel B, 
B1 in einer Ebene so zu legen, dass sie entweder a) die 

dem Kreise am nä.chsten kommende Ellipse, [299] oder b) 

die am meisten von der gleichseitigen abweichende Hyperbel 

erzeugen (§ 40, II). 
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14) Einen gegebenen Kegel zweiten Grades, oder ein ge
gebenes einfaches Hyperbolo'id (mittelst einer Ebene) in einem 
Kreise zu schneiden; oder: Wenn zwei project.ivische Ebenen
büschel fil, fil1 in beliebiger fester Lage gegeben sind, sie 
mittelst einer Ebene E so zu schneiden, dass die dadurch 
entstehenden ebenen Strahlbüschel 5B, 5B1 gleich und gleich
liegend sind, und mithin einen Kreis erzeugen (§ 40, II); 
( desgleichen wenn in einem Strahlbüschel D irgend zwei pro
jectivische ebene Strahlbüschel 5B, 5B 1 gegeben sind). 

15) Wenn im Raume vier beliebige feste Ebenen gegeben 
sind, von welcher krummen Fläche werden dann alle Gera
den, die von denselben in einem und demselben gegebenen 
Doppel verhältniss geschnitten werden, berührt? 25) 

Dieser Aufgabe steht eine andere zur Seite; welche? 
Was findet insbesondere statt, wenn das gegebene Doppelver
hältniss harmonisch ist? 

16) Drehen sich zwei beliebige, der Grösse nach unver
änderliche Winkel (ab), (a½ b1 ) (Fig. 56) in einer Ebene der
gestalt um ihre festen Scheitelpunkte B, B 1 , die in einem 
gegebenen Kegelschnitte liegen, dass der Durchschnittspunkt 
Cl zweier ihrer Schenkel a, a1 diesen Kegelschnitt durch
läuft, so be.schreibt jeder der drei übrigen Punkte b, c, b, in 
denen sich ihre Schenkel paarweise schneiden, einen Kegel
schnitt, welcher durch die zwei festen Scheitel B, B 1 geht. 
Hierzu gehört ein Gegensatz; welcher? 

1 7) Drehen sich zwei der Grösse nach gegebene Flächen
winkel (a(:J), (a1 (:11) um ihre fe~ten Kanten fil, fil1 dergestalt, 
dass die Durchschnittslinie ( a a,) zweier Seitenebenen a, a 1 
stets eine gegebene feste Gerade [300] fil:2 trifft, so beschreibt 
jede der drei übrigen Durchschnittslinien ((:1(:11 ), (a(:11) , ((:Ja>.), 
welche die Seitenebenen paarweise bilden, ein einfaches Hy
perbolo'id, welches durch die festen Kanten fil, fil1 geht. -
Hierzu der Gegensatz, wie heisst er? 

18) Wenn die Grundlinie eines 
Dreiecks der Grösse und Lage 
nach geg·eben ist, und wenn 
entweder a) die Summe, oder 
b) der Unterschied der an der
selben liegenden Winkel gege
ben ist, so ist der Ort derSpitze 
des Dreiecks: a) auf zwei glei
che Kreise beschränkt, welche 
die Grundlinie zur gemeinschaft-

18) Wenn der Winkel an der 
Spitze eines Dreiecks der Grösse 
und Lag·e nach gegehen ist, und 
wenn entweder a) die Summe, 
oder b) der Unterschied der ihn 
einschliessenden Seiten gegeben 
ist, so berührt die Grundlinie, 
in allen ihr zukommenden La
gen, stets eine von vier Para
beln, welche dem gegebenen 

9* 
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liehen Sehne haben, oder b) auf 
zwei gleiche gleichseitige Hy
perbeln, welche ebenfalls die 
Grundlinie zur gemeinschaft
lichen Sehne haben. 

19) Wenn ein Kantenwinkel 
(ab) eines dreikantigen Körper
winkels (ab c) der Grösse und 
Lage nach gegeben, und wenn 
entweder a) die Summe, oder 
b) der Unterschied der beiden 
daran liegenden Flächenwinkel 
gegeben ist, so ist der Ort der 
dritten Kante c auf vier be
stimmte (und besondere) Kegel
flächen zweiten Grades be
schränkt, welche dem gegebenen 
Kantenwinkel (ab) umschrieben, 
und wovon zwei und zwei ein
ander gleich sind. 

Winkel (und dessen Neben- und 
Scheitelwinkel) eingeschrieben 
sind, und wovon 2 und 2 (die 
in · den Scheitelwinkeln liegen) 
gleich sind. 

19) Wenn ein Flächenwinkel 
(aß) eines dreiflächigen Körper
winkels (aßr) der Grösse und 
Lage nach gegeben, und wenn 
entweder a) die Summe, oder 
b) der Unterschied der beiden 
daran liegenden Kantenwinkel 
gegeben ist, so berührt die 
dritte Seitenfläche y, in allen 
ihr zukommenden Lagen, stets 
eine von vier bestimmten Kegel
flächen zweiten Grades, welche 
dem gegebenen Flächenwinkel 
eingeschrieben, und wovon zwei 
und zwei gleich sind. 

Oder: 
Wenn die Grundlinie eines 

sphärischen Dreiecks der Grösse 
und Lage nach gegeben, und 
wenn entweder a) die Summe, 
oder b) der Unterschied der 
daran liegenden zwei Winkel ge
geben ist, so ist der Ort der [301] 
~pitze des Dreiecks auf vier be
stimmte sphärische Kegelschnitte 
beschränkt, welche jene Grund
linie zur gemeinschaftlichen 
Sehne haben, und wovon zwei 
und zwei einander gleich sind. 

Wenn zwei Seiten eines sphä
rischen Dreiecks in zwei gege
benen Hauptkreisen liegen sollen 
und wenn entweder a) ihre 
Summe, oder b) ihr Unterschied 
gegeben ist, so rrerührt die 
dritte Seite, in allen ihr mög
licherweise [301] zukommenden 
Lagen, stets einen von vier be
stimmten sphärischen Kegel
schnitten, welche jene Haupt
kreise berühren, und wovon zwei 
und zwei einander gleich sind. 

20) Bewegen sich zwei Ebenen a, a 1 , die sich um zwei 
feste Gerade m, m1 drehen, dergestalt, dass entweder a) die 
Summe, oder b) der Unterschied der Winkel, welche sie mit 
einer festen dritten Ebene E, die jenen beiden Geraden 
parallel ist, bilden, constant bleibt, so beschreibt ihre Durch
schnittslinie (aa1 ) ein einfaches Hyperbolo'id, welches durch 
die festen Geraden ~l, m1 geht. - Wie lautet der hierzu ge
hörige Satz? 

21) Bewegen sich zwei Ebenen a, a 1 , die sich um zwei 
feste Gerade m, m1 drehen, dergestalt, dass sie stets irgend 
zwei zugeordneten Durchmessern eines gegebenen festen Ke
gelschnitts parallel sind, so beschreibt ihre Durchschnittslinie 
(aai) ein einfaches Hyperbolo'id. (Vergl. § 53, II, 2.) Liegen 
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die Geraden fil, fil1 in einer Ebene, so tritt an die Stelle des 
Hyperbolo'ids eine Kegelfläche zweiten Grades. 

22) Wenn ein Kantenwinkel 22) Wenn ein Flächenwinkel 
eines dreikantigen Körperwin- eines dreiflächigen Körperwin-
kels der Grösse und Lage nach, kels der Grösse und Lage nach, 
nnd wenn der ihm gegenüber und wenn der ihm gegenüber lie-
liegende Flächenwinkel der gende Kantenwinkel der Grösse 
Grösse nach gegeben ist, in nach gegeben ist, welche Kegel-
welcher Kegelfläche befindet sich fläche berührt dann die Ebene 
dann die Kante des letztern bei des letztem in allen ihren ver-
allen ihren verschiedenen Lagen? schiedenen Lagen? 

Diese Aufgaben Bind Bedürfniss in der Stereometrie. Wenn 
auch die genannten Kegelflächen vom vierten Grade sind, so 
sind sie vielleicht von solcher besonderen Art, dass sie des
halb doch bequem bei verschiedenen Oonstructionen ange
wandt werden können. [302] Wie lauten die den vorstehenden 
entsprechenden sphärischen Aufgaben? (§ 34 u. § 48.) 

23) Wenn ein der Grösse nach 
unveränderlicher Winkel (aa1) 

sich so um seinen festen Scheitel 
dreht, dass seine Schenkel a, a1 
stets irgend zwei feste Gerade 
A, A 1 im Raume schneiden, 
welche krumme Fläche wird 
dann von der durch die Durch
schnittspunkte gehenden Gera
den beschrieben? 

23) Wenn ein der Grösse nach 
unveränderlicher Flächenwinkel 
(a a1) sich dergestalt bewegt, 
dass seine Seitenflächen a, a1 
stets durch irgend zwei feste 
Gerade m, m1 im Raume geben, 
welche krnmme Fläche wird 
dann von seiner Kante (c.rn1 ) 

beschrieben? 

24) Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine Gerade 
A und ein ebener Strahlbüscllel B, in beliebiger schiefer 
Lage in einer Ebene, und man zieht durch jeden Punkt der 
Geraden einen Strahl, welcher entweder a) dem (dem jedes
maligen Punkt) entsprechenden Strahl des Strahlbüschels 
parallel ist, oder b) welcher zu ihm rechtwinklig ist, so be
rühren alle solche Strahlen eine bestimmte Parabel, welche 
auch von der gegebenen Geraden A berührt wird. 26) 

25) Befinden sich dieselben Gebilde A, B (~4) in belie
biger schiefer Lage im Raume und man zieht durch die Punkte 
in A Strahlen, welche den entsprechenden Strahlen in B 
parallel sind, so liegen dieselben in einem hyperbolischen 
Parabolo'id (§ 52); und fällt man aus den Punkten in A senk
rechte Ebenen auf die ihnen entsprechenden Strahlen in B, 
so berühren alle diese Ebenen einen bestimmten parabolischen 
Cylinder (§ 40, III). 
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26) Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine Gerade 

A und ein Ebenenbüschel fil, in schiefer Lage, und man fällt 

aus den Punkten in A Lothe auf die ihnen entsprechenden 

Ebenen in 2l, so liegen alle diese Lothe in einem hyperboli

schen Parabolo'id. - Was [303] findet statt, wenn man 

durch die Punkte in A Ebenen legt, die den entsprechen

den Ebenen in 2l parallel sind? 27 ) 

2 7) Liegen zwei projectivische ebene Strahlbüschel B, B1 

beliebig im Raume und man legt durch irgend einen gegebe

nen Punkt D Ebenen, wovon jede irgend zwei entsprechen

den Strahlen der Strahlbüschel parallel ist, so umhüllen sie 

eine Kegelfläche D zweiten Grades; oder legt man durch D 

solche Gerade, wovon jede zu irgend zwei entsprechenden 

Strahlen der Strahlbüschel der Richtung nach rechtwinklig 

ist, so liegen sie in einer Kegelfläche zweiten Grades. 

28) Sind im Raume irgend zwei Gerade A, A 1 und ir

gend ein Ebenenbüschel ~l in fester Lage .gegeben und eine 

andere Gerade a bewegt sich längs jenen beiden so, dass 

sie stets zu irgend einer Ebene des Ebenenbüschels senkrecht 

ist, so beschreibt sie ein gleichseitiges hyperbolisches Para

boloYd (§ 52, II). 
29) Ist irgend ein Kegel zweiten Grades und ~sind irgend 

zwei Gerade A, A 1 , die auf zwei beliebigen Berührungsebe

nen desselben senkrecht stehen, gegeben und eine dritte Ge

rade a bewegt sich so, dass sie stets jene zwei Geraden 

schneidet und beständig zu irgend einer Berührungsebene des 

Kegels rechtwinklig ist, so beschreibt sie ein einfaches Hy

perbolo'id. 
30) Alle Ebenen, welche durch irgend einen festen Punkt 

D gehen und ein gegebenes einfaches Hyperbolo'id in gleich

seitigen Hyperbeln schneiden, berühren einen Kegel D zwei

ten Grades*). - Beim hyperbolischen [304] ParaboloYd ist 

dieser Satz immer möglich (§ 5 2, und § 5 3, 4, links). 

31) Alle Ebenen, die durch h-gend einen gegebenen Punkt 

gehen uncl. irgend eine gegebene Fläche zweiten Grades in 

ähnlichen Onrven schneiden, umhüllen was für eine Kegel

fläche? 

*) Alle Ebenen, welche durch irgend einen gegebenen Punkt 

D gehen und irgend eine gegebene Fläche zweiten Grades in Pa

rabeln schneiden, umhüllen einen Kegel 2ten Grades, welcher dem 

Asymptoten-Kegel jener Fläche gleich und mit ihm parallel ist. 
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32) >J Beim einfachen Hyperbolo'id liegen alle Normalen 
längs irgend eines Strahls desselben in einem gleichseitigen 
hyperbolischen Parabolo:id. c< - Dieser bekannte Satz lässt 
sich leicht durch projectivische Eigenschaften beweisen (§ 52 
und 53). 

3 3) Bei jeder Fläche zweiten Grades sind die Normalen 
längs irgend eines ebenen Schnittes derselben jedesmal den 
Strahlen irgend eines Kegels zweiten Grades parallel. 

34) Wie viele Normalen sind, im Allgemeinen, von einem 
beliebigen Punkte aus, auf irgend eine gegebene Fläche 
zweiten Grades möglich, und welche Beziehung haben sie 
unter sich? 

35) Im Allgemeinen steht auf jedem Durchmesser einer 
Fläche zweiten Grades ein bestimmter, ibm zugeordneter, an
derer Durchmesser senkrecht. Alle D nrchmesser, wefohe zu 
solchen andern, die in irgend einer Durchmesser-Ebene E 
(d. i. eine Ebene, die durch den Mittelpunkt der Fläche geht) 
liegen, zugeordnet und rechtwinklig sind, befin'den sich in 
einer Kegelfläche zweiten Grades, welche durch den jener 
Ebene E zugeordneten und durch den auf ihr senkrecht 
stehenden Durchmesser der Fläche geht. 

36) Alle Durchmesser-Ebenen einer Fläche zweiten Gra
des, die zu · solchen Durchmessern zugeordnet sind, welche in 
irgend einer Kegelfläche zweiten Grades liegen, berühren eine 
andere Kegelfläche desselben Grades; und auch umgekehrt. 

[305] 37) In jeder Dnrcbmesser-Ebene einer Fläche zwei
ten Grades lieg,:m, im Allgemeinen, zwei zugeordnete zu ein
ander rechtwinklige Durchmesse\·; welches ist der Ort der 
letztern bei einem Durchmesser-Ebenenbüschel 21 ( d. h. bei 
einer Schaar Ebenen, die durch einen Durchmesser 21 der 
Fläche geben?) 

* * 
* 

38 ) Wenn im Raume irgend zwei Gerade A, A 1 und 
irgend eine ebene Curve n ten Grades O gegeben sind, und 
es bewegt sich eine dritte Gera~e a so, dass sie stets jene 
drei festen Elemente A, A 0 0 schneidet, so beschreibt sie 
eine Fläche vom 2 nten Grade, welche jedoch von unzähligen 
Ebenen a, ß, r ..... in Curven vom n ten Grade geschnitten 
werden kann, und zwar bilden alle solche Ebenen einen be
stimmten Ebenenbüschel 21. - Es giebt einen andern Satz, 
welcher diesem zur Seite steht; wie lautet er? 
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39) Denkt man sich um ein gegebenes Dreieck ~93 eine 
Schaar (d. i. alle mögliche) ähnliche Kegelschnitte, von irgend 
einer bestimmten Gattung, beschrieben, so werden dieselben 
allemal von einer bestimmten Curve vierten Grades C um
hüllt (berührt), welche die drei Eckpunkte des Dreiecks ~, 
9, 3 zu singulären Punkten hat. Derjenige Punkt, in wel
chem jeder Kegelschnitt von der Curve C berührt wird, und 
de1jenige Punkt, in welchem er den dem Dreieck ~9 3 um
schriebenen Kreis K zum viertenmal schneidet (ausser den 
Punkten ~, i:), 3), sind allemal Endpunkte eines und dessel
ben Durchmessers des Kegelschnitts. Der Kreis K wird in 
jedem Punkt von zwei der genannten Kegelschnitte geschnit
ten, und die zwei Punkte, in welchen diese von der Curve 
C berührt werden, liegen allemal in einer gleichseitigen Hy
perbel, die dem Dreieck ~93 umschrieben ist; u. s. w. [306] 
In Hinsicht der Curve C finden folgende wesentliche Grenz
fälle statt: a) Gehen die Schaar Kegelschnitte in Kreise 
über, so fallen sie alle in einen einzigen zusammen, in wel
chen ebenfalls die Curve C übergeht, und welcher der dem 
Dreieck umschriebene Kreis K ist; b) verwandeln sich 
die Kegelschnitte in Parabeln, so geht die Curve C in eine 
unendlich entfernte Gerade über; und c) sind die Ke
gelschnitte gleichseitige Hyperbeln, so reducirt sich die 
Curve C auf einen Punkt, nämlich auf denjenigen, in wel
chem sich die drei Höhen des Dreiecks schneiden, d. b., 
i, durch diesen Punkt geht jede der genannten Hyperbeln.<< 

Welches ist der Ort der Mittelpunkte, und welches ist der 
Ort der Brennpunkte der vorgenannten Schaar Kegelschnitte? 

40) Legt man an je zwei von drei Kreisen a, ß, ,Y 

(Fig. 57), welche irgend einem Dreiseit xyz eingeschrieben 
sind, eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente A, A 11 A'}., so 
bilden diese ein Dreiseit A .A1 A'}., in welches sich unzählige 
Dreiecke a 01 a'2 so beschreiben lassen, dass ihre Seiten jene 
Kreise berühren; nämlich legt man aus einem beliebigen 
Punkt a, in A, eine Tangente a 01 an den Kreis r, aus dem 
dadurch bestimmten Punkte 01 , in A 0 ferner eine Tangente 
01 a2 an den Kreis a, so bertthrt allemal die Gerade aa 2 den 
Kreis ß. - Man erhält einen ähnlichen Satz, wenn man 
noch den vierten Kreis o, welcher dem gegebenen Dreiseit 
x y :t eingeschrieben - werden kann , zu Hülfe nimmt. Beide 
Sätze sind jedoch nur besondern Fälle des folgenden allge
meinen Satzes (rechts). 
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41) Werden einem gegebenen 
Dreieck n 3 beliebige n Kegel
schnitte umschrieben, und rna,n 
berücksichtigt die n Punkte B, 
(307] B1 , B 2 , ••••• , in welchen 
je zwei, nach der Reihe unmit
telbar aufeinander folgende, Ke
gelschnitte sich schneiden, so 
lassen sich unzählige n Ecke so 
beschreiben, dass ihre Seiten, 
nach der Reihe, durch jene 
Punkte gehen, und dass ihre 
Ecken, nach der Ordnung, in 
jenen Kegelschnitten liegen. 

41 ) Werden einem gegebenen 
Drei seit xy z beliebige n Kegel
schnitte eingeschrieben und man 
legt an je zwei, nach der Reihe 
(307] unmittelbar aufeinander 
folgende Kegelschnitte, eine 
(vierte) gemeinschaftliche Tan
gente A, Au A 2, ••••• , so lassen 
sich unzählige n Ecke so be
schreiben, dass ihre Ecken, nach 
der Reihe, in jenen Tangenten 
liegen, und dass ihre ~eiten, 
nach der Ordnung, jene Kegel-
schnitte berühren. , 

Wofern man eine oder zwei Gerade als Kegelschnitt 
betrachtet, so sind in diesen Sätzen, unter andern, auch die 
obigen Sätze (§ 23, rr u. III) und (§ 42, I) als besondere Fälle 
enthalten. Ausserdem entstehen auch merkwürdige besondere 
Fälle, wenn angenommen wird, von den gegebenen Elemen
ten ~, ~' 3 und x, y, z sollen einige imaginär oder u n
en dli ch entfernt sein. 

42) Wenn in einer Ebene ein beliebiges n Seit nnd alle 
Ecken eines n Ecks, bis auf zwei, gegeben sind, so sollen 
diese zwei unter der Bedingung gefunden werden, dass so
dann unendlich viele n Ecke möglich sind, welche zugleich 
jenem n Seit eingeschrieben und jenem n Eck umschrieben 
sind. (Der Ort der zwei gesuchten Eckpunkte ist auf zwei 
bestimmte Gerade beschränkt, welche durch dieselben projec
tivisch getheilt werden, so dass also die sie verbindende Seite, 
in allen ihren möglich verschied'enen Lagen, stets einen be
stimmten Kegelschnitt berührt.) - Wie heisst die dieser Auf
gabe entgegenstehende Aufgabe? Beide Aufgaben finden auch 
statt, wenn das gegebene n Seit und n Eck nicht in einer 
Ebene, sondern im Raume (§ 5 5) sich befinden, wozu insbe
sondere die nacherwähnte Aufgabe gehört. 

43) Hierher die Aufgabe und der Satz in (§ 58, Note). 
44) Wenn in der Ebene ein beliebiges n Eck gegeben 

r308] ist, ein anderes zu beschreiben, welches jenem zugleich 
um- und eingeschrieben ist. - Moebius bat gezeigt, dass 
diese AnJgabe beim Dreieck und Viereck noch nicht möglich 
ist (Jonrn. f. Mathem.). Die in (§ 25) gegebene Auflösung 
muss dies bestätigen, wenn man die beiden Vierecke gleich 
werden und aufeinander fallen lässt, man wird dann finden, 
dass bei den aufeinander liegenden projectivischen Geraden 

,,,. 
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A, A 4 keine entsprechende Punkte vereinigt sind. Eben so 
muss man finden können, ob die vorgelegte Aufgabe für das 
Fünfeck u. s. w. möglich ist. 

45) Wenn im Raume irgend ein n Flach (§ 55) und 
irgend ein n Eck gegeben: 

Ein n Eck (im Raume) zu be
schreiben, welches dem n Flach 
eingeschrieben und jenem n Eck 
umschrieben ist. 

Ein n Flach (im Raume) zu 
beschreiben, welches jenem n
Ffach eingeschrieben und dem 
n Eck umschrieben ist. 

Oder: 

Wenn im Raume n beliebige Ebenen und ·n beliebige 
Punkte gegeben sind, ein n Eck (im Raume, § 55) so zu be
schreiben, dass seine Ecken, nach der Reihe, in jenen Ebe
nen liegen, und seine Seiten, nach der Reihe,' durch jene 
Punkte gehen. - Diese Aufgabe lässt im All-gemeinen 
12

• 22
• 32 

..... (n-1) 2nAuflösungen zu (vergl.§ 25, Note). 
Giebt es in der Tha~ Fälle, wo alle diese Auflösungen zu
gleich möglich sind, oder verhält es sich damit so, dass, 
während ,ein Th eil derselben möglich ist, die andern nicht 
stattfinden können? Dasselbe kann bei (§ 25) und (§ 56, 4) 
gefragt werden. 28) 

46) Zweimal drei zugeQ_rdnete 
harmonische Pole in Bezug auf 
einen gegebenen Kegelschnitt 
(§ 44), liegen allemal in irgend 
einem andern Kegelschnitt. 

[309] 47) Haben irgend drei 
Kegelschnitte K, Ku K 2 in einer 
Ebene zwei gemeinschaftliche 
(reelle oder imaginäre) Punkte 
r, ~, so ist der Ort desjenigen 
Punkts P, dessen drei Harmo
nische in Bezug auf dieselben 
(§ 44) sich in irgend-einem Punkt 
P 1 schneiden, so wie der Ort 
dieses letztem Punkts, .ein und 
derselbe bestimmte vierte Kegel
schnitt K 3 , welcher mit jenen 
dreien die nämlichen zwei Punkte 
gemein hat; und ferner: ctie 
Gerade P P1 geht stets dnrch 
einen bestimmten festen Punkt 
Q, welcher der ha,rmon'ische Pol 
der Geraden r ~ in Bezug auf 
den vierten Kegelschnitt K 3 ist, 

46) Zweimal drei zugeordnete 
Harmonische in Bezug auf einen 
gegebenen Kegelschnitt (§ 44), 
berühren allemal irgend einen 
andern Kegelschnitt. 

[3091 4 7) fütben irgend drei 
Kegelschnitte sr, S'r1, Sr2 in einer 

~bene zwei gemeinschaftliche 
(reelle oder imaginäre) Tangen
ten. r, s, so berührt jede Gerade 
@, deren drei harmonische Pole 
in Bezug auf dieselben (§ 44) 
in irgend einer andern Geraden 
@1 liegen, so wie auch diese 
letztere Gerade, stets einen und 
denselben bestimmten vierten 
Kegelschnitt Sr3, welcher mit je
nen dreien die nämlichen zwei 
Tangenten gemein hat; und fer
ner: der Punkt (@@1) liegt stets 
auf einer bestimmten festen Ge
raden D, welche die Harmoni
sche des Durchschnittspunkts 
(r s) in Bezug auf den vierten 
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und in welchem sich die drei 
Sekanten, welche die drei ge
gebenen Kegelschnitte, p::i.ar
weise genommen, gemein haben 
(ausser der Sekante r{l), schnei
den; u. s. w. 

48) Wenn in einer Ebene drei 
beliebige Kegelschnitte gegeben 
sind, welches ist dann der Ort 
desjenigen Punkts P, dessen 
drei Harmonische in Bezug auf 
die Kegelschpitte, sich in irgend 
einem andern Punkte P1 schnei
den? und welche Curve wird 
von der Geraden P P 1 berührt? 

Kegelschnitt Jt3 ist, und in wel
cher die drei Durchschnitts
punkte der drei Paar Tangen
ten, welche die drei gegebenen 
Kegelschnitte, paarweise ge
nommen, gemein haben, liegen; 
u. s. w. 

48) Wenn in einer Ebene drei 
beliebige Kegelschnitte gegeben 
sind, welche Curve wird dann 
von derjenigen Geraden @, de
ren drei harmonische Pole in 
Bezug auf die Kegelschnitte, in 
irgend einer andern Gera.den @\ 
liegen, berührt? und welches 
ist der Ort des Durchschnitts
punkts (@ @1)? 

49) Wie steht es mit den vorstehenden Sätzen (4 7) und 

Aufgaben (48) in den besondern Fällen, wo statt jedes ge
gebenen Kegelschnitts zwei Gerade (links) oder zwei Punkte 

(rechts) angenommen werden? 

50) Haben irgend vier gege
bene Flächen zweiten Graües 
einen (reellen oder imaginären) 
Kegelschnitt [310] K gemein, so 
ist der Ort desjenigen Punkts P, 
dessen vier harmonische Ebenen 
in Bezug auf dieselben sich in 
irgend einem andern Punkt P 1 

schneiden, so wie der Ort des 
letztern Punkts, eine und die
selbe bestimmte fünfte Fläche 
desselben Grades, welche mit 
jenen vieren den nämlichen Ke
gelschnitt K gemein hat; nnd 
ferner: die Gera.de P P 1 geht 
stets durch einen bestimmten 
festen Punkt Q, welcher der 
harmonische Pol der Ebene K 
in Bezug auf die fünfte Fläche 
ist, und durch welchen die Ebe
nen der sechs Kegelschnitte, 
welche die vier gegebenen Flä
chen, paarweise genommen, ge
mein haben, gehen; u. s. w. 

51J Wenn vier beliebige Flä,
chen zweiten Grades gegeben 
sind, welches ist dann der Ort 
desjenigen Punkts P, dessen 
vier harmonische Ebenen in Be-

50) H::iben irgenll vier gege
bene Flächen zweiten Grades 
einen gemeinschaftlichen Berüh
rungskegel [310] Sr, so berührt 
jede solche Ebene ~, deren vier 
harmonische Pole, in Bezug auf 
jene FHichen, in irgend einer 
a,ndern Ebene &1 liegen, so wie 
auch diese letztere Ebene, stets 
eine und dieselbe bestimmte 
fµnfte Fläche desselben Grades, 
welche mit jenen vieren den 
n}irnlichen Berührung·skegal Jt 
gemein hat; und ferner: die Ge
rade (& &1) liegt stets in einer 
bestimmten festen Ebene D, 
welche die harmonische Ebene 
des Punkts Sf in Bezug auf die 
fünfte Fläche ist, und in wel
cher die Mittelpunkte der sechs 
Berührungskegel, welche die 
vier gegebenen Flächen, paar
weise genommen, gemeiu haben, 
lieg·en; u. s. w. 

51) Wenn vier beliebige Flä
chen zweiten Grades gegeben 
sind, welche krnmme Fläche 
wird dann von derjenigen Ebene 
& bertihrt, deren vier harmoni-
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zug auf dieselben, sich in irgend 
einem andern Punkt P 1 schnei
den? und welches ist der Ort 
der Geraden P P1 ? *) 

52) Haben irgend zwei Kegel
schnitte vier gemeinschaftliche 
Punkte, und gehen von den acht 
Tangenten, von welchen sie in 
denselben berührt werden, drei 
durch irgend einen Punkt, so 
geht allemal noch eine vierte 
Tangente durch denselben Punkt, 
und es [311] gehen alsdann auch 
die vier übrigen Tangenten 
durch irgend einen und densel
ben Punkt. 

sehe Pole in Bezug auf diesel
ben in irgend eine-r andern 
Ebene @1 liegen? und welches 
ist der Ort der Durchschnitts
linie (& &1)? *) 

52) Haben irgend zwei Kegel
schnitte vier gemeinschaftliche 
Tangenten, und liegen von den 
acht Punkten, in welchen sie 
von denselben berührt werden, 
drei in irgend einer Geraden, 
so liegt allemal noch ein vierter 
Punkt in deiiselben Geraden, 
und es liegen [311) alsdann auch 
die vier übrigen -Punkte in ir- . 
gend einer und derselben Ge
raden. 

Solche Beziehung, wie hier die zwei Kegelschnitte, bat 
bei den obigen Sätzen ( 4 7) der vierte Kegelschnitt zu jedem 
der drei gegebenen. 

53) Haben irgend zwei Flä
chen zweiten Grades zwei ge
meinschaftliche Kegelschnitte, 
und haben von den vier Kegel
flächen, von welchen sie in den
selben berührt werden, zwei 
einen und denselbe:1 Mittel
punkt, so hJ1,ben alsdann auch 
die zwei übrigen Kegelflächen 
irgend einen Punkt zum ge
meinsamen Mittelpunkt. 

53) Haben irgend zwei Flä
chen zweiten Grades zwei ge
meinschaftliche Berührungske· 
gel, und liegen von den vier 
Kegelschnitten, in welchen sie 
von denselben b.erlihrt werden, 
zwei in einer und derselben 

·Ebene, so liegen alsdann auch 
die zwei übrigen Kegelschnitte 
in irgend einer und derselben 
Ebene. 

Solche Beziehung, wie hier die zwei Flächen zweiten 
Grades, hat bei den obigen Sätzen (50) die fünfte Fläche zu 
jeder der vier gegebenen. 

54) »Irgend 6 Punkte eines 
beliebigen Kegelschnitts bestim
men 60 eingeschriebene einfache 
Sechsecke (§ 19); in jedem der 
letzteren liegen die drei Punkte, 
in welchen die gegenüber lie
genden Seiten sich schneiden, 
in einer Geraden G (§ 42, I), so 
dass also 60 solcher Geraden G 

54) >>Irgend 6 Tangenten eines 
beliebigen Kegelschnitts bestim· 
men 60 umschriebene einfache 
Sechsseite (§ 19); in jedem der 
letzteren gehen die drei Diago
nalen, welche die gegenüber 
stehenden Ecken verbinden, 
durch einen Punkt 1.)3 (§ 42, I), 
so dass also 60 solcher Punkte 

*) Welche Eigentbümlichkeiten finden bei diesen Aufgaben, 
so wie bei den Sätzen (50) statt, wenn für jede angegebene Fläche 
insbesondere eine Kegelfüiche zweiten Grades oder zwei Ebenen 
angenommen werden? 
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stattfinden ; von diesen 60 Ge- ~ stattfinden; von diesen 60 
raden gehen drei und drei durch Punkten liegen drei und drei 
irgend einen Punkt P, so dass in irgend einer Geraden @, so 
20 solcher Punkte P entstehen; dass 20· solcher Geraden @ ent-
und von diesen 20 Punkten lie- stehen; und von diesen 20 Ge-
gen 15 mal 4 in einer Geraden raden gehen 15 mal 4 dnrch 
g_, so dass jeder in drei solchen einen Punkt .p, so dass jede 
Geraden liegt.« (Welche Be- durch drei solche Punkte geht.« 
ziehung haben diese 15 Geraden (Welche Beziehung haben diese 
g weiter zu einander?) 15 Punkte .p weiter zu einander?) 

)) Sind, bei einem und demselben Kegelschnitt, die gege
benen sechs Punkte (links) zugleich die Berührungspunkte 
[312] der gegebenen sechs Tangenten (rechts), so sind: 

die 60 Geraden G die Harmonischen der 60 Punkte $ 
(§ 44), 

die 20 Punkte P die harmonischen Pole der 20 Geraden@, 
die 15 Geraden g die Harmonischen der 15 Punkte ~ in 

Bezug auf den Kegelschnitt«*). 

55) Wenn bei dem vorher
gehenden Satze (54) die 6 Punkte 
insbesondere so angenommen 
werden, dass sie, paarweise, in 
drei Geraden liegen, welche 
durch irg·end einen und densel
ben Punkt gehen: welche be
sondere Lage haben alsdann die 
60 Geraden G, die 20 Punkte 
P, und die 15 Geraden g? 

55) Wenn bei dem vorher
gehenden Satze (54) die 6 Tan
genten insbesondere so ange
nommen werden, dass sie sich, 
paarweise, in drei Punkten 
schneiden, welche in irgend 
einer und derselben Geraden 
liegen: welche besondere Lage 
haben alsdann die 60 Punkte ~' 
die 20 Geraden @, und die 15 
Punkte .p? 

56) Besteht, in Betracht der Sätze (54), der gegebene 
Kegelschnitt links aus zwei Gru-aden und rechts aus zwei 
Punkten, so hat man ferner insbesondere folgende Sätze 
(§ 23, III): 

»Wenn in jeder von zwei Ge-
1:aden A, Ai, die in einer Ebene 
hegen, drei beliebige Punkte 
ange11ommen werden, so lassen 
sich durch diese, paarweise, 9 
Gerade G legen, welche sich, 
paarweise, in 18 Punkten P 

»Wenn in jedem von zwei 
Strahlbüscbeln B, B 1 , die in 
einer Ebene liegen, drei belie
bige Strahlen angenommen wer
den, so schneiden sich diese, 
paarweise, in 9 Punkten $, 
durch welche sich, paarweise, 

*) Bei der ersten Bekanntmachung dieser Sätze (Annales de 
Mathematiques, torn. XVIII) hatte sich, in Betreff der Geraden g 
und der Punkte .p, eine Unrichtigkeit eingeschlichen. - Hülfsmittel, 
durch welche die Sätze sich beweisen lassen, sind im gegenwär
tigen Theile enthR-lten (§ 42 u. § 46). - Die Sätze (56) lrn,be ich 
ebendaselbst zuerst bekannt gemacht. 
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schneiden, wovon 6 mal 3 in 
einer Geraden g liegen, und von 
diesen 6 Geraden g geben 3 
und 3 durch einen Punkt.« 

18 Gerade @ legen lassen, wo
von 6 mal 3 durch einen Punkt 
,\:) gehen, und von diesen 6 
Punkten ,\:) liegen 3 und 3 in 
einer Geraden.« 

[313] 5 7) Wenn in Ansehung der obigen Sätze (54): 

Von den angenommenen sechs Von den angenommenen sechs 
Punkten fünf fest bleiben, wäh- Tangenten fünf fest bleiben, 
rend der sechste den Kegel- während die sechste sich 11m 
schnitt durchläuft: wie bewegen den Kegelschnitt herumbewegt: 
sich dann d_ie 60 Geraden G, wie bewegen sich dann die 60 
wie die 20 Punkte P, und wie Punkte ~, wie die 20 Geraden 
die 15 Geraden g? · @, und wie die 15 Punkte .p? 

58) Die Sätze (54) beziehen sich auf sechs gleichartige 
Elemente eines Kegelschnitts: welche eigenthümlichen Sätze 
finden bei sechs ungleichnamigen Elementen statt, d. h., wenn 
5, · 4, 3, 2, 1 Punkte und respective 1, 2, 3, 4, 5 Tangenten 
eines Kegelschnitts gegeben sind? 

59) Denkt man sich im Raume irgend zwei rechtwinklige 
Coordinatensysteme um einen und denselben Anfangspunkt, 
so findet folgendes sfatt: 

Die 6 Coordinatenaxen liegen Die 6 Coordi·natenebenen be-
allemal in irgend · einer Kegel- rühren allemal irgend eine Ke-
ftäche iweiten Grades. geljUiche iweiten Grades. 

Dieser Satz ist e1n besonderer Fall eines · umfassendem 
Satzes. Auch kann er, auf entsprechende Weise, wie der 
obige (54), weiter ausgedehnt werden (§ 33 u. § 48). 

6 O) Wenn irgend 9 Punkte einer Fläche zweiten Grades 
gegeben sind, beliebige andere Punkte derselben (durch Con
struction) zu finden; oder: )) Welche Relation findet zwischen 
irgend 10 Punkten einer Fläche zweiten Grades statt ?c( 

Die zweite Frage ist bereits zweimal von der Brüsse1er 
Akademie als Preisaufgabe gegeben worden , aber beidemal, 
so viel ich weiss, ohne Erfolg. 

61) Wenn vo11 der Durchschnittscurve zweier Flächen 
zweiten Grades irgend acht Punkte gegeben sind, [314) be
liebige andere Punkte derselben (durch Construction) zu 
finden. 

62) Durch acht beliebig gegebene Punkte im Raume ei~e 
Kegelfläche zweiten. Grades zu legen. - Lässt im AJlgeme1-
nen vier Auflösungen zu. 

63) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Scheitel) allet 
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Kegelflächen zweiten Grades, welche durch irgend 6, oder 7, 
gegebene Punkte im Raume gehen? 

64) Wenn acht beliebige Gerade im Raume gegeben sind, 
eine Kegelfläche zweiten Grades zu finden, welche dieselben 
berührt. 

6 5) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Scheitel) aller 
Kegelflächen zweiten Grades, welche irgend 6, oder 7, ge
gebene Gerade im Raume berühreµ? 

66) Welches ist de1· Ort aller Ebenen, welche irgend 6, 
oder 7, gegebene Gerade im Raume so schneiden, dass das 
durch die Durchschnittspunkte bestimmte Sechseck oder Sie
beneck irgend einem Kegelschnitt umschrieben ist? 

67) Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelflächen zweiten 
Grades, welche irgend einem gegebenen Sechseck im Raume 
(§ 5 5) eingeschrieben sind ( d. h. dessen Seiten berühren), ist 
ein einfaches Hyperbolord. 

Dieser Satz und die vorhergehenden Aufgaben (60 bis 66) 
haben ihre zugeordneten; wie lauten sie? 

68) Welches ist der Ort des Mittelpunkts der geraden 
Kegelfläche, a) welche durch irgend 4, oder 5, gegebene 
Punkte im Raume geht, oder b) welche irgend 4, oder 5, 
gegebene Gerade im Raume berührt? 

6 9) Welches ist der Ort der Ebene des Kreises, a) wel
cher irgend 4, oder 5, gegebene Ebenen berührt, oder b) wel
cher irgend 4, oder 5, gegebene Gerade im Raume schneidet? 

[315] 7 0) Welche Eigenschaften hat eine Scbaar ähnlicher 
Sphäro'ide, welche durch irgend 4, oder 5, gegebene Punkte 
im Raume gehen; z. B. v-on we~cher krummen Fläche werden 
sie umhüllt (vergl. 39), welches ist der Ort ihrer Mittel
punkte, , oder. ihrer Brennpunkte? u. s. w. 

71) Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller einfachen 
HyperboloYde, welche durch die Seiten eines gegebenen Vier-
seits im Raume (§ 55) gehen? · 

72) Eine Kugel zu finden, welche irgend vier g·egebene 
Gerade im Raume berührt. 

7 3) Eine Fläche zweiten Grades zu finden, welche irgend 
9 gegebene Gerade im Raume berührt. (Wie viele Auf-
lösungen sind möglich?) 

7 4) Die A.xen (d. i. die drei zu einander rechtwinkligen 
conjugirten Durchmesser) eines gegebenen schiefen Kegels 
zweiten Grades zu finden. 

* * 
* 
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75 ) Werden zwei beliebige Ebenen E, E 1 mittelst irgend 
eines Strahlbüschels D aufeinander projicirt, so dass jedem 
Punkt der einen ein bestimmter Punkt in der andern ent- · 
spricht, und werden sofort die Ebenen in beliebige andere 
(schiefe) Lage gebracht, so entsteht die Frage, welchem Ge
setz sodann die Projectionsstrahlen, d. h., die Geraden, wel
che die entsprechenden Punkte verbinden, unterworfen seien, 
oder welche krumme Fläc~e von ihnen berührt werde? -
Diese Aufgabe, nebst der ihr zugeordneten, werden durch die 
Betrachtungen des zweiten Abschnitts gelöst werden. 

7 6) Wenn man Polyeder nur in Hinsicht der Art oder 
Gattung ihrer Grenzflächen von einander unterscheidet, d. b., 
je nachdem diese Dreiecke, Vierecke·, Fünfecke u. s. w. sind, 
so giebt es bekanntlich nur einen vierflächigen, zwei fünf
flächige, und sieben [316] sechsflächige Körper*). ))Wie 
viel verschiedene 7, 8, 9, . . . . . n flächige Körper sind in 
dieser Hinsicht möglich?cc**) 

7 7) Wenn irgend ein convexes Polyeder gegeben ist, lässt 
sich dann immer (oder in welchen Fällen nur) irgend ein 
anderes, welches mit ihm in Hinsicht der Art und der Zu
sammensetzung der Grenzflächen übereinstimmt ( oder von glei
cher Gattung ist), . in oder um eine Kugelfläche, oder in oder 
um irgend eine andere Fläche zweiten Grades beschreiben 
( d. h. dass seine Ecken alle in dieser Fläche liegen, oder 
seine Grenzflächen alle diese Fläche berühren) ? 

7 8) Fällt man aus den Ecken eines beliebigen vierecki
gen Körpers ( dreiseitiger Pyramide) Lothe auf die gegenüber 
liegenden Grenzflächen, so liegen alle vier Lothe, im Allge
meinen, in einem einfachen Hyperbolo'id, und zwar gehören . 
sie zu einer und derselben Schaar Strahlen desselben, so dass 
es also unzählige Gerade giebt, wovon jede alle vier Lotbe 
schneidet (§ 51 ). Wenn insbesondere zwei der vier Lothe 
sich schneiden, so schneiden sich auch die zwei übrigen; und 
wenn insbesondere drei Lothe sich schneiden, so schneiden 
sich nothwendigerweise alle vier in einem und demselben 
Punkt.<c 

In den besondem Fällen geht offenbar das HyperboloYd 

*) Siehe System der Geometrie von Schweins. 
**) Diese Aufgabe habe ich schon an einem andern Orte (,4n· 

nales de Mathem. tom. XIX, p. 36) gegeben, aber es ist noch kerne 
Lösung erfolgt. 
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in einen Grenzfall (in zwei Ebenen, und in einen Kegel) über. 
Bei der ersten Bekanntmachung dieses Satzes (Journal für 
Ma them. Bd. II. S. 97) habe ich die besondern Fälle un
richtig angegeben. 

[317] Es findet ein dem vorstehenden zugeordneter Satz 
statt; wie heisst er? 

7 9) )J Haben irgend zwei vierflächige Körper ( dr~iseitige 
Pyramiden) solche Lage, dass die vier Lothe, welche aus den 
Ecken des einen in bestimmter Ordnung auf die Grenzflächen 
des andern gefällt werden, in irgend einem Punkt zusammen
treffen, so gehen aliemal auch diejenigen vier Lothe, welche 
man in entsprechender Ordnung, aus. d~n Ecken des zweiten 
auf die Grenzflächen des ersten fällt, durch irgend einen und 
denselben Punkt.« Oder: 

a) >>Fällt man aus einem beliebigen ·Punkt E auf die 
Grenzflächen ABC, ABD, A O D, B O D irgend eines ge
gebenen Tetraeders AB CD Lothe Ed, E c, B b, E a, 
nimmt in diesen Lothen vier beliebige Punkte d, c, b, a, als 
Ecken eines zweiten Tetraeders d c b a an, und fällt auf des
sen Grenzflächen d c b, d ca, d b a, c b a aus den Ecken A, 
B, C, D des erstem Lothe A e, Be, Ce, . De, so treffen 
diese einander allemal in irgend einem Punkte e.cc Und ferner: 

b) JJ Nimmt man in den vier ersteren Lothen ähnlicher
weise vier andere Punkte d0 c0 b0 a1 als Ecken eines drit
ten Tetraeders an, so wird diesem in gleicher Beziehung ein 
Punkt e1 entsprechen; und alsdann liegen die vier Durch
schnittslinien a, ß, r, ö der vier einander entsprechenden 
Grenzflächenpaare des zweiten und · dritten Tetraeders (d. i. 
die Durchschnittslinien der Eßenenpaare dcb und _ d 1 et b,., 
dca und d4 c1 a0 dba und d1 b1 a11 cba und c1 b1 a1 ), alle
mal in irgend einer Ebene (aß r ö); und 

c) diese Ebene (a(:lyö) steht allemal auf de1jenigen Ge
raden ee1 , welche durch jene zwei genannten Punkte e, et 
geht, senkrecht. cc 

Diesen Satz, nebst den zwei analogen Sätzen in [318] der 
Ebene und auf der Kugelfläche, bei welchen nämlich, statt 
wie hier Tetraeder, ähnlicherweise Dreiecke in Betracht kom
men*), habe ich schon an einem andern Orte zu beweisen 
vorgelegt (Journal f. Mathem. Bd. II, S. 287). Alle drei 
Sätze sind übrigens besondere Fälle von etwas allgemeineren 

*j Auch :findet ein analoger Satz im Strahlbüschel statt 
Oslwald's Klassiker. 83. 10 
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Sätzen; wie man zu seiner Zeit sehen wird. Auqh haben alle 
drei Sätze ihre zugeordneten Sätze; wie lauten diese? 

80) a) )) Sind in einer Ebene irgend zwei, einander nicht 
schneidende, Kreise Jl,f1 , MCJ. gegeben, wovon man sich den 
einen zunächst innerhalb des andern liegend denken mag, und 
man beschreibt, in dem zwischen beiden Kreisen liegenden 
Raume, eine Reihe Kreise m,., m 2 , m3 , m4 , ••••• , so, dass 
jeder jene zwei und den ihm unmittelbar vorangehenden be
rührt, so findet einer von folgenden zwei Fällen statt: ent
weder a) die Reihe verlängert sich ins Unendliche und ist 
incommensurabel, oder b) sie kehrt in sich selbst zurück und 
ist cornmensurabel, d. h. nachdem sie in jenem Zwischenraum 
irgend eine Anzahl u Umläufe zurückgelegt hat, gelangt man 
zu einem n ten Kreise mn, welcher den ersten m1 be_rührt, 
diesen also zu seinem N achfolge~den hat, so dass hier die 
Reihe. sich schliesst. « 

ß) >> Von diesen zwei Fällen findet immer der nämliche, 
und zwar auf einerlei Weise, statt, man mag den ersten Kreis 
m„ annehmen, wo man will, so dass also das Vorhandensein 
des einen oder andern Falles lediglich von der Grösse und 
Lage der zwei festen · Kreise M1 , M 2 abhängt.« 

r) iiBezeichnet man die Radien der Kreise Mi, M 2 durch 
R,., R 2 und den · Abstand ihrer Mittelpunkte von einander 
durch A, so hat man für den Fall, wo die [319] genannte 
Kreisreihe auf die angegebene Art commensurabel ist, folgende 
einfache Bedingungsgleichung: 

(R,. + R 2 )
2 + 4 R 1 R,,, · tang 2~n: = A\ 

n 
woraus jede der fünf Grössen R 0 R 2 A, u, n gefunden wird, 
wenn die vier übrigen gegeben sind. Liegen die Kreise M1 , 

M2 ineinander, so hat man die obern, und liegen sie aus
einander, die untern Vorzeichen zu nehmen.cc 

81) >)Bei Kreisen auf der Kugelfläche (so wie auch bei 
geraden Kegeln im Strahlbüschel) finden analoge Umstände 
statt, wie im vorstehenden Satze bei Kreisen in der- Ebene, 
und zwar hat man die Bedingungsgleichung: 

cos (R,1 + RCJ.). + 2 sin R 1 sin R 2 tang 2!!...n = cos A .c< 
n 

8 2) >)Es seien M,,, M3 irgend zwei Kugeln, wovon, zum 
leichtei·n Verständniss, die eine ~ innerhalb der andern 
gedacht werden soll, und ferner sei MCJ. eine beliebige solche 
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Kugel, welche im Zwischenraum zwischen jenen zwei Kugel
flächen liegt und sie berührt.« 

))Wird eine Reihe Kugeln m.L, m2 , m3 , ••••• so beschrieben, 
dass jede die drei Kugeln M 0 M.i,, M 3 berührt, und dass sie 
einander der Ordnung nach berühren, so ist sie entweder 
commensurabel, oder nicht, d. h. entweder a) gelangt man, 
nachdem die Reihe u Umläufe um die Kugel M1 gemacht 
hat, zu einer n ten Kugel mn, welche wiederum die erste m,L 
berührt, oder b) dies tritt nie ein, wenn auch die Reihe un
endlich fortgesetzt wird.« 

))Auf diese zwei Umstände hat weder der Ort, wo die 
Kugel M2 angenommen, noch die Lage, die der ersten Kugel 
m.1 der Reihe angewiesen wird, Einfluss, d. h. es findet immer 
derselbe Fall und auf dieselbe Weise statt, es mögen die Ku
geln M2 , m.,_ unter den vorgenannten Bedingungen angenom
men werden, wo man will, so dass also bloss~ die Grösse und 
Lage der [320] festen zwei Kugeln M,,_ , M3 über das Vor
handensein des einen oder andern Falles entscheidet.<< 

>)Sind R1 , R
3 

die Radien der Kugeln M 1 , M 3 , und ist 
A der Abstand ihrer Mittelpunkte von einander, so hat man 
für den commensurabeln Fall (a): 

(R1 + R 3)
2 + 16R1 R 3 sin 2 3!:_rc = A 2

• 
n 

Die untern Zeichen gelten für den Fall, wo die festen Ku
geln M1 , M3 ausser einander liegen.c< 

83) Nach Angabe des letzten Satzes (82) berühren die 
drei Kugeln M.,_, M 2 , M 3 einander der Reihe nach, und jede 
von ihnen berührt die Reihe KugelIL m.0 m2 , m3 , • • • • • Es 
schliessen sich daran folgende' weitere Eigenschaften: 

a) >J Die drei Kugeln M,1 , M 2 , M
3 

sind Glieder einer 
zweiten Kugelreihe M,,_, M2 , M~, Jl14 , ••••• , wovon jede alle 
Kugeln jener ersten Reihe und zugleich die ihr unmittelbar 
vorhergehende berührt.>> 

b) >)Die Mittelpunkte jeder Kugelreihe, für sich genom
men, liegen in einem Kegelschnitte; die Ebenen der zwei Ke
gelschnitte sind zu einander senkrecht, und die Hauptscheitel 
eines jeden sind zugleich die Brennpunkte des andern, so 
dass also entweder a) beide Kegelschnitte (gleiche) Parabeln, 
oder {J) der eine Ellipse und der andere Hyperbel ist.(( 

c) >JBeide Kugelreihen hängen so von einander ab, dass 
sie zugleich commensurabel, und zugleich incommen
surabel sind; 

10* 
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d) und zwar findet -für den commensurabeln Fall das fol
gende merkwürdige Gesetz statt, dass allemal 

· u U 1 
n:+ N=2 

[321] ist, wobei nämlich U die Zahl der~Umläufe und N die 
Zahl der Glieder der zweiten -Kugelreihe bezeichnet (82).« 

Die Sätze 80, 81 und 8 2 habe ich schon in den Annales 
de Mathem. tom. XVIII; und den Satz 83 im Journal für 
Mathematik Bd. II, S'. 192, zum Beweisen vorgelegt. Im 
nämlichen Bande des Journals habe ich (S. 290, Lehrs. 59, 
60 und 61) einige besondere Fälle des Satzes 82, so wie 
(S. 96) eine_ Aufgabe, welche den Satz 80 zum .Ziele hatte, 
aufgestellt. In Folge dieser besondern Fälle und dieser Auf
·gabe hat Clausen · im 6ten und 7ten Bande des Journals 
·die Sätze 80 und 81 analytisch bewiesen, ohne dass er von 
jenen Sätzen in den Annalen Kenntniss gehabt zu haben 
scheint; auch sind seine Ausdrücke der Form nach von den 
meinigen verschieden. Ein Theil des Satzes 80, nämlich (ß), 
ist schon im ersten Bande (S. 256) des genannten Journals 
von mir bewiesen. "Bei spätern Entwickelungen wird sich 
Gelegenheit darbieten, alle . vier Sätze so elementar als mög
lich zu beweisen. - Es entstehen verschiedene interessante 
Fälle, wenn man statt der einen festen Kugel ..,.(in 82 und 83) 
eine Ebene, oder statt des ein·en festen Kreises (in 80 oder 
81) eine Gerade oder einen Hauptkreis annimmt. 

84) Wenn beim letzten Satze (83) die Kugelreiben com
mensurabel sind, so findet in jeder für. je zwei Kugeln, die 
als fest .angenommen werden, und zwischen denen, nach der 
Reihe, nur eine andere _Kugel liegt, wie z. B. für ~, M3 

fo · der zweiten Reibe, die obige Bedingungsgleichung (82) 
statt. Es kann gefragt werden: ob auch für Kugeln, zwischen 
denen zwei, 'oder irgend eine Anzahl. x, Kugeln liegen, in 
gleichem Sinne eine Bedingungsgleichung stattfinde? und 
welche es sei ? 
.[~22] Anmerkung. 

85) Viele von den vorstehenden Aufgaben und/ Sätzen 
lassen sich mittelst der obigen Correlations-Systeme (§ 5 9 ), 
ßO wie auch zufolge der Anmerkungen (§ 33, § 34 u. § 48), 
auf verschiedene Weise umwandeln. Welche sind es? und 
wie lauten die neuen Aufgaben und Sätze? 



Anmerkungen 
des H erausg eb ers. 

Im Nachfolgenden setzen wir die Kenntniss der Lehren 
voraus, die in dem 82. Hefte der Klassiker in den .Anmer
kungen erläutert worden sind. Den Lebenslauf unseres grossen 
Meisters findet der Leser im 60. Hefte der Klassiker. 

1) Zu S. 5. Das hier erwähnte zweite »Heft« ist als 
solches niemals erschienen. 

2) Zu S. 6. Die drei Fälle sind leicht in perspectivischer 
Zeichnung abzubilden. Der Punkt D aller Schnittebenen ist 
gegeben, ferner nehme man im Terrain den Kreis an. .A.lle 
Ebenen, die im Terrain diesen Kreis schneiden, gehören zur 
dritten Olasse. Sämmtliche Tangenten an den Kreis er
schöpfen die zweite Classe. 4-lle übrigen Geraden im Ter
rain bestimmen mit dem Punkte D die erste Classe. - Fern.er 
zeichne man die dem Kegel zugehörigen unendlich fernen 
Punkte, d. h. den Schnitt am Himmel, der gleichfalls Kreis, 
Ellipse, Parabel oder Hyperbel auf der Bildfläche sein kann. 
Man suche, falls als Directrix mit dem Zirkel ein Kreis im 
Terrain gezeichnet ist, zu entscheiden, wann die Himmels
curve einem jeden der vier möglichen Fälle angehört. Mau 
beweise ferner, dass, wenn d der Fusspunkt von D ist, es 
darauf ankomme, ob eine dem Horizont parallele Linie durch 
d den Terrainkreis treffe, berühre oder verfehle. Wann wird 
die Himmelscurve als Kreis erscheinen? Zugleich liegt hier 
eine Methode vor, mit dem Lineal allein beliebig viele Punkte 
eines Kegelschnittes zu construiren. Solche Studien gehören 
indess nicht nothwendig znm Verständniss unseres weiteren 
Textes. 
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3) Zu S. 8. Das logische Verständniss wird durch den 
Gedankengang des Textes vollständig gewonnen. Dennoch 
empfiehlt sich die perspectivische Zeichnung der drei Fälle, 
indem man Ebenen bestimmt und nun die Zeichnung der in 
dieser Ebene erzeugten Kegelschnitte verlangt. 

4) Zu S. 8. Dieser Annahme eines Kreises entspricht in 
perspectivischer Zeichnung die Annahme eines im Bilde als 
Kreis erscheinenden Kegelschnittes. Je nachdem dieser den 
Horizont meidet, berührt oder schneidet, ist er offenbar Ab
bild einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel. 

5) Zu S. 14. Die beiden Sätze über die Parabel werden 
aufs beste durch perspectivische Zeichnung veranschaulicht. 
Man verzeichne im Terrain mit dem Zirkel einen Kreis, der 
vom Horizont berührt wird, so ist dieser Kreis das Bild einer 
Parabel, da ein Punkt im Unendlichen liegt. Zwei einander 
parallele Tangenten müssten sich aber im Horizonte schnei
den; solche giebt es nicht, da eben der Kreis den Horizont 
berührt. Die unendlich ferne Tangente aber ist der Horizont 
selbst, und diesem ist jede andere Tangente parallel, weil 
letztere doch einen Punkt im Unendlichen hat. Wir werden 
später sehen, dass der Mittelpunkt der Parabel auch im Un
endlichen liegt und mit dem unendlich fern~n Berührungs
punkt durchaus zusammenfällt. 

6) Zu S. 14. Liegt der Terrainkreis so, dass der Hori
zont nicht von ihm geschnitten wird, so ist er das Bild einer 
auf der Fussebene liegenden Ellipse. Parallele Tangenten 
sind allemal diejenigen, die sich in irgend einem Punkte des 
Horizontes schneiden. Schneidet der Terrainkreis den Hori
zont, so giebt es ebensowohl Horizontpunkte, von denen aus 
Tangenten gezogen werden können. Nur sind jetzt die in
nerhalb des Kreises liegenden Horizontpunkte ausgeschlossen. 

7) Zu S. 17. In perspectivischer Zeichnung sind alle 
diese Arten von Cylindern leicht zu zeichnen. Man braucht 
nur den Fusspunkt d im Horizonte anzunehmen und den 
Terrainkreis zu variiren, wie in Anm. 5 beschrieben ist. 

8) Zu S. 27. In diesem Satze haben wir e 3 und b 3 in 
e ~ nnd b ~ verbessert. 

9) Zu S. 39. Im folgenden Lehrsatz links ist ))Vierecks(( 

für ))Vierseitscc verbessert worden. 
10) Zu S. 48. Sehr zu empfehlen ist die perspectivische 

Zeichnung. Man nehme zwei beliebige Gerade an, die durch 

ihre Fluchtpunkte I und II und ihre Terrainpunkte a und ß 
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gegeben seien. Für die dritte Gerade braucht offenbar nur 
der Fluchtpunkt III gegeben zu sein, da die 0onstruction un
möglich von ihrem Terrainschnitt r abhängig sein kann. Man 
construire eine Ebene durch I, a und 111 und bestimme de
ren Schnittpunkt B mit der Geraden II (:J. - Verbindet man 
B mit III, so findet man den Schnitt A in der Geraden I a 
und AB ist die gesuchte Gerade. 

11) Zu S. 54. Es giebt kaum Sätze der synthetischen 
Geometrie, die geeigneter sind zur perspectivischen Zeichnung, 
als die hier erläuterten, dabei sind die Zeichnungen ohne 
Ausnahme wenn auch mühsam, so doch ganz leicht auszufüh
ren, weshalb wir hier keine mitzutheilen uns veranlasst sehen. 
Es mag nur noch darauf hingewiesen werden, dass in über
raschend einfacher Weise der Mittelpunkt des Hyperboloids 
verzeichnet werden kann, wie auch der Asymptoten-Kegel, 
der durch den Kegelschnitt am Himmel charakterisirt ist. Es 
empfiehlt sich ferner, die beiden Schaaren von Geraden des 
Hyperboloids zu zeichnen und endlich den Schatten, den eine 
Zenithsonne auf das Terrain werfen würde. Dadurch tritt 
erstens das gezeichnete Hyperboloid plastischer hervor, zwei
tens erkennt man, dass erst nach Vollendung desselben der 
Horizont in beliebiger Lage angenommen zu werden braucht, 
m. a. W. die projectivischen Geraden können durch drei Ele
mentenpaare gegeben, das Hyperboloid gezeichnet und dann 
erst die Lage jener beiden Geraden im Raume beliebig ge
wählt werden. 

12) Zu S. 56. Die genannten Fälle sind sämmtlich über-
raschend einfach zu zeichne!\ möglich. · 

13) Zu S. 66. Die Zeichnung der hyperbolischen Para
boloide ist nicht schwieriger, da die Annahme unendlich fer
ner Punkte und Geraden bequem auszuführen ist. So hat 
z. B. ein Ebenenbüschel mit unendlich ferner Axe ein ein
facheres Ansehen, als ein solches mit endlicher Axe. Denn 
letzteres wird abgebildet durch zwei Strahlbüschel (nämlich 
am Himmel und im Terrain), die im Horizonte ihren per
spectivischen Durchschnitt haben, während im ersten Falle 
nur ein Strahlbüschel mit dem 0entrum im Horizont auftritt. 
Das Strahlbüscbel am Himmel ist aufgelöst in das Bild der 
unendlich fernen Axe und in den Horizont. Die zuletzt in 
§ 52 aufgeführten Fälle verlangen nur noch die Kenntniss 
der Orthogonal-0onstructionen, wie eine solche schon zu 
§ 27 ausgeführt wurde. S. Heft 82, Anm. 4. 
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14) Zu S. 79. Wie wenig die Figuren 51 und 52 den 
gerechter Weise zu stellenden Anforderungen genügen kön
nen, fat leicht erkenntlich. Leider aber können wir hier nicht 
tiefer auf die Probleme eingehen, weil sie eine genaue Be
kanntschaft mit der Maassperspective erfordern, die wir hier 
nicht voraussetzen wollen. Die Sätze 14 a, ß, r bieten eine 
Fülle anregenden Stoffes für die Maassperspective dar. 

15) Zu S. 82. Eine ähnliche Aendernng des jetzt fol
genden doppelseitigen Textes musste vorgenommen werden, 
wie in der .Anmerkung zu § 25, da die Anzahl der n-Flache 
und n-Ecke genau n mal zu gross angegeben war, denn im 
Original ist diese .Anzahl = 3, 4, 5 ... n. - In dieser ·.An
zahl kommt aber jedes Stück n mal vor, daher es heissen 
muss 3, 4, 5 ... (n-1 ). Dem entsprechend ist der Text ver
bessert worden. 

16) Zu S. 87. Man beachte die Berichtigung, die in 
der vorstehenden Anmerkung 15 gekennzeichnet ist. Es 
braucht kaum noch erwähnt zu werden, dass die perspectivi
sche .Ausführung nicht die geringste Schwierigkeit darbietet; 
·indess ist die logische Kraft der projectivischen Beweisfüh
rnng so schlicht und bewundernswerth, dass man kaum an 
Klärung im vorliegenden Falle gewinnen dürfte. Man nehme 
immerhin n = 4 und führe die Zeichnung aus. Sie wird 
alsdann schon ziemlich mühsam, aber interessant ist es, sich 
von der Richtigkeit der .Ausführung zu überzeugen und die 
Richtung einer jeden Seite des gefundenen Vierecks genau 
verfolgen zu können. Da man die gefundenen Vierecke in
nerhalb des Rahmens zu haben wünscht, so wird man gut 
thun, das zu suchende Viereck erst anzunehmen und dann 
die 2 X 4 Geraden den Bedingungen gemäss, aber sonst be
liebig, zu verzeichnen. Jetzt nimmt man die Lösung fort und 
sucht die Construction dem Texte gemäss auszuführen. Schon 
bei n gleich 4 wird die Zeichnung -ziemlich complicirt, weil 
doch 8 Gerade mit ihren Verticalebenen angegeben werden 
müssen. 

1 7) Zu S. 89. Die Lösung dieser eleganten .Aufgabe ist 
ebenso wie die vorige bewundernswerth einfach und durch
sichtig in ihrer logischen Kraft. Fraglich jedoch erscheint, ob 
der Forderung Gergonne's: J)Construirerigoureusement la droite 
qui etc.<< mit dem logischen Beweise allein genügt wird. Bei 
vier beliebig liegenden Geraden im Raume kann man in der 
That eine perspectivische .Auflösung verlangen, und dass die 
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Figur 5 3, wie der Autor meint, » der Vorstellung behülflich 
sein mag «, dürfte wohl bezweifelt werden. Anbei folge des
halb eine Durchführung der ganzen Aufgabe, und zwar genau 
auf Grund der Steiner'schen Lösung. Zunächst überzeuge 
sich der Leser davon, dass die beiden Geraden A und B 
in der That der geforderten Bedingung entsprechen (siehe 
Figur Seite 154). Dazu suche man zunächst die 4 Geraden 
I (I ), II (II), IJI (III) und IV (1 V) mit Hülfe ihrer Vertical
ebenen, Fluchtpunkte und Terrainschnitte aufzufassen, man 
beziehe auch je zwei derselben auf einander und überzeuge 
sieb davon, dass sie sämmtlich windschief im Raume an ein
ander vorbeigehen. Zu diesem Zwecke suche man die Schnitt
punkte der Terrainschnitte je zweier Geraden auf und sehe 
zu, dass die Längen der Fusslothe an dieser Stelle für beide 
Gerade verschieden seien. Dann überzeuge man sich von der 
Richtigkeit der Lösung. Dazu sind für die Geraden A die
jenigen 4 Fusslothe verzeichnet worden, die zu den Durch
schnittspunkten mit den 4 gegebenen Geraden gehören; sie 
sind mit 1 a, 2 a, 3 a und 4 a bezeichnet. - Ebenso über
zeuge man sich davon, dass 1 b zu der Geraden B und znr 
Geraden J 

1 
(I) gehört, 2 b zu B und der zweiten Geraden, 

u. s. f. - Um die Lösung zu finden, wurde die Gerade J 
gewählt, und 3 beliebige Ebenen a, ß, 'Y hindurcbgelegt; als 
solche ergaben die folgenden Ebenen die einfachsten Con
structionen: 1) die Ebene a wurde vertical durch die Ge
rade l (1) gelegt nnd ergab die Schnittpunkte a2 , 03 und 04 
(a2 fällt rechts aus dem Rahmen hinaui;3). Die Ebene ß wurde 
2) brachial angenommen. Da füe brachiale Ebene die Gerade l 
enthalten soll, so ist sie völlig bestimmt; ihre Flucht gebt 
parallel dem Horizont durch J und ihr Terrainschnitt par
allel dem Horizont durch (J). Der Schnitt dieser Ebene 
mit den 3 anderen Geraden, 02 , 03 und o4 , ist leicht gefun
den (durch Verbindung von (/J2 ) mit ß2 , u. s. w.). Endlich 
kann man 3) diejenige Ebene cp wählen, die dnrch das Auge 
geht; dieselbe projicirt sich in der Geraden J (1) selbst. Es 
ergeben sich sofort die drei Punkte f 2 , f 3 , f 4 • Nun bestimmt 
man die Durchschnittspunkte der Projectionsstrahlen mit der Ge
raden I; es ergiebt '6 3 o2 den Punkt o0 und '6 4 t\ den Punkt 0.1, 

ebenso 0 3 a2 den Punkt 01 und a4 a2 den Punkt a0 • Um die 
Schnittpunkte f 1 und f O zu finden, muss man einen Kunstgriff 
anwenden. Man sucht nämlich die Fusspunkte (L) und (f 0) im 
Terrain auf, indem man (f 3 ) mit (f2 ) und (f 4 ) mit (f 2 ) ver- · 
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bindet. Die Lothe in (f 1 ) und (f 0) ergeben die gesuchten 
Punkte f 1 und f 0 • Freilich könnte man statt der Ebene cp 
eine andere wählen und Flucht und Terrainschnitt beliebig 
annehmen. Der Kreis gestattet dann die bekannte und ele
gante Steiner'sche Lösung. Die gefundenen Punkte k und l 
bestimmen die beiden geforderten Punkte, in denen die ent
sprechenden Elementenpaare sich- decken. Es sind das die"'.' 
jenigen Punkte, deren Lothe durch 1 a und 1 b bezeichnet 
sind. Die weitere Construction ist, weil einfach, aus der 
Zeichnung fortgelassen. Man lege eine Ebene durch l a und 
IV (IV), so muss die gesuchte Gerade in dieser Ebene liegen. 
Man bestimmt den Schnitt derselben mit den Geraden II und 
III und findet 2a und 3 a, somit auch 4a, welches richtig 
mit 1 a, 2 a und 3 a in einer Geraden liegt. Ganz ebenso 
verfährt man mit dem Punkte über 1 b, findet 2 b, 3 b und 
durch Verbindung 4 b. - Von allen diesen Lothen liegt 2 b 
allein im Rücken des Beschauers, denn der Fusspunkt be
findet sich über dem Horizonte. - Für eine praktische Aus
führung ist es auch hier nothwendig, umgekehrt zu verfahren, 
die Linien A und B zu zeichnen, und die vier Geraden hin
durchzulegen, anders wird man es schwerlich erreichen, dass 
die wesentlichen Theile der Zeichnung innerhalb des Rahmens 
liegen. Jeder Punkt, der aus dem Rahmen · herausfällt, ver
mehrt die Anzahl von Nebenconstructionen. In beiliegender 
Zeichnung gestattete das Reissbrett sowohl den Puukt (0 2) 

als auch a2 und 04 zu erhalten. Nachdem sie zur Construc
tion benutzt waren , konnte man sie in der Zeichnung ent
behren. Die im Text folgemle Aufgabe, ) die Durchschnitts
punkte eines gegebenen einfachen H~1perboloids und einer 
einfachen Geraden zu finden c<, ist gleichfalls gelöst, da es 
leicht ist, beliebig viele Strahlen des Hyperboloides zu zeichnen. 

18) Zu S. 92. Man bemerke, d.ass die Fig. 54 , streng 
perspectivisch aufgefasst werden kann und alle vorkommen
den Punkte definirt werden können. Unbeschadet der All
gemeinheit kann die Fläche ABC im Terrain liegend ge
dacht werden. D ist freilich irgendwo im P-rojectionsstrahl 
zu denken, d. h. das Fnssloth ist nicht bestimmt, es kann 
jeder Punkt der ganzen durch D gehenden Verticale als Fuss
pnnkt angenommen w·erden, D kann selbst im Rücken des 
Beschauers liegen , ohne dass irgend etwas an der Construc
tion geändert zu werden brauchte; r und a sind auch dann 
erst bestimmt

1 
wenn D seinen Fusspunkt erhält. Die Punkte 
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b und o liegen im Terrain, a und c in der Geraden B D. 
Man sieht also, dass zu der interessanten Allgemeinheit, die 
im Text die Tetraeder-Construction beweist, eine fernere un
endliche Mannigfaltigkeit hinzukommt, d. h. die gezeichneten 
Raumfiguren sind selbst noch unendlich mannigfach deutbar. 
- Die Zeichnung bleibt unverändert, auch wenn D unend
lich fern liegt, das Tetraeder unendlich gross wird. 

19) Zu S. 100. Die bis zu dieser Stell,e im § 59 vor
getragenen Beziehungen ,und Sätze illustrirt Steiner mit der 
figur 55, in der alle »nicht punktirten Linien in der Ebene 
des Papiers liegen sollen«, während alle übrigen in einer be
liebigen Ebene E„ sich befinden. In der That fehlt in der 
Figur jede Andeutung über di~ räumliche Lage von E,1• 

Die Mannigfaltigkeit möglicher Auffassungen bietet aber ein 
hohes Interesse dar urid die Schönheit der hier vorgeführten 
Beziehungen gewinnt in mehrfacher Hinsicht durch klare per
specti vische Zeichnung. Schon die »nicht punktirten Linien« 
brauchen keineswegs auf die. Ebene des Papiers beschränkt 
zn werden, wie ja auch der Verfasser jede andere Deutung 
dem Leser überlässt. Wir wollen die >lllicht punktirten Linien« 
auf das Terrain beziehen, · wodurch der Allgemeinheit der 
Betrachtung nicht geschadet wird. Ferner orientiren wir uns 
über Steiner's Zeichnung, indem wir in beisteherrder Figur alle 
vorkommenden Punkte g.enau copiren. Alsdann wählen wir 
eine ganz beliebige Linie als Horizont, drehen auch Stei·
ner's Figur 5 5 so, dass unser Horizont horizontal vor uns 
liegt. Jetzt haben alle imicht punktirten Linien« eine be
stimmte Deutung erhalten. Die Punkte r und s liegen nicht 
mehr nahe bei einander, sondern sind weit von einander ent
fernt, da sie nahe beim Horizont sich befinden. Die Gerade 
(e e1 ) ist der Terrainschnitt der Ebene E1 und der dritte 
Punkt t des Terrain- Hauptdreiecks liegt im Rücken des 
Beschauers. Das geschlossene Hauptdreieck ist nicht einmal · 
r s t, wie es im Bilde erscheint, sondern es wird aus den 
beiderseits unendlich langen Strecken gebildet, von r nach 
unten in die Unendlichkeit (Beschauerebene) und oben aus der 
Unendlichkeit der Bildfläche herab bis t. Ebenso ist es mit s t 
beste11t, während die Strecke x vorn im Terrain liegt. Die 
Linien rt und s t di vergiren in der Fussebene, während sie 
bloss im Bilde convergiren, denn wenn rt den Horizont 
schneidet in einem Punkte h, so wäre die Linie s h parallel 
r h, mithin di vergirt s t beträchtlich. - U eber die Lage von 
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E 1 ist bis jetzt nur soviel festgestellt, dass diese Ebene das 

Terrain in (ee
1

) schneidet, also ist die Flucht noch ganz will~ 

kürlich zu wählen. Die beliebig angenommenen Punkte y1 und 

z
1 

sollen in der Ebene E 1 
liegen. Sobald man die Fusspnnkte 

(y 
1

) und (z
1

) verzeichnet bat, ist die Ebene fixirt, oder man 

wählt eine beliebige Flucht ~ S3, dann sind die Fusslothe von 

y
1 

und z
1 

fixirt. Sofort tritt die Lage des Hauptdreiecks x1 y1 z1 

im Raume deutlich hervor. Nur x 1 liegt zugleich im Terrain, 

weil in (e e
1

). - Der Kegelschnitt [ A] ist mit dem Zirkel 

durch die Punkte x
0 

Yo z1 gezogen worden. Ihm wird die 

im Terrain liegende Gerade A entsprechend gefunden. -

Der als Kreis erscheinende Kegelschnitt [A] ist in unserer 

Zeichnung offenbar eine Hyperbel, deren Lage im Raume, 

deren Asymptoten und deren Mittelpunkt leicht angebbar 

sind. Zunächst suche man die dem Kegelschnitt entsprechende 

Gerade A auf. Der willkürlich gewählte Punkt a1 bestimmt 

mit z
1 

den Punkt tr
1 

(welche Verbindungsgerade in der Figur 

fortgelassen wurde), und mit y1 einen Punkt 13131 (der aus 

der Zeichnung herausfällt). Nun ziehe · man i 1 r und 131 s; 

deren Durchschnittspunkt ist der dem a,1 entsprechende Punkt a. 
- Der Kegelschnitt [ A] schneidet den Terrainschnitt ausser 

in x
1 

nur noch in e e-1, daher ist die gesuchte Gerade A die 

Verbindung von a mit eet, denn der Punkt et des Kegel

schnitts muss sich selbst, als Punkt e der Geraden entspre

chen. Zufällig befindet sich die Gerade A im Rückenterrain. 

Wenden wir uns nun zur Auffassung des Kegelschnittes [.A], 
so ist es klar, dass, da derselbe in der Ebene E 1 liegt, deren 

Flucht die Gerade ~ 1 
531 

ist, die Punkte ~ 1 und S31 in der Un

endlichkeit liegen; es sind die beiden unendlich fernen Punkte 

der Hyperbel [ A]. Die Fusslothe reichen deshalb bis zum 

Horizont und zwar so, dass ~t über und 53 1 unter demselben 

sich befindet. Der vor dem Beschauer liegende Hyperbel

zweig ist ~ .
1 

Z,i at x
1 

S3, und zwar liegt das Stück 5et z1 X,i über 

der Fussebene, X,i $3
1 

unter derselben, beide Stücke sind un

endlich lang. Im Rücken des Beschauers liegt der Hyperbel

zweig 5e,i y
1 

et 53
1 

und zwar 5e 1 y1 e1 unter der Fussebene und e1 2-1 

über derselben. Die beiden an 5et und 53 1 an das Kreisbild 

gezogenen Tangenten sind die Asymptoten der Hyperbel [ A], 

und construirt man den Punkt, dessen Polare die Sehne 5et 21 

ist, so erhält man den Mittelpunkt der Hyperbel, der im 

vorliegenden Falle im Rücken des Beschauers liegt, und zwar 

ziemlich nahe hinter ibm, da der Punkt hoch oben in der 
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Zeichnunr; vorzustellen ist; denn sein Fussloth ist nach oben 
gerichtet, folglich liegt der Mittelpunkt im Rücken über der 
Erde. - Für einige Punkte der Hyperbel sind in der Figur 
noch Fusslothe constrnirt. Die Gesammtheit der letzteren 
giebt ein elliptisches Bild, das wir als Zenithschatten im 
Terrain auffassen können. Selbstverständlich stellt dasselbe 
eine Hyperbel dar, deren Zweige sich bei (~t) und (2t) trennen. 
Asymptoten und' Mittelpunkt derselben sind zugleich die 
richtigen Zenithschatten der entsprechenden wirklichen Ge
bilde von [A]. Unter allen möglichen anderen Deutungen 
von y1 und z-1 ist die Annahme von Interesse: beide Punkte 
liegen unendlich weit. Alsdann reichen ihre Fusslothe bis 
zum Horizont. Die Ebene Bt hat alsdann eine bestimmte 
Flucht y1 z,1 , folglich ist t in der Unendlichkeit, d. h. der 
Horizont muss durch t hindurch streichen, in beliebiger Rich
tung. Speciell darf auch x,i t jetzt als Horizont angenommen 
werden. Geschieht solches, so ist das Hauptdreieck xi y1 z1 
am Himmel, rst auf der Fussebene, aber in derselben ist rt 
parallel s t. Die ganze Ebene Bi ist jetzt unendlich weit. 
Die Oonstructionen entsprechender Punkte sind bei alledem in 
keiner einzigen Hinsicht verändert. Der Leser, der sich 
mehrfach im Zeichnen geübt hat, wird gut thun, nicht blos 
die Lage von Bi in Stei'ner's Zeichnung, sondern auch die 
beiden Hauptdreiecke mannigfach zu ändern, es ist besonders zu 
empfehlen, die perspectivisch streng durchgeführte Zeichnung sich 
in der Phantasie vorzuführen. Man bringt auf solche Weise 
die so interessante und anwendungsreiche i)schiefe Projection« 
sich zur lebhaftesten Vorstellung. - Die logische Kraft der 
vorgeführten sowie der im Text folgenden Beweise wird nicht 
im mindesten beeinträchtigt. Man fühlt sich nicht einmal an den 
Ort des Aug·es gebannt. So z.B. kann man sich leicht denken, 
das Auge befinde sich in a und durchwandere die ganze 
Gerade A. Von jeder Stelle a aus werden die Geraden ~( 
und m' sich zu schneiden scheinen, denn 58 und 5J\ über
decken sich von a aus; und dieser Schnittpunkt projicirt sich 
nach at auf die Ebene Bi , und so vermag man den ganzen 
Kegelschnitt [ A 1] von A aus zu verfolgen; den Strecken 
fUö~e entspricht der Zug xi a1 z 1 y1 e-1, u. s. f. - Zwischen z1 
und y 1 kann man leicht den dem unendlich fernen ~. ent
sprechenden Punkt k construiren. Folgende Aufgaben, die sich 
an Steiner's oder an jede and.ere Figur anschliessen, sollen 
dem Leser empfohlen sein: .1) Welche Gerade in E 1, entspricht 
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demjenigen Kegelschnitt, der im Terrain liegt und dem 

Auge als Kreis erscheint? 2) Man beziehe die unendliche 

Ferne als Ebene E
1 

auf die Fussebene, also im Bilde den 

Himmel auf das Terrain; alsdann giebt es selbstverständlich 

keine andere Zenithschattencurve als den geradlinigen Hori

zont; dem als Kreis um r, s, t erscheinenden Kegelschnitt 

entspricht dieselbe Gerade am HimmeJ, wie bei jeder anderen 

Annahme der Ebene E,.. 3) Zwei unendlich ferne Punkte 

in E entsprechen auch in E 1 
zwei unendlich fernen Punkten. 

Wo liegen dieselben? Das eine Paar ist im Punkte H, der 

sich selbst entspricht. Zur Bestimmung des anderen Paares 

genügt die Kenntniss des unendlich fernen Projectionsstrahles, 

den man findet, wenn man die Fluchtpunkte d_er Geraden %l 

und %(' aufsucht und dieselben durch eine Gerade verbindet. 

Diese s~hneidet die Flucht s=r1 21 in dem gesuchten Punkte der 

E,. . Der dem letzteren in E entsprechende ist leicht nach 

der Regel zu construiren. Er muss in den Horizont, fallen. 

(Er liegt in der Zeichnung ganz nahe bei s ). 
20) Zu S. 101. Die schlichte logische Kraft der Beweise 

wird nicht getrübt, wenn man die Kegelschnitte [Q1 ] und '[R] 

zeichnet, ~enn die Flucqt der Ebene ist die Gerade R 1 und 

der Horizont ist die Gerade Q. In unserer Zeichnung sind 

die Punkte k und l auf A, die den unendlich fernen s=r1 und 

2
1 

entsprechen, eingezeichnet, und der fragliche Kegelschnitt 

[ RJ ist der durch die fünf Punkte r, s, t, k und l bestimmte. 

Ausserdem streicht derselbe nothwendig durch den Punkt H 

des Horizontes, da dieser zur Flucht gehört und sich selbst 

entspricht. Durch ebendenselben Punkt H streicht aber auch 

der Kegelschnitt [ Q-1]. Die Tangenten an beiden [ Q1 ] und [ R] 

sind aber Asymptoten. 
21) Zu S. 102. Der berührende Kegelschnitt kann leicht 

gezeichnet werden, da· man die Tangente T an ( A] hat. 

22) Zu S. 103. In unserer Zeichnung ist der Punkt t) hin

abzurücken in den Horizont, weil dieser die Grade Q darstellt. 

. 23) Zu S. 103. Der Satz ist evident, weil die Gerade 

R
1 

die unendliche ferne Flucht ist und ihr [ R l entspricht. 

Wird letzteres von A berührt, so hat [A] einen Punkt in R 1, 

ist also Parabel u. s. f. -
24) Zu S. 106. Geht in unserer letzten Figur (S. 157) 

ein Strahlbüschel durch a, so entspricht ihm diejenige Schaar 

von Kegelschnitten, die durch die vier Punkte x1 , y i, 3-1 und ai 

bestimmt siü'.d. 
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25) Zu S.131. In den >)Gesammelten Werkell(( befindet sich 

an dieser Stelle folgende Bemerkung: ))Die Frage ( 15) muss 

modificirt werden, da der gesuchte Ort der in Rede stehenden 

Geraden nicht eine Fläche, sondern das gesammte Secanten

System einer Raumcurve dritter Ordnung bildet. 

26) Zu S. 133. Die perspectivische Zeichnung im Terrain 

zeigt, dass die er.zeugte Ourve stets den Horizont berühren 

muss und niemals denselben schneiden kann, im Bilde kann 

dieselbe in jeder der 4 Formen von Kegelschnitten erscheinen. 

2 7) Zu S. 134. Die Ebenen des Ebenenbüschels bilden 

?-m Himmel ein Strahlbüschel. Die verlangten Ebenen er

halten eben dieses Strahlbüschel als Fluchten, daher fehlen 

nur noch die Terrainscbnitte. Unbeschadet der Allgemein

heit kann man die Geraden A im Terrain annehmen; dann 

hat man nur die Beziehung dieser Geraden mit dem Horizont 

als Punktenreihe zu betrachten, d. h. in der Punktenreihe, 

wie sie durch das Strahlbüschel am Himmel bestimmt wird, 

die daher mit A projectivisch ist. 
28) Zu S. 138. Die Formel im Text ist entsprechend 

der Anmerkung zu § 25 verbessert worden. 

Schlussbemerkung: Es ist ein dringendes Bedürfniss für 

perspectivische Zeichnungen, alle Specialfälle der Rich

tungen von Linien und Ebenen mit• bestimmlen Namen zu 

bezeichnen. Als zweckmässig· empfiehlt sich folgendes ,System: 

Linien und Ebenen einfacher Richtung: 

Linien Ebenen 

Bezeichnung 

1. Orthogonal 
2. Vertical 
3. Brachial 

zugle~ch Bezeichnung 

1 
II u. III (5 u. 6) 1 I. Frontal 
III u. I (6 u. 4) II. Horizontal 
I u. II (4 u. 5) III. Stathmal 

zugleich 

1

2 n. 3 !V n. VI) 
3 u. 1 (VI u. IV) 
1 u. 2 (IV u. VJ 

Linien und Ebenen von einfach unendlicher Mannigfaltigkeit: 

Linien 

Bezeichnung von I bis 

4. Frontal 
5. Horizontal 
6. Stathmal l :rm11im11 

IV (1) V (2) 

Ostwald's K!::Lssiker. 83. 

Ebenen 

Bezeichnung 

IV. Orthogonal 
V. Vertical 

VI. Brachial 

1 von I bis 

1

5 (II) 16 (III) 
6 (III) 4 (Il 
4 (1) 5 (II) 

11 
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Definitionen. 

Linien und Ebenen einfacher Richtung: 

1. Orthogonal heisst jede Gerade, ·die senkrecht steht zur Bild
fläche. 

2. Vertical heisst jede Gerade , die senkrecht steht zur Fuss
ebene (Richtung des »vertex «) . 

3. Brach i a 1 heisst jede Ger:1.de, die parallel der Richtung der 
ausgestreckten Arme ist . 

. I. Frontal heisst jede Ebene parallel der Bildfläche (oder Stirn 
des Beschauers). 

II. Horizontal heisst jede Ebene parallel der Fussebene. 
III. Stathmal heisst jede Eberie parallel der durch das Auge 

streichenden, zur Fussebene senkrechten Ebene. (Stathme 
beist die Gera.de S S im Hauptpunkte H senkrecht zum 
Horizont.) 

Linien und Ebenen von e_infa,ch unendlicher Mannigfaltigkeit: 

4. Fron ta 1 heisst jede Linie parallel der Bildfläche. Specialfälle 
2 u. 3. 

5. Ho ri z o n ta 1 heisst jede Linie parallel der Fu~sebene. Spe
cialfälle 3 u. 1. 

6. Sta thmal° heisst jede Linie parallel der Stathmalebene. Spe
cialfälle 1 u. 2. . . 

IV. Orthogonal beisst jede Ebene senkrecht ~zur Bildfläche. 
Specialfälle II u. III. 

V. Vertical heisst jede Ebene senkrecht zur Fussebene. Spe-
. cialfälle III u. I. · 
VI. Brach ia 1 beisst jede Ebene senkrecht zur Stathmalebene. 

Specialfälle I u. II. 

Dem Leser sei überlassen, für die sechs Arten von Linien und 
Ebenen die bezüglichen Fluchtpunkte und Fluchtlinien, die ein 
orthogonales System bilden, aufzusuchen, sowie deren Spielraum 
bei einfach unendlicher Mannigfaltiglreit. 

A. J. v. ·oettingen . 

. Druck von Breitkopf & Härtel in Leipzig. 
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