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Systematische Entwicklung der Abhéingigkeit
geometrischer Gestalten von einander.

Von
Jacob Steiner.

[V] Vorrede.

Das vorliegende Werk enthélt die Endresultate mehr-
jéhriger Forschungen nach solchen riumlichen Fundamental-
eigenschaften, die den Keim aller Sitze, Porismen und Auf-
gaben der Geometrie, womit uns die éltere und neuere Zeit
so freigebig beschenkt hat, in sich enthalten. Fiir dieses
Heer von auseinander gerissenen Kigenthiimlichkeiten musste
sich ein leitender Faden und eine gemeinsame Wurzel auf-
finden lassen, von wo aus eine umfassende und klare Ueber-
sicht der Sitze gewonnen, ein freierer Blick in das Besondere
eines jeden und seiner Stellung zu den iibrigen geworfen
werden kann. Wenn Jemand alle bis jetzt bekannt gewor-
denen Sitze und Aufgaben nach den bisher iiblichen Vor-
schriften zu beweisen und zu losen sich vormehmen wollte,
so wiire dazu viel Zeit und Miihe erforderlich, und am Ende
héitte man doch nur eine Sammlung von auseinander liegen-
den, wenn auch sehr scharfsinnigen, Kunststiicken, aber kein
organizch zusammenhiingendes Ganze zu Stande gebracht.
Gegenwirtige Schrift hat es versucht, den Organismus auf-
zudecken, durch welchen die verschiedenartigsten Erschei-
nungen in der Raumwelt mit einander verbunden sind. Es
giebt eine geringe Zahl von ganz einfachen Fundamental-
beziehungen, worin sich der Schematismus ausspricht, nach
welchem sich die tibrige Masse von Sitzen [VI] folgerecht
und ohne alle Schwierigkeit entwickelt. Durch gehorige An-
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eignung der wenigen Grundbeziehungen macht man sich zum
Herrn des ganzen Gegenstandes; es tritt Ordnung in das
Chaos ein, und man sieht, wie alle Theile naturgemiss in
einander greifen, in schonster Ordnung sich in Reihen stellen,
und verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen sich vereinigen.
Man gelangt auf diese Weise gleichsam in den Besitz der
BElemente, von welchen die Natur ausgeht, um mit moglich-
ster Sparsamkeit und auf die einfachste Weise den Figuren
unziihlic viele Eigenschaften verleihen zu konnen. Hierbei
macht weder die synthetische, noch die analytische Methode,
den Kern der Sache aus, der darin besteht, dass die Ab-
hiingigkeit der Gestalten von einander, und die Art und
Weise aufgedeckt wird, wie ihre Eigenschaften von den ein-
fachern Figuren zu den zusammengesetztern sich fortpflanzen.
Dieser Zusammenhang und Uebergang ist die eigentliche Quelle
aller iibrigen vereinzelten Aussagen der Geometrie. Eigen-
schaften der Figuren (wie z. B. die conjugirten Durchmesser
der Kegelschnitte; sechs Punkte oder Strahlen, welche In-
volution bilden; das mystische Sechseck und Sechsseit; u. s. w.),
von deren Vorhandensein man sich sonst durch kiinstliche
Beweise tiberzeugen musste, und die, wenn sie gefunden
waren, als etwas Wunderbares dastanden, zeigen sich nun
als nothwendige Folgen der unscheinbarsten Eigenschaften
der aufgefundenen Grundelemente, und jene sind a priori
durch diese gesetzt.

Wenn nun wirklich in diesem Werke gleichsam der Gang,
den die Natur befolgt, aufgedeckt [VII] wird, so werden alle
hier synthetisch entwickelten Resultate sich natiirlicher Weise
auch durch analytische Hiilfsmittel auffinden lassen, was meines
Erachtens durchaus nichts Ueberraschendes in sich tragen
kann. Der Analyst, der dieses ausfiihrt, hat nicht mehr als
seine Pflicht gethan, wenn er jeden Fortschritt der Wissen-
schaft benutzt, und sich denselben so zur Lehre dienen ldsst,
dass seine Methode darnach vervollstindigt wird. Awuch ist
es recht eigentlich seine Sache, jene Resultate zu ver-
allgemeinern, und ich sollte meinen, dass seine Arbeit nicht
an ihrem Werthe verlieren wiirde, wenn er es unterliesse,
gegen seinen Wegweiser sich vornehm zu geberden.

Der Streit,« welcher sich vor nicht langer Zeit zwischen
den zwei, in Riicksicht auf die Geometrie verdienstvollsten,
franzosischen Mathematikern iiber den Vorzug des Primcips
der Dualitit und der Z%héorie des polaires réciprogques
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entspann *), wird, wie ich glaube, durch die vorliegende Ent-
wickelung unzweideutig entschieden, so dass ich es nicht fiir
n¢thig halte, hier darauf weiter einzugehen. Die Dualitéit
tritt mit den Grundgebilden zugleich hervor, jeme Theorie
hingegen kommt erst spiter, als Resultat bestimmter Ver-
bindungen der Grundgebilde, zum Vorschein. Wenn aber auch
das Gergonne’sche Princip sich in dieser Hinsicht als das
primitivere, der Quelle niher liegende, bewéhrt, so hat doch
Poncelet ein gleich grosses Verdienst, so viel zur Entwickelung
und Foérderung der synthetischen Geometrie beigetragen zu
haben, dass diese [VIII] fortan nicht mehr mit jener Gering-
schitzung behandelt werden darf, welche man ihr in neuerer
Zeit gar zu oft und gar zu leichtfertic zu Theil werden liess.
Uebrigens tritt die genannte Theorie durch die gegenwirtige
Entwickelung in vollstdndigerer und allgemeinerer Gestalt her-
vor, als es in ihrer fritheren Darstellungsweise geschehen
konnte, wobei indessen nicht zu tibersehen ist, dass der scharf-
sinnige Moebius zuerst eine freiere Auffassung dieser Theorie
ans Licht gefordert hat (Barycentr. Caleiil).

Das ganze Werk wird seiner #usseren Eintheilung nach
aus fiinf Theilen und zugleich aus finf Abschnitten bestehen,
von denen der erste: »projectivische Gerade, ebene
Strahlbtischel und Ebenenbiisehel;« der zweite: »pro-
jectivische Ebenen und Strahlbiischel (im Raume);c
der dritte: »projectiviseche Ridume;« der vierte: »Corre-
lations-Systeme und Netze(mit Binschluss der Involutions-
Systeme und Netze);c« und der fiinfte: »ausfiihrliche
und umfassende Behandlung der Curven und Flichen
zweiten Grades, durch Construction und gestiitzt auf
projectivische Eigenschaften,c enthdlt. Ausserdem wer-
den noch zwei Theile mit diesem Werke in Verbindung
gebracht, wovon der eine: »iiber Punkte und Axen
der mittlern Entfernung (mit Einschluss der mittlern
harmonischen Entfernung), iiber Transversalen, ete.c
handeln wird, und worauf vorhergegangene projectivische
Bigenschaften angewandt werden; der andere Theil hingegen
der Elementargeometric gewidmet ist, und der Hauptsache
[IX] nach: »eine systematische Entwickelung der Auf-
gaben und S#tze iiber das Schneiden und Beriihren

*) Bulletin universel, aolt 1827, pag. 109, und Annales de
Mathématiques, tom. XVIII, pag. 125.
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der Kreigse in der Ebene und auf der Kugelflidche,
und der Kugelnc enthalten wird. Dieser letztere Theil
sollte schon frither im Druck erscheinen und war bereits im
J. 1826 bis auf einen Anhang, welcher verschiedene An-
wendungen der stereographischen Projection enthalten sollte,
ausgearbeitet, was auch schon anderweitig angegeben worden
(Journal f. Mathem. Bd. I, 8. 163); allein da mehrere
darin enthaltene Betrachtungen nur besondere Fille von sol-
chen sind, welche in den erstgenannten fiinf Theilen vor-
kommen, und wiederum einige iiber Kreise und Kugeln selb-
stindig entwickelte Sidtze sich unmittelbar auf bestimmte
Systeme von Curven und Flichen zweiten Grades iibertragen
lassen, wie solches in jenen fiinf Theilen nachgewiesen wird:
so ist es zweckmissiger, ihn erst nach diesen folgen zu lassen.

Die Hauptresultate, welche in diesem Werk entwickelt
werden, habe ich schon vor mehreren Jahren gefunden (und
zwar die letzten vor der Mitte des Jahres 1828), in einer
Epoche wo mir, als Privatlehrer, mehr Zeit und Musse zu
Gebote stand, als seither, wo nicht selten driickende Amts-
geschifte die Ausarbeitung verzogerten. Dass mittlerweile
Einiges davon ins Publicum gekommen ist (wie z. B. nament-
lich ein Theil der Resultate in § 59 dieses Bandes), ist leicht
erklirlich, da ich kein Geheimniss daraus machte. Diese
Theilnahme war mir ein Beweis, dass meine Untersuch-
ungen Beifall finden, sie erregt jetzt in mir die Hoffnung,
dass nun auch die vollstindige [X] Mittheilung derselben
nicht unberiicksichtigt bleiben werde, denn es ist nicht un-
wahrscheinlich, dass durch gehorige Verschmelzung von Resul-
taten und Ideen des Einen mit Methoden des Andern noch
mehr als eine neue Entdeckung sich machen lassen werde.

Da frithere Arbeiten von mir, welche ich in einzelnen
Abhandlungen im Journal fiir Mathematik und in den
Annales de Mathématiques bekannt gemacht habe, den
Beifall von unparteiischen Sachkennern sich erworben haben *),

*) Siehe Annales de Mathém. tom. XVII (Nr. 7, 10), XVIII u.
XIX; Bulletin des sciences mathématiques, tom. VII, VIII, IX, X. u.
XI, 1827—1829; Allgemeine Literatur-Zeitung, 1831; Mathe-
mat. Worterb. Thl. 5 u. 6; u.s. w. Auch sind viele Resultate
daraus schon in Lehrbiicher und andere Werke aufgenommen worden,
sowie auch eine Abhandlung und mehrere einzelne meiner Sitze
von Gergonne, dem Herausgeber der genannten Annalen, ins
Franzosische iibersetzt worden sind.
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so glaube ich wohl mit einiger Zuversicht die Hoffnung hegen
zu diirfen, dass nun auch der gegenwirtizen Arbeit, welche
nach derselben Methode, aber in einer allgemeineren, um-
fassenderen Anlage begonnen ist, eine nicht minder giinstige
Aufnahme zu Theil werden wird. Hierzu fiige ich den Wunseb,
dass der geneigte Beurtheiler die von mir unterlasseme Aus-
einandersetzung des Verhiltnisses meiner Arbeit zu den &ltern
und neuern Arbeiten Anderer iiber denselben Gegenstand
erginzen moge. Alle wichtigern, schon von Andern auf-
gestellten Sitze habe ich, so weit mein Wissen reichte, ihren
Urhebern einzeln zugeschrieben.

Berlin, im September 1832.
Steiner.

[XIII} Einleitende Begriffe.

1. Die in der Geometrie erforderlichen Grundvorstellungen
sind: der Raum, die Ebene, die Gerade (gerade Linie)
und der Punkt. Zum Behufe der in dem vorliegenden Werke
durchzufiihrenden Betrachtungen ist es erforderlich einerseits,
diese Elemente in Ansebung der Art und Weise, wie sie ein-
ander untergeordnet sind, d. b., wie die einen die anderen
in sich enthalten, und andererseits, bestimmfe Zusammen-
stellungen derselben auf folgende Weise scharf aufzufassen
und als Grundgebilde festzuhalten. :

I. Die Gerade. In der Geraden sind eine unzihlige
Menge unmittelbar auf einander folgender Punkte denkbar,
die sich, von irgend einem derselben ausgehend, nach zwei
entgegengesetzten Seiten hin ins Unendliche erstrecken.

II. Der ebene Strahlbiischel. Durch jeden Punkt in
einer Ebene sind unzihlige Gerade moglich; die Gesammtheif
aller solcher Geraden soll »ebener Strahlbiischelc, oder
»Strahlbiischel in der Ebenec« heissen, nimlich die Ge-
raden sollen, in Ansehung dieser Zusammenstellung, »Strahlenc
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heissen, und der Punkt, in welchem sich die Strahlen schnei-
den, soll »Mittelpunkt« des Strahlbiischels genannt werden.

III. Der Ebenenbiischel. Durch jede Gerade sind un-
endlich viele Ebenen denkbar; alle solche Ebenen zusammen-
gefasst sollen »Ebenenbiischelc, und [XIV] die Gerade, in
welcher sich die Ebenen schneiden, soll »Axe« des Ebenen-
biischels heissen.

IV. Die Ebene. In der Ebene sind zahllose Gerade
und Punkte, oder ebene Strahlbiischel enthalten. (Jeder Punkt
der Ebene ist Mittelpunkt eines in ihr liegenden Strahlbiischels.)

V. Der Strahlbiischel im Raume. Durch jeden Punkt
im Raume sind, nach allen moglichen Richtungen, unzihlige
Gerade oder Strahlen denkbar; alle solche Strahlen insgesammi
sollen »Strahlbiischel im Raumec, oder schlechthin »Strahl-
biischel«, und der Punkt, in welchem sich die Strahlen
schneiden, soll »Mittelpunkt« des Strahlbiischels heissen.
Ein solcher Strahlbiischel enthilt nicht nur unendlich viele
Strahlen, sondern er umfasst auch zahllogse ebene Strahl-
biischel (II.) und Ebenenbiischel (IIL.) als untergeordnete Ge-
bilde oder Elemente, denn es giebt endlos viele Ebenen, die
durch dessen Mittelpunkt gehen, und alle Strahlen, die in
eine solche Ebene fallen, bilden einen ebenen Strahlbiischel,
und alle solche Ebenen, die durch einen und denselben Strahl
gehen, bilden einen Ebenenbiischel; von solchen ebenen
Strahlbiischeln und Ebenenbiischeln soll aber gesagt werden,
sie liegen im Strahlbiischel im Raume.

Die Betrachtung -der vorstehenden fiinf Raumgebilde, nim-
lich das Beziehen derselben aufeinander bei verschiedenartigen
Verbindungen und Zusammenstellungen, macht den Gegenstand
der ersten fiinf Theile des vorliegenden Werkes aus. Das
Ergebniss wird zeigen, dass diese Gebilde in der That
die eigentliche Grundlage der synthetischen Geo-
metrie sind. :

Die Fundamentalbeziehungen, auf welchen alle Unter-
suchungen beruhen, sind folgende.

Es werden aufeinander hezogen:

a) Gerade und ebene Strahlbiischel. Zuerst werden
eine Gerade und ein ebener Strahlbiischel aufeinander
bezogen, so dass ihre Elemente [XV| gepaart sind, d. h.,

dass jjedem Punkt der Geraden ein bestimmter Strahl des

Strahlbiischels entspricht. Sodann werden sowohl Gerade
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unter sich, als ebene Strahlbiischel unter sich #hnlicher-
weise aufeinander bezogen.

b) Ebenenbiischel und sowohl Gerade als ebene
Strahlbiischel. Ein Ebenenbiischel und eine Gerade,
oder ein ebener Strahlbiischel werden aufeinander be-
zogen, so dass ihre Elemente gepaart sind, d. ., dass
jeder Ebene des Ebenenbiischels ein bestimmter Punkt
der Geraden, oder ein bestimmter Strahl des Strahl-
biischels entspricht. Aehnlicherweise werden Ebenen-
biischel unter sich aufeinander bezogen.

¢) Ebenen und Strahlbiischel (im Raume). Zuerst
werden eine Ebene und ein Strahlbiischel so aufeinander
bezogen, dass ihre Elemente sich wie folgt entsprechen:

jedem Punkt in der ..... ein Strahl im Strahl-
Ebene biischel,

jeder Geraden in der ..... eine Ebene im Strahl-
Ebene biischel.

Sodann geschieht die Beziehung auch so, dass ihre Ele-
mente einander in anderer Ordnung entsprechen. Aehn-
licherweise werden sowohl Ebenen unter sich, als Strahl-
biischel unter sich aufeinander bezogen.

d) Riume unter sich. Zuerst werden zwei Réume (d. h.
der ganze oder absolute Raum doppelt gedacht, so dass
beide Riume einander durchdringen) so aufeinander bezo-
gen, dass jedem Element des einen Raumes ein bestimm-
tes, gleichartiges Element des andern Raums entspricht;
und weiter werden sie so aufeinander bezogen, dass auch
ungleichartige Elemente einander entsprechen.

So wie die Grundgebilde ihrer Natur nach einander ent-
gegengesetzt sind, némlich [XVI]

«) die Gerade ... .. dem ebenen Strahlbiischel,

B) die Gerade ..... dem Ebenenbiischel,

y) der ebene Strahlbiischel .. ... dem Ebenenbiischel,
0) die Ebene ..... dem Strahlbiischel

und sieh solchergestalt aufeinander beziehen lassen, dass ihre
Elemente einander paarweise entsprechen: eben so stehen
auch, im Allgemeinen, ihre Eigenschaften, ihre Verbindungen
(zu Figuren) und die aus diesen hervorgehenden Sitze ein-
ander auf bestimmte Weise entgegen, d. h. kommen der einen
Art von Gebilden gewisse Eigenschaften oder Sitze zu, so
finden bei der jedesmaligen entgegengesetzten Art von Gebilden
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ebenfalls bestimmte, jenen entsprechende, aber ihnen entgegen-
gesetzte, Eigenschaften und Sitze statt. Das Wesen dieger
Dualitit von Eigenschaften und Sitzen ist also durch die
Grundgebilde selbst, d. h. durch die umfassende Vorstellung -
der Raumelemente, nothwendig bedingt. Damit die Begriin-
dung dieser Dualitit auf naturgemisse, klare Weise hervor-
trete, und sich als wahr bewihren mége, soll die Betrachtung,
So viel es sich thun lisst, so gefiihrt werden, dass die ein-
ander entgegenstehendon Gebilde immer zugleich untersucht,
ihre entsprechenden Eigenschaften und Sitze zugleich ent-
wickelt und neben einander gestellt werden.

Der Hauptinhalt, oder das Wesentliche der gesammten
Resultate, die durch dieses Werk erzielt und erreicht werden,
besteht, wie es sich sehon aus der vorstehenden Uebersicht
ohngefihr entnehmen lasst: »In Untersuchungen iiber
die Abhingigkeit der Gestalten (Figuren) von ein-
ander.«




(1] Erster Abschnitt.

Jetrachtung der Geraden, der ebenen Strahl-
biischel und der Ebenenbiischel in Hinsicht
ihrer projectivischen Beziehungen
unter einander.

Erstes Kapitel.

Von projectivischen Geraden und ebenen Strahl-
biischeln in der Ebene.

Eine Gerade und ein ebener Strahlbiischel.

2. Befinden sich cin ebener Strahlbiischel B (Fig. 1) und
irgend eine Gerade 4, die nicht durch dessen Mittelpunkt
geht, in einer Ebene, so haben sie folgende Beziehung zu
einander.

Durch jeden Punkt a, b, ¢, b,..... der Geraden geht ein
Strahl @ lbyc. dasiil. des Strahlbiischels, und umgekehrt, jeder
Strahl des letzteren begegnet der Geraden in irgend einem
Punkte. Um die Aufeinanderfolge der Strahlen sowohl als
der Punkte richtig aufzufassen, lasse man in der Vorstellung
einen Strahl sich bewegen, so dass er nach und nach in die
Lage eines jeden der iibrigen gelangt, so wird der ihm zu-
gehorige Punkt gleichzeitig die Gerade durchlaufen, und nach
und nach [2] die Stelle eines jeden der iibrigen Punkte ein-
nehmen. Man lasse z. B. den Strahl p, vom Mittelpunkt B
aus betrachtet, sich rechtsherum bewegen, so dass er nach-
einander in die Lage von d, a, f, ¢, %, ¢, b kommt, so wird
der Punkt p die Gerade so durchlaufen, dass er nacheinander
in die Stellen b, a, f, q, , ¢, b gelangt, und folglich sich stets
nach einer und derselben Richtung hin bewegt. Nur
in der einzigen hesonderen Lage des Strahles, wo er némlich
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mit der Geraden A parallel ist, welches etwa bei ¢ der Fall
sein mag, findet kein wirkliches Schneiden desselben mit der
Geraden statt; da aber sowohl vor als nach dieser Lage
stets ein wirkliches Schneiden statt findet, und zwar, da der -
unmittelbar vorhergehende Durchschnitt in der grosstmoglichen
Ferne auf der Seite iiber §) hinaus, und der unmittelbar nach-
folgende Durchschnitt in der grosstméglichen Ferne auf der
anderen Seite fiber f hinaus liegt, so soll in der Folge der
Uebereinstimmung wegen gesagt werden, der Strahl ¢ sei
nach dem unendlich entfernten Punkte der Geraden A
gerichtet, und es soll dieser unendlich entfernte Punkt, wenn
gleich derselbe in der Figur nicht wirklich anzutreffen ist,
durch g bezeichnet werden. Demnach hiitte die Gerade A
nur einen unendlich entfernten Punkt g, und man kann sich
denselben sowohl nach der einen Seite (iiber §) hinaus) als
nach der anderen (iiber f hinaus) hin liegend vorstellen. *)
Auch folgt hiernach, dass umgekehrt ein [8] Strahl, der nach
dem unendlich entfernten Punkte der Geraden A4 gerichtet
ist, nothwendiger Weise mit ihr parallel sein muss.

Von den Punkten in der Geraden A zeichnet sich dem-
nach einer vor allen iibrigen auf eine eigenthiimliche und
bestimmte Weise aus, néimlich der unendlich entfernte Punkt g.
Die besondere Eigenschaft dieses Punktes gewihrt in der
Folge ofter grosse Vortheile, wenn man ihn anstatt irgend
eines der iibrigen Punkte zu Hilfe nimmt. Der ihm zu-
gehorige Strahl ¢, der nidmlich mit der Geraden 4 parallel
ist, soll von nun an.»Parallelstrahlc heissen. Dieser
Strahl gewihrt dhnliche Vortheile, wie jener Punkt, nach
welchem er gerichtet ist.

Hat man auf obige Weise einen ebenen Strahlbiischel B
und eine Gerade A dergestalt auf einander bezogen, dass

*) Dass in einer Geraden nur ein einziger unendlich ent-
fernter Punkt gedacht werden darf, wird in der Folge durch viele
unbestreitbare Thatsachen bestiitigt werden. Dahin gehoren z. B.
die Asymptoten der Hyperbel. Eine Gerade kann bekanntlich die
Hyperbel nur in einem Punkt beriihren. Nun wird aber allge-
mein die Asymptote als Tangente angesehen, deren Beriihrungs-
punkt unendlich entfernt ist; da aber zwei Arme der Hyperbel,
nach entgegengesetzten Seiten hin, sich der Asymptote ‘ins Un-
endliche fort gleichmissig niihern, so muss folglich ihr Beriihrungs-
punkt sowohl nach der einen als nach der andern Seite hin un-
endlich entfernt liegen, und folglich ist in der Asymptote nur ein
einziger unendlich entfernter Punkt anzunehmen.
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ihre Elemente paarweise zusammengehoren, némlich dass die
Punkte q, b, ¢, D..v.s in der Geraden A4 den Strahlen @,b,¢,d.....
im Strahlbiischel B entsprechen, so kann man diese Beziehung
festhalten, wihrend man die Gebilde (4, B) selbst auf
irgend eine Weise ihre urspriingliche Lage d&ndern léisst,
d. h., man kann dieselben in eine solche Lage denken, wie
etwa in (Fig. 2), wo zwar nicht mehr die Strahlen des Strahl-
biischels durch die ihnen entsprechenden Punkte der Geraden
gehen, aber wo sowohl jene Strahlen fiir sich, als diese Punkte
fiir sich ihre gegenseitige Liage nicht gedndert haben. Jede
solehe veriinderte Lage der Gebilde, wo niéimlich die Strahlen
des Strahlbiischels B nicht mehr [4] durch die ihnen ur-
spriinglich zugehorigen Punkte der Geraden A gehen, soll
fortan »schiefe Liage« heissen, wogegen die urspriingliche
Lage »perspectivisch« genannt werden soll. Ferner sollen
die Gebilde 4, B, wenn sie auf die angegebene Weise auf-
einander bezogen sind, dass néimlich ihre Elemente (Punkte
und Strahlen) nach der Ordnung, in der sie einander paar-
weise entsprechen, bestimmt und festgehalten sind, »pro-
jectivisch« heissen. Wenn ibrigens in der Folge gesagt
wird, zwei Gebilde 4, B seien perspectivisch, so will
dies so viel sagen, als die Gebilde seien projectivisch
und befinden sich in perspectivischer Lage.

Die so eben festgestellten Benennungen, die leicht un-
passend scheinen diirften, werden durch ihre Uebereinstimmung
mit anderen Benennungen, welche ganz sachgemiss sind, und
weiter unten festgesetzt werden, gerechtfertigt.

3. Befinden sich ein ebener Strahlbiischel B und eine
Gerade .4, die projectivisch sind, in perspectivischer Lage,
so ist mit jedem Strahl des Strahlbiischels der ihm ent-
sprechende Punkt in der Geraden, und umgekehrt mit dem
letzteren der erstere unmittelbar gegeben. Anders verhilt es
sich, wenn sich die Gebilde in schiefer Lage befinden. Hier
wird man nur, wenn mehrere entsprechende Elementenpaare
gegeben sind, durch dieselben mittelst bestimmter Gesetze
(Relationen) zu jedem anderen Element des einen Gebildes
das entsprechende Element des andern Gebildes finden, oder
die Gebilde in ihre urspriingliche, perspectivische Lage zu-
riickbringen konnen. Diese Gesetze sollen nun zunichst ge-
sucht werden.

Die Punkte in der Geraden A sind unter sich durch ihre
Abstinde von einander, und die Strahlen [5] des Strahl-

-
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biischels B sind unter sich durch die zwischen ihnen liegen-
den Winkel bestimmt. Daher miissen sich die genannten
Gesetze auf diese Abstinde und Winkel beziehen.  Die
einfachste Bestimmung eines Winkels besteht aber darin, dass
man zwischen seinen Schenkeln ein rechtwinkliges Dreieck
annimmt und das Verhéltniss zweier Seiten desselben festhiilt.
Dieses fiihrt daher zu folgenden Betrachtungen.

Es sei p (Itig. 1) derjenige Strahl, der auf der Geraden 4
senkrecht ist. Aus einem beliebigen Punkte « des Strahles a
und aus a seien auf den Strahl ¢ die Lothe o0, ab, herab-
gelassen, dann sind einerseits die rechtwinkligen Dreiecke B d
und abd, b, und andererseits die rechtwinkligen Dreiecke Bab,
und B o dhnlich, so dass:

By, b, ap a0

i Ao g

Biiz b e B Do
woraus durch Verbindung folgt:
4
Ba

Dureh das Verhiltniss o0 : Ba wird der Winkel zwischen
den Strahlen @, ¢ bestimmt, oder gemessen, und zwar ist
dieses Verhiltniss von der Lage des angenommenen Punktes «
unabhiingig, d. h., es bleibt unveréindert, wo man auch diesen
Punkt in dem Strahle ¢ annehmen mag. Ein solches winkel-
messendes Verhiiltniss nennt man gewdhnlich Sinus, so dass,
wenn man den genannten Winkel durch (ad) bezeichnet, das
in Rede stehende Verhiltniss durch sin(ad) vorgestellt wird.
Diese Bezeichnung kann hier beibehalten werden, ohne dass
dadurch die Art der Betrachtung (die Methode) aufhort syn-
thetiseh zu sein, weil durch dieselbe nur ein gewisses, durch
zwei Gerade («0, «B) darstellbares, den gedachten Winkel be-
stimmendes [6] Verhiltniss angedeutet wird. Die Gleichung (1)
verwandelt sich dadurch in folgende:

2. BY-ab= Ba: Bb:sin (ad)

1. Bp-ab= Ba-Bb-

oder:
ap F o B
wRndad) " Bb
»Dieser Ausdruck (3) zeigt die Beziehung, die
zwischen einem Winkel (ad) des Strahlbiischels B
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und dem ihm entsprechenden Abschnitt ad der Ge-
raden 4 stattfindet.c

Dieselbe Beziehung lasst sich, wie es der Gegensatz er-
fordert, andererseits auf entsprechende Weise durch

g B
sin (ed) sin(Aa)-sin (4d)
ausdriicken, wovon man sich leicht ilberzeugen wird *).

4. Da man auf gleiche Weise zwischen jedem Winkel
des Strahlbiischels B und dem ihm entsprechenden Abschnitte
der Geraden A einen dhnlichen Ausdruck findet wie der eben
gefundene (§ 3, 3), so hat man fiir vier beliebige Elementen-

paare, etwa fiir @, b, ¢, d und a, b, ¢, D nachstehende sechs
Augdriicke:

et heane B DL S lbas (B0
- sinlad) o B i (B R
se i el B e L
“osim(oe) e BRY s R
5 ab 2 Bg b h . _J?AgEEL,Bb
R e e SRy By

Vier von diesen Ausdriicken, ndmlich (1, 2, 4, 5), lassen
sich, wie leicht zu sehen, so verbinden, dass man hat:
ad bd GrEnE U

bl e (ad) sin (bd)  sin (@c)  sin (be)

oder:
ab_ac_ sin(ed) sin (ac)
" bd bc  sin(bd) sin (be)

Dieser Ausdruck ist, wie man sieht, nicht mehr von der
Lage der Gebilde B, 4 abhingig, da in ihm nicht mehr die
begrenzten Theile Ba, Bb,..... der Strahlen vorkommen,
er gilt demnach sowohl fiir die schiefe als perspectivische
Lage der Gebilde, und folglich enthélt er das oben (§ 3) ver-
langte Gesetz. Niamlich er zeigt:

»Dass bei irgend vier entsprechenden Elementen-
paaren @, b, ¢, d und a, b, ¢, b ein gewisses Doppel-

*) Diese Beziehung (3, 4) wird sich in der Folge noch Ofter
als sehr fruchtbar bewsihren.
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verhiltniss [(ab:bD):(ac:bc)], gebildet aus vier Ab-
schnitten der Geraden A, gleich ist dem Doppel-
verhaltniss [(sin (ed): sin (b d)) (sin (@c) : sin (b¢))], welches
auf entsprechende Weise aus den Sinussen derjenigen
Winkel des Strahlbiischels B, die jenen Abschnitten
entsprechen, gebildet ist.«

Die Art, wie die Doppelverhiltnisse zusammengesetzt sind,
ist leicht zu sehen. Néamlich das Doppelverhéltniss links 1st
aus den vier Abstinden zweier Punkte (a, b) von den beiden
iibrigen (¢, b) gebildet, und zwar so, dass das Verhiltniss
(ab:bd) der Abstinde der zwei ersteren Punkte von einem
der letzteren (b) durch das Verhéltniss (ac:bc) ihrer Ab-
stinde von dem anderen (c), in gleicher Ordnung genommen,
gemessen wird. Das Doppelverhiltniss rechts ist auf ent-
sprechende Weise zusammengesetzt.

Es ist gleichgiiltig, Welches der beiden Punktenpaare oder
Strahlenpaare man als das erste annimmt, denn die Glieder
des obigen Ausdrucks (L) lassen sich, (8] ohme dass dadurch
die Gleichung gestort wird, wie folgt umstellen

ab bd  sin (ad) sin (0d)

ac “be  sin (ac) " sin (b¢)
wo nun, im Vergleich mit vorhin, ¢ und b das erste und a
und b das zweite Punktenpaar ist; und wo Aehnliches von

den beiden Strahlenpaaren gxlt
Die vier Punkte, so wie die vier Strahlen aber lassen

sich auf drei wesentlich verschiedene Arten- einander paar-
weise entgegenstellen, némlich

«) die Punkte a,b den Punktenc, b; «)die Strahlena,b den Strahlen ¢, d;
{3’) » » a,c » » B,b /8) » » a, ¢ » » b,d’
y) » » Cl,b » » b e, 7/) » » a,d » » 7), c.

Da man fiir jede dieser drei Zusammenstellungen auf
gleiche Weise einen #hnlichen Ausdruck findet, wie der obige
(I.), so hat man statt des letzteren zuglexch folgende drei

Ausdriicke:

i ab sin (ec)  sin (ad)

" B¢ bo  sin (bo) sin (bd)

ab A'Ctb sin (ad) | sin (ad)

L\ 9 (5 b~ sin (cb)  sin (cd)
i ab'ac sin (@)  sin (wc)

" §b ' bc  sin (4B)  sin (de)
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Je zwei Punkte oder Strahlen, die bei einer von diesen
drei Zusammenstellungen als ein Paar zusammengefasst wer-
den, sollen fortan »zugeordnete« Punkte oder Strahlen
heissen.

In Hinsicht der gegenseitigen Lage der zwei zugeordneten
Punktenpaare oder Strahlenpaare, sind zwei merklich ver-
schiedene Fille zu unterscheiden, némlich:

a) entweder folgen die Punkte oder Strahlen jedes Paares
unmittelbar nacheinander, wie z. B. in den beiden Zu-
sammenordnungen (B) und (y); oder:

[9]b) die Punkte oder Strahlen der beiden Paare folgen ab-
wechselnd aufeinander, wie z. B. in der Zusammen-
ordnung (a).

Diege Fille sind immer fir die vier Punkte und fiir die
ihnen entsprechenden vier Strahlen iibereinstimmend, d.h.,
befinden sich erstere im Falle (@), so sind es auch letztere,
und befinden sich erstere im Falle (), so sind es auch die
letzteren; und auch umgekehrt.

5. Aus dem allgemeinen Gesetze (§ 4) iiber vier beliebige
Elementenpaare der projectivischen Gebilde 4, B lassen sich
unmittelbar nachstehende Folgerungen ziehen.

Hilt man, bei der perspectivischen Lage der Gebilde
(Fig. 1), die vier Punkte a, b, b, ¢ in der Geraden A fest,
wihrend man den Mittelpunkt B des Strahlbiischels B sich
beliebig in der Ebene herum bewegen ldsst, sowohl auf der
einen als auf der anderen Seite der Geraden 4, so éndern
sich zwar die Winkel, welehe die vier Strahlen «, d, b, c
mit einander einschliessen, in jedem Augenblicke, aber die
aus den Sinussen dieser Winkel zusammengesetzten Doppel-
verhiiltnisse in den ‘obigen Augdriicken (§ 4, II) hbehalten
unverinderliche Werthe, ndmlich diese Werthe sind stets den
Werthen der entsprechenden Doppelverhiltnisse (links) gleich,
welche aus den Abstinden der vier festen Punkte a, d, b, ¢
von einander zusammengesetzt sind. — Werden umgekehrt
die vier Strahlen @, d, 6, ¢ des Strahlbiischels B in bestimmter
Lage festgehalten, wihrend die Gerade A ihre Lage auf alle
mogliche Weise #ndert, so #ndern sich zwar mit der Lage
der Geraden auch zugleich ihre Abschnitte zwischen den
Jjedesmaligen vier Durchschnittspunkten q, b, b, ¢ aber die aus
diesen Abschnitten zusammengesetzten Doppelverhéltnisse [10]
(§ 4, II) behalten stets dieselben Werthe, weil sie nidmlich

Ostwald’s Klassiker. 82. 2
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stets den Werthen der entsprechenden Doppelverhiltnisse rechts
gleich sind. Es folgt daraus der nachstehende Doppelsatz.

wBer allen Strahibiischeln, wvon
welchen wvier Strahlen durch die
niimilichen vier bestemmien Punlkite
(0, D, B, ¢) emner Geraden A gehen,
haben due drev Doppelverhiiltnisse,
die sich aus den Stnussen der von
den jedesmaligen vier Strahlen ein-
geschlossenen  Winkel zusammen-
setzen lassen, ewnerler Werthe;«
namlich diese Werthe sind jedes-
mal denWerthen der drei Doppel-
verhiiltnisse gleich, welche aus
den Abstinden der vier festen
Punkte von einander zusammen-
gesetzt sind.

Bei allen Geraden, welche die
néimlichen vier bestummien Strahlen
(@, d, b, c) eines Strahlbiischels B
schnevden, haben die drev Doppel-
verhiiltnisse, die sich aus den Ab-
stinden der jedesmaligen wvter
Durchschnittspunkte (a, 9, b, ¢) von
etnander zusammensetzen lassen,
ewnerler Werthe;« ndamlich diese
Werthe sind jedesmal den Wer-
then der drei Doppelverhiltnisse
gleich, welche aus den Sinussen
der von den vier festen Strahlen
eingeschlossenen Winkel zu-
sammengesetzt sind.

Den Satz 1vechts hat ein franzosischer Mathematiker,
Brianchon, zuerst bekannt gemacht in einer schitzbaren Ab-
handlung iiber die Linien der zweiten Ordnung (Mémowre sur
les lignes du second ordre, p. 7. Paris 18117.).

6. Ferner folgt aus dem obigen Gesetz (§ 4) unmittelbar:

«) »Dass das ganze System der einander ent-
sprechenden Elementenpaare zweier projectivischen
Gebilde A, B bestimmt sei, sobald irgend drei Paare
gegeben sind, d. h. wenn irgend drei Elementen-
paare gegeben sind, so kann mittelst derselben zu
jedem gegebenen vierten Element des einen Gebildes
das entsprechende Element des anderen Gebildes ge-
funden werden, und die Gebilde lassen sich dadurch,
[11] wenn sie sich in schiefer Liage befinden, in die
urspringliche -oder perspectivische Iiage zurtick-
bringen.«

Diese Behauptung mag wie folgt noch naher erortert werden.

I. Bs seien z. B. die drei Elementenpaare a, b, ¢ und @, b, ¢
(Fig. 2) gegeben, so kann daraus zu jedem beliebigen gegebenen
vierten Strahl ¢ des Strahlbiischels B der entsprechende
Punkt b in der Geraden A, oder umgekehrt, zu diesem,
wenn er gegeben ist, kann jenmer gefunden werden. Denn
vermoge eines jeden der drei Ausdriicke (§ 4, II), z. B. ver-
moge des Ausdruckes:

gc ad  sin(ac) sin(ad)

d
- bc b sin(be) sin (bd)
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ist im ersten Falle der Werth des Verhiltnisses ad : bd, und
im anderen Falle der Werth des Verhiiltnisses sin (ad): sin (bd)
durch die jedesmaligen iibrigen drei Verhiltnisse gegeben.

Nun kann, wenn das Verhéltniss ad: bd gegeben ist und
die Punkte g, b fest sind, der gesuchte Punkt b offenbar nur
in zwei Stellen dieser Bedingung geniigen, und zwar sind
diese in Bezug auf die zwei festen Punkte a, b dadurch
unterschieden, dass der Punkt D das eine Mal zwischen und
das andere Mal jenseits derselben liegt. Von diesen zwei
Lagen kann aber dem Punkte d jedesmal nur eine zukommen,
und zwar wird durch die gegenseitige Lage der vier gegebenen
Strahlen entschieden, welche von beiden es sei, denn je nach-
dem die einander zugeordneten Strahlenpaare @ und &, ¢
und d nacheinander oder abwechselnd sich folgen, findet
auch bei den Punktenpaaren a und 6, ¢ und b Folge oder
Abwechselung statt (§ 4), wodurch dann jedesmal ent-
schieden werden [12] kann, welche der zwei genannten
Lagen dem Punkte d zukomme.

Ebenso kann, wenn der Punkt d gegeben und dagegen der
Strahl ¢ gesucht wird, der letztere dem gegebenen Verhilt-
nisse sin (¢d) : sin (bd) nur in zwei verschiedenen Lagen ge-
niigen, und durch die gegenseitige Lage der vier gegebenen
Punkte a, b, ¢, b wird entschieden, in welcher von beiden
Lagen allein er dem gegebenen Punkte b entsprechen kann.

Spiterhin werden sich sehr bequeme Mittel darbieten
(§ 24, IV), um das jedesmalige gesuchte Element schnell und
sicher zu finden *).

II. Ferner wird die obige Behauptung (¢) durch folgende
Betrachtung erwiesen, die zugleich Anleitung giebt, die Ge-
bilde A, B aus der schiefen (Fig. 2) in die perspectivische
Lage (Fig. 1) zuriickzubringen.

Sind némlich a, b, ¢ (Fig. 5) die drei gegebenen Punkte
in der Geraden 4, und betrachtet man von den drei gegebenen

*) Sollte iiber die zwiefache Lage des jedesmaligen gesuchten
Elements bloss aus den in Zahlen gegebenen Werthen der Ver-
hiiltnisse ad : 6D, sin (ed) : sin (bd) entschieden werden, ohne An-
sicht der Figur, so miisste man bei der Zusammensetzung der Ver-
héiltnisse in dem obigen Ausdrucke die Verschiedenheit der Lage
der Elemente gegen einander durch die Zeichen + und — be-
merklich machen, so wiirde alsdann das Vorzeichen der Verhilt-
nisse ab : 6D, sin (ad) : sin (bd) iiber das Zweifelhafte der Lage des
gesuchten Elements entscheiden.

9%
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Strahlen @, &, ¢ vorerst nur zwei, etwa a, b, so ist, wenn
diese durch die festen Punkte a, b gehen und einen bestimm-
ten Winkel (ab) einschliessen sollen, der Ort des Scheitels B
dieses Winkels auf zwei bestimmte gleiche Kreislinien q Bb,
aB,b beschriankt, die beide durch die zwei festen Punkte a, b
gehen. Ebenso ist, wenn man die zwel Strahlen «, ¢ allein
unter der Bedingung betrachtet, dass sie durch die [13] festen
Punkte a, ¢ gehen und einen gegebenen Winkel (ac) ein-
schliessen sollen, der Ort des Scheitels B dieses Winkels auf
zwei bestimmte gleiche Kreislinien aBc, aB,c beschrinkt,
die durch die Punkte a, ¢ gehen. Daher lassen sich die
Scheitel der beiden gegebenen Winkel («¢b), («c), wenn ihre
Schenkel @, b, ¢ durch die festen Punkte a, b, ¢ gehen sollen,
nur in denjenigen beiden Punkten B, B, vereinigen, in
welchen sich die auf einerlei Seite der Geraden A liegenden
Ortskreise einander (ausser in a) zum zweiten Male schneiden.

Dadurch ist offenbar die Richtigkeit der obigen Behaup-
tung (o) dargethan. Denn befinden sich die beiden Gebilde
B, A in beliebiger schiefer Lage, wie etwa in (Fig. 2), so
folgt aus dieser Betrachtung, dass sie, sobald drei entsprechende
Elementenpaare a, b, ¢ und @, 6, ¢ gegeben sind, nicht auf
wesentlich verschiedene Arten in perspectivische Lage gedacht
werden konnen, d. h., in solche Lage gedacht werden kénnen,
wo die drei gegebenen Strahlen durch die ihnen entsprechen-
den drei Punkte gehen. N#mlich wird z. B. die Lage der
Geraden A als fest angenommen, etwa in (Fig. 5), so kann
wohl der Strahlbtischel auf beiden Seiten derselben entweder
in die Liage von 5 oder in die Lage von B, gebracht wer-
den, aber offenbar wird in beiden Fillen jeder beliebig vierte
Strahl @ des Strahlbiischels mit dem nimlichen Punkte b der
Geraden A zusammentreffen. Oder wird der Strahlbiischel B
in irgend einer Lage als fest angenommen, etwa in (Fig. 6),
50 kann wohl die Gerade entweder in die Lage von A oder
in die Lage von 4, gebracht werden, und zwar so, dass A
und A4, parallel sind, und wo der Mittelpunkt B des Strahl-
biischels in der Mitte zwischen ihnen liegt, aber offenbar wird in
beiden Féllen jeder [14]beliebige vierte Punkt b der Geeraden mit
dem ndmlichen Strahl ¢ des Strahlbiischels B zusammentreffen.

Aus der vorstehenden Betrachtung, so wie auch aus der
obigen (L), folgt ferner zugleich:

) »Dass man bei zwel beliebig liegenden Ge-
bilden B, A ganz nach Willkiir drei Paar Elemente
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@ und g, b und b, ¢ und ¢ auswiahlen und sodann fest-
setzen konne, die Gebilde sollen projectiviseh und
diese KElementenpaare sollen entsprechende Ele-
mentenpaare sein.«

Endlich folgt noch, durch Umkehrung, der nachstehende
Satz:

7) »Sind die Elemente @, b, ¢, d,..... and . e dn e
zweier Gebilde B und A der Reihe nach solcher Ge-
stalt gepaart, dass je vier Elementenpaare dem obhigen
Gesetze (§ 4, II) geniigen, wobei nothwendiger Weise
die jedesmaligen vier Elemente des einen Gebildes
mit denen des anderen Gebildes iibereinstimmende
gegenseitige Liage haben miissen, so sind die Gebilde,
in Beziehung auf alle jene Elementenpaare, projec-
tiviseh.« !

7. In Ansehung der obigen Ausdriicke (§ 4, II), die das
Gesetz darstellen, welchem bei zwei projectivischen Gebilden
4, B im Allgemeinen je vier entsprechende Elementenpaare
a, b, ¢, > und @, b, ¢, d unterworfen sind, konnen verschiedene
besondere I'lle eintreten, die nimlich von eigenthiimlicher
Lage der jedesmaligen vier Elemente herriihren, von denen
einige interessant genug sind, um hier niiher erortert zu werden.

Es konnen nimlich erstens solehe Fille eintreten, wo
die in den genannten Ausdriicken enthaltenen Doppelverhilt-
nisse vereinfacht werden, und zwar [15] dadurch, dass in
einem solchen Doppelverhiltniss zwei Glieder gleich werden
und gegen einander gehoben werden konnen, oder dass das
Doppelverhéltniss, (wenn es sich auf die vier Strahlen «, b, ¢, d
bezieht), auf sonstige Art auf ein einfaches Verhiltniss ge-
bracht wird. Dahin gehoren z. B. folgende Fille:

Wenn von den vier Punkten
in der Geraden 4 entweder «)
einer in der Mitte zwischen
zweien anderen liegt, oder b)
wenn einer der unendlich ent-
fernte Punkt der Geraden ist.

Wenn von den vier Strahlen
des Strahlbiischels B entweder
«) einer mitzwei anderen gleiche
Winkel einschliesst, oder 8) wenn
zwei Strahlen zu einander recht-
winklig sind.

L. Denn wenn a) etwa der Punkt b (Fig. 1) in der Mitte
zwischen a und b liegt, so ist das Verhiltniss ad: bd = 1,
und daher vereinfacht sich in diesem Fall in dem obigen Aus-
drucke (§ 4, II, 8) das Doppelverhiltniss links wie folgt:

1 aczbe

__ sin (ac) sin (ad)
~ sin (be) " sin (bd)
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Wenn ferner ) unter den vier Punkten sich der unend-
lich entfernte Punkt q (§ 2) der Geraden .4 befindet, wenn
etwa die vier Punkte a, b, ¢, 9 gegeben sind, dann sind offen-
bar die Abstinde des letzteren von den drei iibrigen, nimlich
aq, bg, cq, als einander gleich zu achten, da sie simmtlich
unendlich gross, und nur durch die Abschnitte ab, ac, bc
von einander unterschieden sind, so dass also jedes der drei
Verhiltnisse aq:bq, aq:cq, bg:cqg schlechthin = 1 ist,
und dass folglich in diesem Falle die genannten Doppelver-
hiltnisse (§ 4, II), wenn man darin g an die Stelle von b
setzt, sich wie folgt vereinfachen:

sin (ac¢) sin (ag

cobhc— =

sin (b¢) * sin (
(a (

b
: sin (@ b) sin (agq
[ % 3 o e
o] 8l n (e !)/ sin (cq
di SN (cz b) sin (ac
e sin ((1_11) sin (ge)’

Durch jeden dieser letzteren drei Ausdriicke wird, wie
man sieht, der Parallelstrahl ¢ bestimmt, sobald irgend drei
entsprechende Elementenpaare a, b, ¢ und @, b, ¢ gegeben sind.

Wenn andererseits «) etwa der Strahl & in der Mitte
zwischen ¢ und 6 liegt, so ist das Verhéltniss sin (¢d) : sin (bd)
= 1, und daher hat man fiir den Fall, wo ¢ und d zu-
geordnete Strahlen sind (§ 4, 8):

i %% = sin (ac) : sin (be).

Wenn ferner /)’) zwei Strahlen, etwa @ und 4, zu einander
senkrecht sind, so ist sin (bc) = cos (ac), und sin (bd) =
cos (ad), oder sin (wc¢) = cos (b¢), und sin (ad) = cos (bd),
und daher hat man, wenn ¢ und 4 als zugeordnet angenommen
werden (§ 4, 8):

~‘:—b: tg (ac) : tg (ed), oder

= tg (bd): tg (bc).
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II. Die vorstehenden Fille geben, wie man bemerken
wird, ein bequemes Mittel an die Hand, um den Werth eines
gegebenen Doppelverhiltnisses, sei dasselbe von vier Punkten
a, b, ¢, D oder von vier Strahlen «, b, ¢, d abhingig, durch
ein einfaches Verhiiltniss darzustellen; oder auch umgekehrt,
um beliebige Systeme von vier Punkten oder von vier Strahlen
zu finden, denen ein Doppelverhiltniss zukommt, dessen Werth
durch ein einfaches Verh#ltniss gegeben ist.

[17] Denn soll z. B. der Werth eines von den vier Punk-
ten a, b, ¢, D, oder von den vier Strahlen g, b, ¢, d (Fig. 3)
abhingigen Doppelverhiltnisses durch ein einfaches Verhiltniss
dargestellt werden, so kann dies, zufolge des Doppelsatzes in
(§ 5), wie folgt geschehen. Da nimlich einerseits die ge-
nannten vier Strahlen alle Geraden unter einerlei Doppel-
verhiltniss schneiden, so ist also nur nothig eine Gerade A,
so zu ziehen, dass sie entweder:

a) die vier Strahlen so schneidet, dass von den vier
Durchschnittspunkten irgend einer in der Mitte zwischen zwei
andern liegt (I, a.); dieser Bedingung kann die Gerade 4,
offenbar in 12 verschiedenen Richtungen geniigen, weil nim-
lich der Durchschnitt jedes Strahls in der Mitte zwischen
je zwei der drei tibrigen Durchschnitte liegen kann, mithin
giebt es 12 Systeme von parallelen Geraden, welche alle jene
Bedingung erfiillen; oder

b) mit irgend einem der vier Strahlen parallel ist (I, b);
dieser Bedingung kann also die Gerade 4, in vier verschiedenen
Richtungen geniigen, oder es giebt vier Systeme von parallelen
Geraden, welche alle diese Bedingung erfiillen; z. B. es sei
die Gerade 4, etwa mit dem Strahle ¢ parallel, so werden
also die Verh#ltnisse

Pab Dy o b B B e e

nach der Reihe, mit den Doppelverhiltnissen in den obigen
Augdriicken (§ 4, II.) gleiche Werthe haben.

Und da andererseits jeden vier Strahlen eines Strahl-
biischels, welche durch die vier festen Punkte a, b, ¢, b gehen,
Doppelverhiltnisse von einerlei Werth zugehoren, so ist, um
der obigen Forderung zu geniigen, nur nothig den Mittelpunkt
eines Strahlbiischels B, so anzunehmen, dass entweder:

(18] «) von den vier Strahlen «,, b,, ¢;, d,, welche durch
jene festen Punkte gehen, irgend einer in der Mitte zwischen
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zwei anderen liegt (I, «); unter dieser Bedingung ist der Ort
des Mittelpunktes B,, im Ganzen, auf 12 bestimmte Kreise
beschrinkt, deren Mittelpunkte simmtlich in der festen Ge-
raden A liegen, was nachher (§ 8, III) bewiesen wird; oder

@) dass von den vier Strahlen «,, b,, ¢,, d, irgend zwei
zu einander senkrecht sind (I, f); vermdge dieser Be-
dingung ist der Ort des Mittelpunkts 5, offenbar auf die-

jenigen 6 Kreise beschrinkt, welche die Abstinde der vier

festen Punkte a, b, ¢, D von einander, also die Strecken ab,
ac, ab, be, bd und ¢b, zu Durchmessern haben.

Harmonische Elemente.

8. Es kann zweitens der besondere Fall eintreten, wo
in den vorhin erwihnten Ausdriicken (§ 7) der Werth eines
Doppelverhiltnisses = 1 wird.

I. Von den drei Ausdriicken (§ 4, 1I) gestattet jedesmal
nur einer die Annahme, dass der Werth der darin enthalienen
Doppelverhéltnisse = 1 werden konne, z B. wenn sie sich
auf (Fig. 1) beziehen, so gestattet nur der Ausdruck (§ 4, 8),
in welchem die abwechselnden Punkte, so wie die abwechseln-
den Strahlen einander zugeordmet sind (§ 4, b), diese An-
nahme; dass die beiden iibrigen Ausdriicke diese Annahme
nicht erlauben, fillt beim blossen Anblick der Figur in die
Augen. Wird in der That bei jemem ersteren Ausdrucke
eines der beiden Doppelverhéltnisse = 1 angenommen, so ist
nothwendiger Weise auch das andere = 1, so dass man hat:

ac_abd _ sin (ec) sin(ed)

bc bd  sin (be) sin(bd)

und daher zugleich: <
Q¢ D sin (c __ sin (ad)
8 0 = el
Ll BTt sin (be)  sin (bd)’ aie
s i c‘[)_ 5 sin ((’(u __sin (cb)
£ b0 0 ob L R da)l < sin (dD)

woraus man sieht, wie die gegenseitige Liage der beiderseitigen
vier Elemente in diesem Falle beschaffen ist, nimlich:
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»In diesem Falle liegen die
vier Punkte a, b, b, ¢ so, dass
die Abstinde zweier zugeord-
neten (a, b oder b, ¢) von den
zwel anderen gleiches Verhilt-
niss zu einander haben (pro-
portional sind), d.h , dass das
Verhiiltniss der Abstiinde eines
Punktes von zwei zugeordneten
Punkten, gleich ist dem in #hn-
licher Beziehung genommenen
Verh#ltniss der Abstinde des
ihm zugeordneten (vierten) Punk-
tes von jenen zwel Punkten.c

»In diesem Falle liegen die
vier Strahlen «, d, b, ¢ so, dass
die Sinusse der Winkel, welche
zwei zugeordrete (e, b oder d, c)
mit den zwei anderen einschlies-
sen, gleiches Verhiltniss zu ein-
ander haben, d. h., dass das Ver-
h#ltniss der Sinusse der Winlkel,
welche ein Strahl mit zwei zu-

.geordneten Strahlen einschliesst,

gleich ist dem in #hnlicher Be-
ziehung genommenen Verhiltniss
der Sinusse der Winkel, welche
der vierte Strahl mit jenen zweien

einschliesst.«

Unter diesen Bedingungen heissen die vier Punkte a, d, b, ¢
»vier harmonische Punkte«, und die vier Strahlen «, d, b, ¢
»vier harmonische Strahlen«.®) Ferner sollen in diesem
Falle je zwei zugeordnete Punkte (a und b, ¢ und d) oder
Strahlen (¢ und 6, ¢ und &) fortan »zugeordnete har-
monische Punkte oder Strahlen« genannt werden.

Dass die neben einander stehendcn Glelchungen (2) zu-
gleich statt finden, kann hiernach mit Worten wie folgt aus-
gesprochen we1den.

«) yWenn bhei zwei projectivischen [20] Gebilden
A, B irgend vier Elemente des einen Gebildes har-
monisch sind, so sind auch dieihnen entsprechenden
vier Elemente des anderen Gebildes harmonisch.q

Dieser Satz lisst nicht nur eine einfache Umkehrung zu,
sondern es findet in dieser Hinsicht folgendes statt. Da
némlich die Lage von vier harmonischen Elementen so be-
schaffen ist, dass durch je drei derselben, wofern angegeben
ist, welche zwei davon einander zugeordnet sein sollen, oﬁ’en—
bar das vierte unzweideutig bestimmt ist, z. B. wenn q, b,
oder «, b, ¢ gegeben, und zwar g und b, oder ¢ und b ein-
ander zugemdnet smd s0 ist b oder d genau bestimmt (§ 6, I);
und da ferner die prOJectlwsche Beziehung zweier Gebilde 4, B
durch irgend drei entsprechende Elementenpaare, die nach
Willkiir angenommen werden diirfen, bestimmt ist (§ 6, 3):
so werden also die Gebilde 4, B in Ansehung der beider-
seitigen harmonischen Elemente a, b, b, ¢ und @, d, b, ¢, nicht

)Lakue nennt in seinem Zraité des sections comques vier
solehe Strablen »harmonicales«, und Brianchon nennt sie in seiner
oben erwiihnten Schrift » fmsceau harmoniquec.
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nur auf eine Art, wenn etwa die gleichnamigen Elemente
einander entsprechen, projectivisch sein konnen, sondern viel-
mehr in allen Féllen, wo irgend zwei zugeordnete harmonische
Elemente des einen Gebildes irgend zwei zugeordneten har-
monischen Elementen des anderen Gebildes entsprechend an-
genommen werden, also in 8 Fillen, weil ndmlich unter dieser
Bedingung die vier Strahlen den vier Punkten g, b, b, ¢ in
folgenden 8 verschiedenen Rangordnungen entsprechen konnen:

adbe bdac dach cadb
acbd bead dbca cbda

Demnach hat man den nachstehenden Satz:

@) »Sind in jedem von zwei Gebilden 4, B irgend
vier harmonische Elemente gegeben, und man lisst
diese Elemente, nach irgend einer Ordnung ge-
nommen, einander paarweise [21] entsprechen, jedoch
so, dass irgend zwei zugeordneten harmonischen Ele-
menten des einen Gebildes auch zwei zugeordnete
harmonische Elemente des anderen Gebildes ent-
sprechen, welches auf acht verschiedene Arten statt-
finden kann, so sind die Gebilde, in Ansehung der
jedesmaligen vier Elementenpaare, projectivisch.c

II. Statt der obigen allgemeinen Sitze in (§ 5), hat man
im gegenwirtigen Falle, wo die jedesmaligen vier Elemente
harmoniseh sind, folgende Sitze (I, «):

nJede wvier Strahlen, die von
wrgend evnem Mittelpunlst aus durch
vier feste harmonische Punkte a,
b, b, ¢ gehen, sind harmonisch.«
Oder:

» Vier harmonische Punkte be-
stemmen mit jedem anderen Punfte
vier harmonische Strahlen.«*)

»Jede vier Punkte, wn welchen
wrgend eine Gerade von vier festen
harmonischen Strahlen a, d, b, ¢
geschnitten wird, sind harmonisch.«
Oder:

» Vier  harmonvsche — Strahlen
schneiden jede Gerade in vier har-
monischen Punkten. «*)

III. In Betracht der gegenseitigen Lage, welche vier har-
monische Elemente unter sich haben kénnen, finden folgende

Umstinde  statt.

Wenn vier harmonische Punkte a, b, b, ¢, von denen a
und b, ¢ und d einander zugeordnet sind, nach der Ordnung,

*) Das Wesentliche der obigen Sitze hat ZLazare Carnot in
seinem Hssar sur la théorie des transversales zuerst gegeben. Kinen
Theil davon haben schon die Griechen gekannt (Pappus, Collec.

Mathem. libr, VII. Propos. CXLV.)
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wie (Fig. 3) sie vorstellt, auf einander folgen, muss noth-
wendig D niher bei b als bei a liegen (I, 2), weil dies offen-
bar fiir ¢ der Fall ist; und umgekehrt, wenn D ndher bei b
als bei a ist, so muss ¢ nothwendig allemal jenseits [ liegen;
oder wire D naher bei a als bei b, so miisste nothwendiger
Weise ¢ [22] diesseits a liegen. Ebenso ist fiir die gegenwiirtige
Aufeinanderfolge der Punkte erforderlich, dass b ndher bei
als bei ¢ liegt. Da das Verhiltniss ac:bec gleich (ab -+ be):

ab . :
he =1 == be’ sieht man, dass, wenn man die zugeord-
¢

neten harmonischen Punkte a, b festhdlt, wihrend man in
Gedanken ¢ von b fortriicken lisst, der Werth dieses Ver-
haltnisses alsdann immermehr der 1 sich ndhert, je weiter ¢
sich von b entfernt, und dass daher b sich gleichzeitig immer-
mehr der Mitte m des festen Abstandes ab nihert, weil das
Verhiltniss ad:0bd stets jenem Verbiltniss gleich sein muss.
Lisst man endlich den unendlich entfernten Punkt q der Ge-
raden 4 an die Stelle von ¢ treten, so wird das genannte Ver-

haltnigs 1+%—§, da bq unendlich gross ist, schlechthin = 1,

und dann muss nothwendiger Weise b sich in der genannten
Mitte m befinden. Denkt man sich ferner die Punkte a, b
fest, und ldsst jetzt ¢ je mehr und mehr dem b sich nihern,
so nidhert sich offenbar auch d dem b, und wenn endlich ¢
sich mit b vereinigt, so vereinigt sich zugleich b mit thnen
beiden. Gleicherweise kénnen sich ¢ und b immermehr dem
anderen festen Punkte g nidhern, bis sie sich endlich gleich-
zeitig mit ihm vereinigen.

Andererseits folgt, dass, wenn der Strahl ¢ mit den zu-
geordneten harmonischen Strahlen @, 6 gleiche Winkel ein-
schliesst, so dass das Verhiltniss sin (ad): sin (bd) =1, dann
auch sin (ac) :sin (be) =1 ist (I, 2), und daher auch ¢ mit
@ und b gleiche Winkel einschliessen muss, und dass dann
folglich ¢ und ¢ in diesem Falle zu einander rechtwinklig sind
(weil sie die Winkel zwischen ¢ und & hilften). Ferner folgt
hier iihnlicherweise, wie vorhin bei den vier harmonischen
(23] Punkten, dass, wenn @ und & fest sind, wihrend ¢ sich
dem & nihert, bis er endlich mit ihm zusammenfillt, dann
gleichzeitig auch ¢ sich mit ihnen beiden vereinigt; und
dass eben so ¢ und d sich gleichzeitic mit dem anderen
festen Strahle @ vereinigen konnen.
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Aus dieser Betrachtung fliessen folgende Sitze:

@) »Zu wgend zwer festen Punlk-
ten a, b emer Geraden A giebt
es unzihlige Paare zugeordneter
harmonischer Punkte b, ¢, wund
namentlich st der in der DMitte
zwischen a und b liegende Punkt m
und der unendlich entfernte Punkt
q der Geraden A ein solches Paar ;
und ferner st in jedem der beiden
Punlte a, b selbst ein solches Paar
veremigt. «

B) »Zu irgend einem festen Punkt
m ewmer Geraden A und zu dem
unendlich entfernten Punkt q der-
selben giebt es unzihlige zugeord-
nete  harmonische Punltenpaare,
wie etwa a, b, und zwar sind je
zwet solche Punlte gleich weit von
Jenem festen Punkte m entfernt,
und wmgekehrt, je zwer Punkte,
welche gleich wert von jenem festen
Punlte entfernt sind, sind ein
solches Paar.«

) »Liegt von vier harmowischen
Punkten eier in der Mitte zwi-
schen zwer etmander zugeordneten,
s0 ist sein zugeordneter unendlich
entfernt, und [24] umgekehrt : ist
von den wier Punkten einer un-
endlich entfernt, so liegt sein zu-
geordneter in der Mitte zwischen
den zwer iibrigen Punkten.c

@) » Zu irgend zwer festen Strah-
len a, b eines Strahlbiischels B
quebt es unzithlige Paare zugeord-
neter harmonischer Strahlen d, c,
und namentlich sind die zwer Strah-
len, welche die von jenen Strallen
eingeschlossenen Winkel hiilften,
muthin 2w einander senkrecht sind,
et solches Paar; und ferner ust
mit jedem der Strahlen a, b ein
solches Paar vereimigt.«

B) »Zu vrgend zwet zu einander
senkrechten wund festen Strahlen,
etwa ¢, d, eines ebenen Strahi-
biischels B giebt es unziihlige zu-
geordnete harmonvsche Strahlen-
paare, wie etwa a, b, und zwar
sind je zwer solche Strahlen gleich
weit von jedem der zwei festen
Strahlen entfernt, wund wngekehrt,

Je zwei Strahlen, deren Wainkel
von jenen zwer festen Strahlen

gehiilftet werden, sind ein solches
Paar. «

7) »Schiliesst von wier harmo-
nischen Strahlen einer mit zwer
einander zugeordneten gleiche Win-
kel ein, so thut sein zugeordneter
ein Glevches, und (24) umgekehrt:
sind zwer zugeordnete Strahlen zu
einander senkrecht, so hilften sie
dievon den beiden anderen Strahlen
eingeschlossenen Winkel. «

Die letzten Sitze (y), welche eigentlich schon in (¢) und ()
enthalten sind, sind deshalb nochmals deutlicher ausgesprochen
worden, weil sie sich auf die einfachsten Fille von vier har-
monischen Elementen beziehen; Fille, die 6fter vorkommen
und unter gewissen Umstidnden, wie leicht zu erachten, Be-
quemlichkeit und Vortheile gewdhren. Solche einfache Fiille
lassen sich, wenn beliebige vier harmonische Elemente ge-
geben sind, zufolge der obigen Sitze (II), wie folgt, darstellen
(vergl. § 7, II}. Sind irgend vier feste harmonische Punkte
a, b, b, ¢ gegeben, und sollen vier Strablen «,, d,, b,, ¢,

eines Strahlbiischels B, durch dieselben gelegt werden, welche
sich in dem genannten einfachen Falle befinden, d.h., von
welchen zwei zugeordnete zu einander senkrecht sind, oder

y
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was auf dasselbe hinauslduft (y), von denen einer mit zwei
zugeordneten gleiche Winkel einschliesst, so ist unter diesen
Bedingungen offenbar der Ort des Mittelpunkts /5, des Strahl-
biischels auf zwei bestimmte Kreise beschrinkt, deren Durch-
messer die Abstinde ab, c¢b der zugeordnmeten festen har-
monischen Punkte sind, und zwar ist der Mittelpunkt b, auf
den ersten oder auf den letzten Kreis beschrinkt, je nach-
dem die Strahlen @, und 6,, oder ¢, und &, zu einander
senkrecht sind, oder mit den jedesmaligen anderen Strahlen
gleiche Winkel einschliessen. — Sind andererseits irgend vier
feste harmonische Strahlen @, d, b, ¢ gegeben, und soll man
sie durch eine Gerade 4, in vier Punkten schneiden, welche
den genannten einfachen Fall darstellen, [25] so kann die Gerade
A, dieser Bedingung offenbar in vier verschiedenen Richtungen
geniigen, denn ist sie mit einem der vier festen Strahlen
parallel, also einer ihrer Durchschnitte unendlich entfernt, so
liegt dessen zugeordneter in der Mitte zwischen den zwei
iibrigen; und umgekehrt, liegt ein Durchschnitt in der Mitte
zwischen zwel einander zugeordneten, so ist sein zugeordneter
und mithin die Gerade 4, dem ent-
Aus dieser Betrachtung zieht

unendlich entfernt (y)

sprechenden Strahle parallel.
man folgende Sitze:

0) » Wenn durch belicbige vier

Jfeste harmonische Punkte 6, b, b, ¢

vier solche Strahlen eitnes Strahl-
biischels By gehen sollen, von denen
das eine Paar sugeordnete die von
dem anderen Paar eingeschlossenen
Wankel hiilften (y), so ust der Ort
des DMittelpunlites B, des Strahi-
biischels awf zwel bestimmte Kretse
beschriinkt, welche die Abstinde
ab, ¢d der sich zugeordneten festen
Punlte von einander zu Durch-
messern haben.<*)

Durech den letzteren Satz

obigen Behauptung (§ 7, II, ) dargethan.

d) »Wenn wvon beliebigen vier

festen harmonischen Strahlen a, d,

b, ¢, etne Gerade A, in vier sol-
chen Punkten geschnitten werden
soll, dass von zwer zugeordneten
Punkten der eine unendlich ent-

fernt und der andere i der Mutte

zwischen den zwet tibrigen Punk-
ten legt, so muss die Gerade A,
mit argend einem der vier festen
Strahlen parallel sein, wund wm-
gekehrt, dst sie muat eimem der
letzteren parallel, so finden alle-
mal jene Bedingungen stati.c

links ist die Richtigkeit der

*) Aus diesem Satze lassen sich unmittelbar noch eine Reihe
anderer S#tze herleiten, als z B. nachfolgende:
»Wenn die Endpunkte a, b der Grundlinie eines Drei-

ecks aBY (Fig.4) fest sind, und wenn die Gerade d oder ¢
welche den Winkel an der Spitze oder dessen Neben-
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[26] Wenn man also durch die Spitze eines beliebigen
Dreiecks zwei Strahlen zieht, wovon der eine durch die Mitte
der Grundlinie geht, und der andere mit der Grundlinie
parallel ist, so sind dieselben zugeordnete harmonische Strah-
len zu den zwei (anderen) Seiten des Dreiecks.

winkel h#lftet, stets durch einen dritten festen Punkt
oder ¢ der Grundlinie geht, so ist der Ort der Spitze B
des Dreiecks ein bestimmter Kreis, welcher den Ab-
stand dbc des dritten festen Punktes D oder ¢ von dem-
jenigen Punkte ¢ oder », der in Bezug auf die zwei
genannten Endpunkte a, 6, sein zugeordneter harmo-
nischer Punkt ist, zum Durchmesser hat.c

In diesem Falle, wo die Strahlen d, ¢ die von den Strahlen «, &
eingeschlossenen Winkel hilften, hat man bekanntlich:

B b bE— b bl —tac ebic)

und umgekehrt, wenn diese Verhiltnisse gleich sind, so findet jene
Voraussetzung statt. Daher folgt ferner der nachstehende be-
kannte Satz.

»Wenn die Endpunkte a, b der Grundlinie eines Drei-
ecks aBb fest sind, und wenn das Verh#dltniss Ba: Bb
der beiden iibrigen Seiten gegeben ist, so ist der Ort
der Spitze B des Dreiecks ein Kreis, dessen Mittelpunkt
in der genannten Grundlinie liegt, und zwar sind die
Endpunkte dieser Grundlinie zu den Endpunkten (b, ¢
des in ihr liegenden Durchmessgers des Kreises zu-
geordnete harmonische Punkte; und ferner: die zwei
Geraden (4, ¢), welche die Winkel an der Spitze des Drei-
ecks hilften, gehen stets durch zwei feste Punkte, nim-
lich durch die Endpunkte (b, ¢) des genannten Durch-
messers.« Und umgekehrt:

»Nimmt man tn einem Durchmesser ¢cb eines Krei-
gses irgend zwei Punkte a, b, die in Bezug auf dessen
Endpunkte ¢,d, zugeordnete harmonische Punkte sind,
so haben je zwei Gerade aB, b B, welche dieselben mit
irgend einem Punkte B des Kreises verbinden, einerlei
Verhiltnigs, und zwar verhalten sic sich allemal wie
die Abstinde der angenommenen Punkte von dem
einen oder dem anderen Endpunkte des Durchmessers,
algso wie ab: 06D, oder wie ac: bc; und ferner: die zwei
Geraden Bb, Bc, welche den jedesmaligen Punkt B im
Kreise mit den Endpunkten des genannten Durch-
messers verbinden, hélften die von jenen ersten zwei
Geraden eingeschlossenen Winkel.«

Es liessen sich hier leicht noch mancherlei Folgerungen iiber
harmonische Punkte und harmonische Gerade in Beziehung auf
den Kreis anschliessen, allein da sich dieselben Eigenschaften in
der Folge fiir alle Kegelschnitte zugleich beweisen lassen, so ist
es zweckmissig, sie bis dahin zu verschieben.
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IV. Das gemeinschaftliche Gesetz, dem alle Punktenpaare
(b, ¢) oder Strahlenpaare (¢, ¢) unterworfen sind, welche in
Bezug auf zwei feste Punkte a, 6 oder Strahlen a, 6 (Fig. 1)
zugeordnete harmonische Punkte oder Strahlen sind, Ilésst

sich folgendermaassen genauer bestimmen.
Aus den obigen Ausdriicken (I, 2):

ab ac  sinfad)  sin(ac)

o b

5_111_(bd)

S (be)?

durch welche die harmonische Liage der jedesmaligen vier
Elemente bedingt wird, folgt unmittelbar, wenn namlich der

Punkt m in

der Mitte zwischen a und b und der Strahl 7

in der Mitte zwischen @ und & liegt:

[R7am+mb am-mc sin(eh -+ Ad)  sin(ah + ko)

bt —md mc—bm’ sin(bh— hd) sin(ch — bA)’

und daraus folgt ferner

durch bekannte Verdinderungen:

md - mec = ma® = mb?; tg(hd) . tg(hc) = tg(ah)® = tg(6A4)?,

das heisst:

»Ber vrgend vier harmonvschen
Punlten a, d, b, ¢ st das Rechteck
(md-mc) wnter den Abstinden
zweter zugeordneten Punkte (D, c)
von demjenigen Punkte (m), wel-
cher wn der Mutte zwischen den
zwer iibrigen Punkten (a, b) legt,
gleich dem Quadrat des halben
Abstandes (ma, mb) der letzteren
Punkte von etnander.«

» Bet vier harmonischen Strahlen
a, d, b, ¢ st das Produlkt (tg(hd) -
tg (he)) der Tangenten der Winkel,
welche zwer zugeordnete Strahlen
(d, ¢) mit dem Strahle (h) evn-
schliessen, der wn der DMitte zwi-
schen den zwer tibrigen Strahlen
(a, b) lvegt, gleich der zweiten Po-
tenz der Tangente des halben Win-
kels [(ha), (RD)], welchen die letzten
Strahlen einschliessen. «

(28] Oder:

iy alle Punktenpaare, die in
Bezug auf zmwet feste Punkite (a,b)
augeordnete harmonische Punfte
sind, dst 1) das Rechteck wnter
thren _Abstinden von demjenigen
Punkte m, welcher in der Mitte
wwischen den festen Punkten legt,
von bestindiger Grisse, und zwar
gleich  dem Quadrat des halben
Abstandes der festen Punkte von
ewander; und 2) je wzwer solche
Punlte liegen jedesmal auf einer-
let Seite des genannten Punktes nt;
und wmgekehrt: jede zwei Punkte,

» Fliir alle Strahlenpaare, die i
Bezug auf zwei feste Strahlen (a, b)
zugeordnete harmonische Strahlen
sind, st 1) das Produlkt der Tan-
genten der Winkel, die ste mit dem
Strahle h einschiliessen, der in der
DMutte mwischen den festen Strahlen
liegt, von bestiindiger Grisse, und
zwar gleich der zmweiten Potenz der
Tangente des halben Winkels, wel-
chen die festen Strahlen ein-
schltessen; und 2) beide Strahlen
liegen jedesmal auf einerlei Seite
des genannten Strahles I: wnd wm-
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welche diesen beiden Bedingungen — gekelnt: je mwei Strahlen, welche
zugleich geniigen, sind zugeordnete  diesen beiden Bedingungen zuglevch
harmonische Punkte in Bezug auf  geniigen, sind zugeordnete har-
die genannten zwert festen Punkte.« — momusche Strahlen wn Bezug auf

die genannten zwes festen Strahlen.«

Zwei und mehrere Gerade, und zwei und mehrere ebene Strahlbiischel.

9. Der Gegenstand der bisherigen Betrachtung betraf bloss
die zwei Gebilde B, 4, nimlich einen ebenen Strablbiischel B
und eine Gerade A4, die sich in solcher Beziehung entgegen-
gesetzt waren, dass ihre Elemente einander auf bestimmte
Weise entsprachen, und dadurch einem bestimmten Gesetze

" unterworfen waven, und wobei die Gebilde projectivisch

genannt wurden. Die weitere Betrachtung wird sich nun auf
die Untersuchung der gegenseitigen Beziehung ausdehnen,
welche einerseits” zwischen zwei Geraden, die mit demselben
Strahlbiischel projectivisch sind, und [29] andererseits zwischen
zwei Strahlbiischeln, die mit derselben Geraden projectivisch
sind, und welche ferner zwischen mehreren Gebilden, Geraden
und Strahlbiischeln, die unter einander projectivisch sind,
stattfinden.

I. Sind zwei Gerade 4, 4, (Fig. 8) mit einem und dem-
selben Strahlbiischel B projectivisch, so dass also be-
stimmte Punkte a, b, c, D,..... in der Geraden 4 und be-
stimmte Punkte a,, b,, ¢, D;,.... in der Geraden 4, auf
bestimmte Weise (§ 2) unter einem bestimmten Gesetze (§ 4)
den Strablen «, b, ¢, d,.. ... des Strahlbiischely B entsprechen,
so sollen je zwel Punkte a und a,, b und b,, ¢ und ¢, u.s. w.
der Geraden, welche demselben Strahl des Strahlbiischels
entsprechen, ebenfalls »entsprechende Punkte« heissen,
und die Geraden sollen, in Bezug auf das ganze System
ihrer emtsprechenden Punktenpaare, fortan »projectivischc
genannt werden. Und wenn die projectivischen Geraden A, 4,
solche besondere Liage haben, dass beide zugleich mit dem
Strahlbiischel B perspectivisch sind (§ 2), dass nimlich jeder
Strahl des Strahlbiischels durch die ihm entsprechenden Punkte
beider Geraden geht, wie etwa in (Fig. 7), dann sollen die
Geraden ebenfalls »perspectivisch« genannt werden, und
dann heisst der Punkt B »Projectionspunkt«. Jede andere
Lage der Geraden, die nicht perspectivigch ist, soll »schiefe
Lagec« heissen. Ferner sollen sowohl bei der schiefen,
als bei der perspectivischen Lage der Geraden A, 4,,
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die Strahlen a, b, ¢,..... oder diejenigen Geraden aa,, bb,,
COaE , die durch entsprechende Punkte gehen, »Projec-
tionsstrahlen« genannt werden. Bei der perspectivischen
Lage der Geraden .4, A, (Fig. 7) gehen also die Projections-
strahlen durch einen bestimmten Punkt, durch den Projections-
punkt B, und bilden das genannte [80] Strahlbiischel B, bei
der schiefen Lage dagegen (Fig. 9), treffen sie nicht in einem
Punkte zusammen, sondern sie sind einem anderen sehr merk-
wiirdigen Gesetze unterworfen, welches im dritten Kapitel
niher untersucht werden wird.

Bei zwei projectivischen Geraden 4, A4, ist ferner die
Eigenthtimlichkeit der Parallelstrahlen in Erwihnung zu bringen.
Befinden sich z. B. die Geraden mit dem Strahlbiischel B,
und also auch unter sich, in perspectivischer Lage (Fig. 7),
und sind ¢, 7 diejenigen Strahlen, die mit den Geraden parallel
sind, also die Parallelstrahlen (§ 2}, so entspricht mithin
der Punkt g, in der Geraden 4, dem unendlich entfernten
Punkte g der Geraden .4, und es entspricht der Punkt v in
der Geraden .4 dem unendlich entfernten Punkte v, der Ge-
raden 4,. Die zwei Punkte ¢,, v sollen fortan »die Durch-
schnitte der Parallelstrahlen« genannt werden. Es ist
klar, dass, wenn auch die Geraden A, A, in schiefe Lage
gebracht werden (Fig. 9), dann die Projectionsstrahlen p, »
oder q,q, vy, immerhin mit ihnen parallel bleiben (§ 2),
weshalb letztere alsdann immer noch Paralleistrahlen
heissen sollen.

Endlich ist noch zu bemerken, dass, wenn die Geraden
A, A, perspectivisch sind (Fig. 7), dann in ihrem Durch-
schnittspunkte (ee,) zwei entsprechende Punkte e, ¢, vereinigt
sind, indem nimlich der Projectionsstrahl e offenbar beide
Geraden zugleich in jenem Punkte schneidet.

IT. Sind zwei Strahlbiischel B, B, (Fig. 11) mit einer und
derselben Geraden 4 projectivisch, so dass also bestimmte

Btrahlen @, b, ¢, d,tu.. des Strahlbtischels B, und bestimmte
Srahlenye, s baite adil - 0 des Strahlbiischels B, der Reihe
nach bestimmte Punkte a, b, ¢, D,..... der Geraden A, auf

die oben (§ 2) [31] festgesotzte Weise, entsprechen, so sollen

die Strahlenpaare @ und @,, b und &,, ¢ und ¢,, u.s. w. der

Strahlbiischel, welche demselben Punkte der Geraden A ent-

sprechen, ebenfalls »entsprechende Strahlen« heissen, und

die Strahlbiischel selbst sollen, in Beziehung auf das ganze

System ihrer entsprechenden Strahlenpaare, fortan »projec-
Ostwald’s Klagsiker. 82. 3




34 Von projectivischen Geraden und Strahlbiischeln in der Ebene.

tivisch« genannt werden. Und wenn zwei projectivische
Strahlbiischel B, B, solche besondere Lage haben, dass beide
zugleich mit der Geraden A perspectiviseh sind, dass
nimlich in jedem Punkt der Geraden die zwei ihm ent-
sprechenden Strahlen einander schneiden, wie etwa in (Fig. 10),
oder auch in (Fig. 5), dann sollen die Strahlbiischel ebenfalls
yperspectivische heissen, und dann soll die Gerade .4 ihr
»perspectivischer Durchschnitt« genannt werden. Jede
andere Lage der Strahlbiischel B, B,, wo diese nicht per-
spectivisch sind, soll »schiefe Liage« heissen.

Bei zwei projectivischen Strahlbiischeln B, B, giebt es,
im Allgemeinen, unter der unzihligen Menge entsprechender
Strahlenpaare zwei bestimmte Paare, die sich vor allen
iibrigen auf eigenthiimliche Weise auszeichnen, nimlich da-
durch, dass sowohl die zwei Strahlen des einen als die des
anderen Strahlbiischels zu einander rechtwinklig sind. Be-
finden sich z. B. die Strahlbiischel in perspectivischer Lage
(Fig. 10), so ist im Allgemeinen nur ein einziger Kreis
unter den Bedingungen moglich, dass er durch die Mittel-
punkte B, B, beider Strahlbiischel gehe, und dass sein
Mittelpunkt m in dem perspectivischen Durchschnitt 4 liege.
Sind 8, t die Durchschnitte dieses Kreises m und der Geraden A,
so besitzen offenbar die zwei Strahlenpaare s und s,, ¢ und ¢,
die jenen zwei Punkten entsprechen, die vorerwihnte Eigen-
thiimlichkeit, da nimlich sowohl s und ¢, [32] als s, und %
rechte Winkel (8 Bt, 8 B, t, Winkel im Halbkreise) einschliessen,
und es folgt ferner, dass diesen zwei Strahlenpaaren nur
allein die genmannte Eigenthiimlichkeit zukomme. Da diese
Eigenschaft nicht von der Lage der Strahlbiischel abhingig
ist, so findet das Nimliche statt, wenn sich die letzteren in
schiefer Liage befinden (Fig. 11). Die zwei Strahlenpaare s,
t und s,, ¢, sollen fortan »die Schenkel der entsprechen-
den rechten Winkel« heissen.

Noch mag bemerkt werden, dass, wenn zwei Strahlbiischel
B, B, perspectivisch sind (Fig. 10), dann allemal zwei ent-
sprechende Strahlen e, e, aufeinander fallen, nidmlich dieser
vereinigte, oder gemeinschaftliche, Strahl (ee,) ist derjenige,
welcher durch die Mittelpunkte B, B, der Strahlbiischel geht.

10. Bei projectivischen Geraden und bei projectivischen
Strahlbiischeln kann zunichst nach den Gesetzen gefragt
werden, welchen ihre entsprechenden Elementenpaare unter-
worfen sind.
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Da zwei projectivische Gerade A, 4 , zufolge der obigen
Erklarung (§ 9, I), mit einem und demselben Strahlbiischel B
projectivisch sind, so folgt vermdoge (§ 4, oder § 6) sogleich,
dass zwischen irgend vier entsprechenden Punktenpaaren
beider Geraden ein bestimmtes Gesetz stattfinden miisse. Denn
sind @, b, ¢, d irgend vier Strahlen des Strahlbiischels B, und
sind a, b, ¢, b und a,, b,, ¢,, D, die ihnen entsprechenden
Punkte in den Geraden 4 und A4,, so sind gewisse, von jenen
Strahlen abhingige Doppelverhiltnisse, sowohl gleich be-
stimmten Doppelverhéltnissen die von den vier ersteren Punkten,
als auch gleich bestimmten Doppelverhiltnissen die von den
vier letzteren Punkten abhéingen, folglich miissen auch die
letzteren [33] Doppelverhiltnisse gleich jenen sein, die sich
auf die vier ersteren Punkte beziehen, und folglich hat man
(& 4 Tl
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Da andererseits zwei projectivische Strahlbiischel B, B,
mit einer und derselben Geraden A projectivisch sind, so
folgt dhnlicher Weise wie vorhin, dass zwischen je vier ent-
sprechenden Strahlenpaaren @, b, ¢, d und «,, b,, ¢,, d, beider
Strahlbiischel ein bestimmtes Gesetz stattfinden miisse, nim-
lich dass folgende von diesen Strahlen abhingige Doppel-
verhiltnisse gleich sind (§ 4, II):

. e s (ad) _sin ) i fuy )
" sin(bc) sin (bd)  sin (b, ¢,) sin (b,d,)’
. sin(ab) sin(ed) sin (e, 6,) sin(e,d,)
U 2 S snea) snles) Sl d)
. sin (@b) sin (ac) __sin (@,0,) sin(a,¢,)
" sin(cb) "sin (de)  sin (¢, 6,) “sin(d, c,)

Diese Gesetze (I, II) lassen sich, wie folgt, mit Worten
aussprechen:

3%




o) »Ber zwer projectivischen
Geraden A, A, haben jede vier
entsprechende Punktenpaare a und
a;, b und b,, ¢ und c;, d und b,
solche gemeinschaftliche Beziehung
2w evnander, dass due drer Doppel-
verhiltnisse, die aus den gegen-
sevtigen Abstinden der vier Punkte
[84]en der etnen Geraden zusammen-
gesetst sind, gleich sind den dret
Doppelverhiiltnissen, die sich aus
den gegenseitigen Abstinden der
vier Punkte tn der anderen Gle-
raden zusammensetzen lassen.«
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«) »Bet zwer projectivischen
Strahlbiischeln B, B, haben jede
vier entsprechende Strahlenpaare
@ und @, b und b,, ¢ und ¢, d
und d, solche gemewnschaftliche
Bezielung 2w ewmander, dass die
drev Doppelverhiilinisse, die aus
den Sinussen der Winkel zwischen
den wvier Strahlen des evnen [34]
Strahlbiischels — zusammengesetzt
ind, gleich sind den drei Doppel-
verhiiltrissen, die sich aus den
Stnussen der Winkel zwischen den
vier Strahlen des anderen Strahl-

biischels zusammensetzen lassen.c

Es ist wesentlich zu bemerken, ‘dass bei den drei Aus-
driicken (I) die vier Punkte in der einen Geraden auf ent-
sprechende Weise einander zugeordnet (§ 4) sind, wie die
vier Punkte in der anderen Geraden, und dass ferner die
gegenseitige Lage der einander zugeordneten Punktenpaare
ebenfalls in beiden Geraden iibereinstimmend ist, nimlich in
dem Ausdrucke (1), bezogen auf (Fig. 7 oder 8), folgen die
zugeordneten Punktenpaare (@ und b, ¢ und b; a, und b,
¢, und D,), sowohl in der einen als in der andern Geraden
abwechselnd aufeinander (§ 4, 6), und in den Ausdriicken
(2, 3) folgen die zugeordneten Punktenpaare (o und ¢, b und bd;
a, und c,, b, und D,; oder @ und b, b und ¢; a, und b, b,
und ¢,) sowohl in der einen als in der andern Geraden nach-
einander (§ 4, a). Dass diese Uebereinstimmung der gegen-
seitigen Liage der zugeordneten Punktenpaare in beiden Ge-
raden immer stattfinde, folgt daraus, dass zwischen jeder
Geraden und dem Strahlbiischel B, mit welchem beide pro-
jectivisch sind, eine &hnliche Uebereinstimmung obwaltet (Ende
§ 4), wodurch denn jene nothwendiger Weise bedingt wird.

Ganz ebenso wird man andererseits in den Ausdriicken (II),
in Hinsicht der Zusammenordnung und der gegenseitigen Lage
der zugeordneten Strahlenpaare in den zwei Strahlbiischeln
B, B,, eine gleiche Uebereinstimmung wahrnehmen.

[85] Vermoge dieser Uebereinstimmung und vermdge der
obigen Ausdriicke (I, II) selbst folgt also, dass, wenn von den
8 Elementen, auf die sich einer dieser Ausdriicke bezieht,
irgend 7 gegeben sind, dann das achte Element dadurch ganz
unzweideutig bestimmt sei. Denn sind z. B. die 7 Punkte
a, b, ¢, 05 a,, b,, ¢, gegeben, so ist der Werth des Verhili-
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nisses @, D, : b, D, durch die drei iibrigen Verhiltnisse eines
der drei Ausdriicke (I) gegeben, nun kénnte aber der ge-
suchte Punkt b, diesem Werthe in zwei verschiedenen Lagen
geniigen, und zwar wobei er das eine Mal zwischen und
das andere Mal jenseits der festen Punkte a,, b, lige, allein
da die gegenseitige Lage der vier Punkte a,, b,, ¢,, b, mit
der der vier Punkte a, b, ¢, b iibereinstimmend sein muss,
so wird dadurch entschieden, welche von den zwei Lagen
dem Punkte b, nur allein zukommen kénne. Auf ganz
dhnliche Weise folgt, dass, wenn andererseits von den 8 Strah-
len, auf welche sich die Ausdriicke (II) beziehen, irgend 7
gegeben sind, dann der achte genau bestimmt sei (vergl. § 6).
Also folgen nachstehende Sitze:

B) »Das ganze System der ent-
sprechenden Punktenpaare in zwei
projectivischen Geraden A, A, ist
bestvmmt, wenn irgend drei Paare
gegeben sind, d. h., sobald dret
solche Paare gegeben sind, etwa
a, b, ¢ und a,, by, c,, so ist zu
Jedem beliebigen vierten Punkt (D)
o der einen Geraden (A) der ihm
entsprechende Punlkt b, in der
anderen Geraden, vermoge der
Ausdriicke (1) genaw bestimmdt.«

[86] Und zwar folgt (vergl.

7) »Dass man in 2wer Geraden
A, A, ganz nach Willkir dres
Punktenpaare, etwa « und a,, b
und by, ¢ und ¢, auswiihlen, und
sodann festsetzen kinne, die Ge-
raden sollen projectivisch und diese
drev. Punktenpaare sollen ent-
sprechende Punktenpaare sein.«

B) »Das ganze System der ent-
sprechenden Strahlenpaare in zwet
projectivischen Strahibiischeln B,
B, ist bestimmt, wenn irgend dret
Paare gegeben sind, d. h., sobald
drei solche Paare gegeben sind,
etwa a, b, ¢, und ay, b, ¢, so
wst zu  jedem beliebigen wvierten
Strahl (d) des etnen Strahlbiischels
(B) der ihm entsprechende Strahl
(d,) des anderen Strahlbiischels, ver-
mage der Ausdriicke (II), genaw
bestimmi.«

§ 6, B):

y) »Dass man wn z2wer Strahl-
biischeln B, B, ganz nach Willkir
drev Strahlenpaare, etwa a und aj,
b und b, ¢ und e, auswihlen,
und sodann festsetzen kinne, die
Strahibiischel sollen projectivisch
und diese drei Strahlenpaare sollen
entsprechende Strahlenpaare semn.«

Und ferner folgt durch Umkehrung :

d) »Sind die Punkte a,5, ¢, 9, .....
and @y, ¢ b i zwer Gle-
raden A und A, der Reihe nach
solcher Gestalt gepaart, dass zwi-
schen je wier Punktenpaaren die
obigen Bedingungen stattfinden,
niimlich dass sie dem Gesetze (I)
gendigen und dass die gegenseitige
Lage der vier Punkte m der einen

d) »Sind die Strahlen a,b, ¢, d,.....
und ay, by, ¢, dyy..... 2werer Strahl-
biischel B und By der Reihe nach
solcher Gestalt gepaart, dass zwi-
schen je wier Strahlenpaaren die
obigen Bedingungen stattfinden,
néimlich dass sie dem Gesetze (II)
genitgen und dass die gegenseitige
Lage der vier Strahlen des einen
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Geraden mat der der vier Punkte  Strahlbiischels mit der der vver
i der anderen Geraden tiberein-  Strahlen des anderen Strahlbiischels
stommend 1st, so sind die Geraden, iibereinstimmend ist, so sind die
in Bezvehung auf alle jene Punkten-  Strahlbiischel, in Bezvehung auf alle
paare, projectivisch.c Jene Strahlenpaare, projectivisch.«

II. Bevor die besonderen Fille der so eben aufgestellten
Sitze (§ 10) untersucht werden, sollen diese nebst einigen
fritheren Sitzen erst kurz wiederholt, und noch einige er-
weiternde Folgerungen daraus gezogen werden, die sodann
zusammen die Fundamentalsitze iiber projectivische Gerade
und ebene Strahlbiischel ausmachen, und deshalb bei spiteren
Betrachtungen hiufig Anwendung finden.

[37] I. Die Sitze (§ 4 und § 6) und die vorhin aus ihnen
gefolgerten Sitze (§ 10) lassen sich, wie folgt, kurz zusammen-
fassen.

«) »Bei zwel projectivischen Gebilden — seien es
eine Gerade und ein ebener Strahlbtischel, oder zwei
Gerade, oder zwei ebene Strahlbiischel — sind die

Doppelverhdltnisse, weleche durch irgend vier Ele-
mente des einen Gebildes bestimmt werden, gleich
den Doppelverhiltnissen, welche durch die vier ent-
sprechenden KElemente des anderen Gebildes be-
stimmt werden; ferner ist die gegenseitige Lage der
vier Elemente des einen Gebildes tibereinstimmend
mit der der vier Elemente des anderen Gebildes.c«

@) »Daher ist das ganze System der entsprechen-
den Elementenpaare zweier projectivischen Gebilde
bestimmt, wenn irgend drei solcher Paare gegeben
sind. ¢

y) »Und zwar konnen solche drei Paare ganz nach
Willkiir angenommen werden.« Und umgekehrt (c):

0) »Sind die Elemente zweier Gebilde dergestalt
gepaart, dass die durch irgend vier Elemente des
einen Gebildes bestimmten Doppelverhiltnisse gleich
sind den durch die vier entsprechenden Elemente
des anderen Gebildes bestimmten Doppelverhiltnisse,
wobei nothwendiger Weise die jedesmaligen beider-
seitigen vier Elemente iibereinstimmende gegen-
seitige Lage haben miissen, so sind die Gebilde, in
Beziehung auf alle jene Elementenpaare, projec-
tiviseh.«



Mehrere Gerade und mehrere Strahlbiischel. 39

[38] II. Aus den vorstehenden Sitzen folgt unmittelbar der

nachstehende umfassende Satz:
Gebilde
mit einem

@) »Sind zwei
Strahlbiischel —

— Gerade oder ebene
dritten projectivisch,

so sind sie es auch unter sich.c

Dieser Satz umfasst nimlich nachstehende sechs Fille,
wovon die zwei ersten schon oben (§ 9) als Erkldrung pro-
Jjectiviseher Geraden und projectivischer Strahlbiischel gegeben

wurden.

B) »Sind  zwer Gerade A, A,
mut evnemy und demselben Strahl-
biischel B projectivisch, so sind
sie es auch unter sich.«

y) »Sind etne Gerade A wund
eun Strahlbiischel B mat einer und
derselben  Geraden A, projec-
twisch, so sind sie es auch unter
steh .«

d) »Sind zwer Gerade A, A,
mit einer dritten Geraden A, pro-
Jectwisch, so sind sie es auch unter
sueh.«

B) »Sind zwei Strahlbiischel B,
B, mit etner und derselben Gle-
raden A projectivisch, so sind sie
es auch unter sich.

y) »Sind ein Strahlbiischel B
und eine Gerade A mit evnem und
demselben Strahlbiischel B, pro-

Jectivisch, so sind ste es awch unter

steh.«

d) »Sind zwer Strahibiischel B,
B, mat einem dritten Strahibiischel
B, projectivisch, so sind sie es
awch unter sich.«

III. Durch Wiederholung und Zusammensetzung der vor-
stehenden Sitze (II) gelangt man unmittelbar zu dem nach-
folgenden ausgedehnteren Satze.

»Ist bei irgend einer Anzahl » Gebilden — Gerade
und ebene Strahlbiischel — in irgend einer bestimm-
Ordnung genommen, der Reihe nach jedes Gebilde
mit dem darauf folgenden projectivisch, so ist jedes
mit jedem, also namentlich auch das erste mit dem
letzten, projectivisch.«

12. Was nun die vorhin erwihnten besonderen [39] Fille
anbetrifft (§ 11), so sind davon zwei Arten zu unterscheiden,
nidmlich entweder sind bei belicbigen Gebilden solche Ele-
mentenpaare zu betrachten, fiir welche die Ausdriicke (§ 10,
I, II) wesentlich vereinfacht, oder es sind solche Gebilde zu
betrachten, bei denen fiir je vier entsprechende Elementen-
paare jene Ausdriicke vereinfacht werden.

Die besonderen Fille der ersten Art entstehen dadurch,
dass durch die Eigenthiimlichkeit der Ilementenpaare ent-
weder einzelne Verhiltnisse in den genannten Ausdriicken = 1,
oder dass der Werth eines Doppelverhiltnisses = 1 wird.
Die wichtigsten Fille der Art sind folgende.
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L Nimmt man bei zwei projectivischen Geraden 4, 4,,
anstatt der Punktenpaare ¢ und ¢, b und b,, die zwei Punkten-
paare q und ¢,, v und v,, die den Parallelstrahlen zugehoren,
wo nimlich g, v, die unendlich entfernten Punkte der Ge-
raden A4, A,, und wo g,, r die sogenannten Durchschnitte
der Parallelstrahlen sind (§ 9, I), so werden die Ausdriicke
(§ 10, I) zufolge (§ 7, I), wie folgt vereinfacht:

] .ar____a4qu

1) = s
: br  b,q,
a
2 iy — ‘B’:1
by
LD
3) R:I:alblzalql.

Aus dem ersteren Ausdrucke (I), der bei spiteren Betrach-
tungen durch zweckmissige Anwendung zu merkwiirdigen
Folgerungen fiihrt, folgt:

o) broar —-a, g, 50,9, oder
BT a0 — bl g

Nimmt man andererseits bei zwei projectivischen Strahl-
biischeln B, B,, anstatt der Strahlenpaare ¢ und ¢,, [40]
d und d,, die zwei rechtwinkligen entsprechenden Strahlen-
paare s und s,, £ und 4, d. h., die Schenkel der entsprechen-
den rechten Winkel, wo nimlich sowohl s und ¢, als s, und ¢,
zu einander rechtwinklig sind (§ 9, II), so werden die Aus-
driicke (§ 10, II) ebenfalls vereinfacht, und namentlich wird
aus dem ersteren derselben (welcher wichtiger ist, als die
beiden iibrigen), wenn man bemerkt, dass sin(90° 4- z) = cosz,
also z. B. sin (a?) = cos (as):

sin (bs) " cos (bs)  cos (b, ¢,) sin (b, ,)

7) tg(as):tg (bs) = tg (b,¢,) : tg (a,¢,), und
0) tg (as) - tg (a,t,) = tg (bs) - tg (b, ¢,).
Ebenso hat man:

4) sin (as) | cos (as)  cos (a, %) . sin (g, ¢,)

1
oder:

age oo

71) 18 (ad) 1 tg (b2) = tg (b,s,) : tg (@, 5,), und
0,) tg(at) - tg (ays,) = tg (b1) - tg (b,5,).
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Die Ausdriicke (3, 0, 0,) enthalten, mit Worten aus-
gesprochen, nachfolgende merkwiirdige Sitze.

» Bei zwet projectivischen G-
raden A, A, st das Rechteck
(01 - a,q,) unter den Abstinden vr-
gend mwerer entsprechenden Punkte
(@, a,; oder b, b, ,..) von den Durch-
schnitten (v, q,) der Parallelstrahlen
unverinderlich, d. h., fir alle
Punktenpaare hat dieses Rechteck
einerler Inhalt. «

»Bet rmwer projectivischen Strahil-
biischeln B, B, st das Produkt
aus den Tangenten der Winkel,
welche vrgend zwer entsprechende
Strahlen mit den ungleichnamigen
Schenkeln (s, t;, oder s,, t) der
entsprechenden rechten Wainkel evn-
schlvessen, wvon wunverinderlichem
Werthe. «

Wenn also bei zwel projectivischen Geraden 4, 4, die
Durchschnitte (v, g,) der Parallelstrahlen und ausserdem irgend
ein Paar entsprechende Punkte a, a, gegeben sind, so sind
die Ausdriicke (e, ), durch welche zu irgend einem Punkte
der einen Geraden, etwa zu dem Punkte b in der Geraden 4,
der entsprechende Punkt [41] b, in der anderen Geraden A,
bestimmt wird, sehr einfach und bequem. Nebstdem nimlich,
dass durch die genannten Ausdriicke iiber die Grosse des
Abstandes (b, q,) des Punktes b, von dem Durchschnitte g,
des Parallelstrahls entschieden wird, wird durch die Usber-
einstimmung der gegenseitigen Lage der Punkte in beiden
Geraden, die Lage des Punktes b, genau bestimmt, denn je
nachdem die Punkte a, b auf einerlei oder auf verschie-
denen Seiten des Punktes v liegen, befinden sich iiberein-
stimmend die Punkte a,, b, auf einerlei oder auf ent-
gegengesetzten Seiten des Punktes q, (§ 10). Wie leicht
zu sehen, findet andererseits bei den zwei Strahlbiischeln B,
B, in Riicksicht der Ausdriicke (y, 0), Aehnliches statt.

Es ist ferner leicht zu sehen, dass umgekehrt, wenn in
zwel projectivischen Geraden 4, 4, irgend drei entsprechende
Punktenpaare a, b, ¢ und a,, b, ¢, gegeben sind, dann durch
dieselben die Durchschnitte v, q, der Parallelstrahlen bestimmt
und mittelst der Ausdriicke (1, 2, 3) oder (§ 10, I) zu finden
sind; und dass eben so, wenn in zwei projectivischen Strahl-
biischeln B, B, irgend drei entsprechende Strahlenpaare @, 0, ¢
und «,, b,, ¢, gegeben sind, dann die Schenkel (s, 7, s,, 7,)
der entsprechenden rechten Winkel (s?), (s,¢,) vermdge der
Ausdriicke (§ 10, II) bestimmt und zu finden sind.

II. Von den Ausdriicken (§ 10, I, IT), auf (Fig. 7, 8 und
10, 11) bezogen, gestatten, vermoge der gegenseitigen Lage
der Elemente, nur zwei, nimlich nur die Ausdriicke (§ 10, 1,4),
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den besonderen Fall, dass der Werth der darin enthaltenen

Doppelverhiltnisse =

wird, und da alsdann die beider-

seitigen vier Elemente, auf die sich der jedesmalige Ausdruck
bezieht, zugleich harmonisch sind (§ 8, I, ), so folgt also
(was zum Theil schon in § 8, II ausgesprochen):

[42] »Dass ber zwer projec-
tiveschen Geraden A, A, trgend
vier harmonischen Punkten wn der
emnen Geraden auch vier harmo-
nische Punkte wn der anderen Ge-
raden entsprechen. «

Und umgekehrt (§ 8, I, £):

»Sind i jeder von mwei Geraden
A, A, wrgend wvier harmonische
Punkte o, b, 6, ¢ und a,, Dy, by, ¢
gegeben, so kann man auf acht
verschiedene Arten festsetzen, die
Gleraden sollen projectiisch und
iene Punfte sollen entsprechende
Punktenpaare sein, wnd zwar ist
dazw nur erforderlich, dass in
Jedem Falle wrgend zwei zugeord-
nete harmonische Punkte der einen
Gleraden auch zwer zugeordneten
harmonrschen Punkten der anderen
Gleraden entsprechen. «

[42]» Dass bet zwet projectivischen
Strahlbiischeln B, B, wrgend vier
harmonusche Strahlen in dem einen
Biischel auch vier harmonische
Strahlen in dem anderen Biischel
entsprechen. «

»Sind in jedem von zwer Strahi-
biischeln B, B, irgend vier har-
momsche Strahlen a, d, b, ¢ und
ag, dy, by, ¢, gegeben, so Fkann
man auf acht verschiedene Arten
Sestsetzen, dve Strahlbiischel sollen
projectwisch und jene Strahlen
sollen entsprechende Strahlenpaare
sewn, und zwar st dazw nur er-
Sorderlich, dass in jedem Falle
wrgend zmwer  zugeordnete harmo-
mische Strahlen des einen Strahi-
biischels auch zwei zugeordneten
harmonischen Strahlen des anderen

Strahlbiischels entsprechen.

13. Die besonderen Fille der zweiten Art (§ 12) bestehen
darin, dass bei den projectivischen Geraden A, 4, entweder
Jje zwei entsprechende Abschnitte gleiches Verhiltniss zu ein-
ander haben, oder einander gleich sind, und dass bei den
projectivischen Strahlbiischeln B, B, je zwei entsprechende
Winkel einander gleich sind. Von der Moglichkeit dieser
Fille kann man sich leicht tiberzeugen, wenn man die Gebilde
in perspectivischer Lage betrachtet, nimlich wie folgt.

I. a) Bei zwei perspectivischen Geraden 4, A, konnen
die besonderen Umstinde eintreten, dass entweder (48] «) der
Projectionspunkt B (§ 9) unendlich entfernt liegt, so dass die
Projectionsstrahlen @, b, ¢,..... simmtlich parallel sind, wie
z. B. (Fig. 12), oder f) die Geraden A, A, konnen parallel
sein, und der Projectionspunkt B entweder 1) zwischen, wie
(Fig. 6), oder 2) jenseits derselben liegen, wie (Fig. 13). In
jedem dieser Fille findet offenbar die besondere Eigenschaft
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statt: »Dass je zwei entsprechende Abschnitte der
Geraden A, A, einerlei Verhadltniss habenc, so dass
man also, statt des obigen Gesetzes (§ 10, I), in diesem Falle
z. B. hat:
ab ac abd be
— == =-——=1u.8 W
e

i l‘l
Zwei Gerade, denen diese besondere Eigenschaft zukommt,
sollen fortan projectivisch »dhnlich « heissen.

Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar:

»Dass das ganze System der entsprechenden
Punktenpaare zweier projectivisch #hnlicher Ge-
raden A, A, bestimmt sei, wenn irgend zwel solche
Paare gegeben sind.« Und

»Dass man nach Willkiir zwei solche Paare an-
nehmen und sodann festsetzen konne, die Geraden
sollen projectivisch dhnlich und jene Paare sollen
entsprechende Punktenpaare sein.«

Ferner folgt, mit Riicksicht auf das Gesetz (§ 10, I}:

»Dass zwei projectivische Gerade .4, 4, allemal
dhnlich sind, sobald irgend drei Paar entsprechende
Abschnitte, weleche durch drei Paar entsprechende
Punkte, etwa a, b, ¢ und q,, b,, ¢,, bestimmt werden,
gleiches Verhiltniss haben, d. h. wenn ab:a b, =ac:
g 6= b abc gt o ind

[44] »Dass zwei projectivische Gerade dhnlich
sind und perspectivisch liegen, sobald irgend drei
Projectionsstrahlen, etwa @, 0, ¢, parallel sind.«

Noch bleibt ein Umstand zu bemerken, der bei spiteren
Betrachtungen interessante Folgen nach sich zieht, nimlich
dass bei projectivisech ahnlichen Geraden 4, 4, jedem
endlich entfernten Punkte der einen Geraden, ein eben
solcher Punkt in der anderen Geraden entspricht. Denn in
(Pig. 12) findet offenbar gar kein Parallelstrahl ¢ statt (§ 9, 1),
und in (Fig. 6 und 13) haben beide Geraden einen gemein-
schaftlichen Parallelstrahl ¢. Daher folgt also nothwendiger
Weise:

»Dass bei zwei projectiviseh dhnlichen Geraden
ihre zwei unendlich entfernten Punkte (q, q,) ent-
sprechende Punkte sind.« Und umgekehrt:

»Dass, wenn bei zwei projectivischen Geraden
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ihre unendlich entfernten Punkte entsprechende
Punkte sind, so sind die Geraden dhnlich.«

b) Wenn ferner bei zwei projectivischen Geraden AL
entweder ) die Projectionsstrahlen a, b, ¢, . .... parallel (Fig. 12)
und beide Gerade mit ihnen gleiche Winkel einschliessen
(so dass baa, =1, a,0a), oder ) wenn die Geraden parallel
und der Projectionspunkt B in der Mitte zwischen ihnen liegt
(Fig. 6), oder endlich y) wenn sowohl die Geraden als die
Projectionsstrahlen unter sich parallel sind (Fig. 14): dann
findet offenbar die besondere Eigenschaft statt: »Dass je
zwei entsprechende Abschnitte der Geraden A, L
einander gleich sind, so dass man, statt des vorigen Ge-
setzes (a, I), in diesem Falle hat:

[4‘5} 2. af):_w(hb“ at=a,c, bec=b,c
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In dem gegenwiirtigen Falle sollen deshalb die Geraden
A, A, projectivisch »gleich« (congruent) heissen.

Dieser Betrachtung zufolge ist also »bei zwei projec-
tiviseh gleichen Geraden das ganze System der
entsprechenden Punktenpaare bestimmt, sobald
ein einziges Paar gegeben ist.c

Auch folgt, wie leicht zu sehen, »dass zwei projec-
tivische Gerade 4, 4, allemal gleich sind, sobald
irgend drei Paar entsprechende Abschnitte der-
selben, welche durch drei entsprechende Punkten-
paare, etwa @, b, ¢ und qa,, b, ¢, bestimmt werden,
einander gleich sind, d.h., wenn ab = a,b,, ac =gq,c,
und bt —bj ¢ st

Endlich folgt (aj: »Dass bei zwei projectiviseh glei-
chen Geraden ihre unendlich entfernten Punkte ent-
sprechende Punkte sind.«

IL. Zwei perspectivische Strahlbiischel 5, B, konnen
insbesondere so sein, dass entweder &) ihr perspectivischer
Durchschnitt 4 (§ 9, II) zu ihrem gemeinschaftlichen Strahle
(ee,) rechtwinklig und von den Mittelpunkten B, B, der
Strahlbiischel gleich weit entfernt ist, wie etwa (Fig. 5), 8o
dass je zwei entsprechende Strahlen gleiche Sticke von ein-
ander abschneiden, nimlich Ba = B,a, Bb — B,b, u. s. w.,
oder () dass je zwei entsprechende Strahlen parallel sind,
welches némlich dann eintreten wiirde, wenn man in Ge-
danken die Figur 10 sich so verindern liesse, dass, wihrend
die Mittelpunkte 5, B, der Strahlbiischel fest blieben, deren

u. S. W.




| SR B S SR T )

ot Yt R S e S

. Mehvere Gerade und mehrere Strahlbiischel. 45

perspectivischer Durchschnitt 4 sich ins Unendliche entfernte,
wodurch (Fig. 15) entstinde. In jedem dieser zwei Fille
findet offenbar die besondere Eigenthiimlichkeit statt:

[46] »Dass je zwel entsprechende Winkel der zwei
Strahlbischel B, B, einander gleich sind«; so dass
man also, statt des obigen Gesetzes (§ 10, II), nur die ein-
fache Beziehung hat:

Sy labi== (e, b)), ao)r= e p b e-—=1 050 s, W

Zwei Strahlbiischel, denen diese besondere Eigenschaft zu-
kommt, sollen projectivisch »gleich« heissen.

Es folgt aus dieser Eigenschaft unmittelbar: »Dass das
ganze System der entsprechenden Strahlenpaare
zweler projectivisch gleicher Strahlbiischel be-
stimmt sei, sobald ein einziges solches Paar, etwa
a, @, gegeben ist.« Jedoch sind dabei, in Hinsicht der
Aufeinanderfolge der Strahlen, oder der Lage der Strahl-
biischel, zwei Fille zu unterscheiden. Nimlich man kann
die Strahlen der Reihe nach in beiden Strahlbiischeln ent-
weder in gleicher oder in umgekehrter Ordnung auf-
einanderfolgend annehmen; d. h., man kann annehmen die
Strahlen @, d, b, ¢, ..... und a2 di s b e folgen sich,
von den Mittelpunkten der Strahlbiischel aus betrachtet, ent-
weder 1) in beiden Strahlbiischeln rechtsherum, oder in
beiden linksherum, wie z. B. (Fig. 15), oder 2) in dem
einen Strahlbiischel - rechtsherum und in dem anderen
linksherum, wie z B. (Fig. 5). Das Gesagte findet statt,
die Strahlbiischel mogen sich in perspectivischer oder schiefer
Lage befinden. Im Falle (1) sollen die Strahlbiischel »gleich-
liegend« und im Falle (2) sollen sie »ungleichliegendc«
heissen. Wird der eine Strahlbiischel in Gedanken umge-
wandt, und wiederum zu dem anderen in dieselbe Ebene ge-
legt, so wird die Ordnungsfolge seiner Strahlen offenbar eine
andere, so dass, wenn die Strahlbiischel vorher gleich-
liegend waren, sie jetzt ungleichliegend sind, und auch
umgekehrt. Dieser Unterschied der Lage zweier [47] projec-
tivisch gleicher Strahlbiischel giebt sich weiter unten, bei der
Erzeugung der Kegelschnitte, auf sehr auffallende Weise kund.

Es fogt ferner: »Dass zwel projectivische Strahl-
bischel B, B, allemal gleich sind, sobald irgend drei
Paar entsprechende Winkel derselben, welche durch
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drei entsprechende Strahlenpaare bestimmt werden,
gleich sind.« Und:

»Dass daher zwel projectivische Strahlbiischel
gleich sind und perspectivisch liegen, sobald irgend
drei entsprechende Strahlenpaare parallel sind.«

Endlich mag noch bemerkt werden, dass es bei zwei pro-
jectivisch gleichen Strahlbiischeln nicht nur ein Paar ent-
sprechende rechte Winkel giebt (§ 9, II), sondern dass viel-
mehr jedem rechten Winkel des einen Strahlbiischels auch
ein eben solcher im anderen entspricht.

Von der gegenseitigen Lage der Gebilde und den durch sie
bedingten Satzen und Aufgaben.

14. Nachdem die allgemeinen und besonderen Gesetze,
die zwischen den entsprechenden Elementenpaaren zweier
projectivischer Geraden 4, A, und zweier projectivischer
Strahlbiischel B, B, stattfinden, untersucht worden, sind nun-
mehr die Eigenschaften, welche von der gegengseitigen Lage
der Gebilde herrithren, genau zu betrachten, und zwar sollen
zuniichst die Merkmale aufgesucht werden, woran man er-
kennt, ob zwei solche Gebilde sich in perspectivischer
oder in schiefer Lage befinden.

Da bei zwei projectivischen Geraden A4, A,, wenn sie
perspectivisch liegen, zwei entsprechende Punkte [48] (e,¢,)
in ihrem Durchschnitte vereinigt sind (§ 9, I), und da das
ganze System ihrer entsprechenden Punktenpaare bestimmt
ist, sobald irgend drei Paare gegeben sind (§ 10, f): so folgt
nothwendiger Weise, dass sie sich allemal in perspectivischer
Lage befinden werden, wenn entweder irgend zwei ent-
sprechende Punkte in ihrem Durchschnitt vereinigt sind, oder
wenn irgend drei Projectionsstrahlen in einem Punkte zu-
sammentreffen. Sind z. B. die Geraden 4, A4, (Fig. 8), in
Ansehung der Punkte a, b, c,..... undtas Bh e CIE e pro-
jectiviseh, und man denkt sich dieselben in solche Lage
gebracht, dass irgend zwei entsprechende Punkte, etwa e und e,
zusammentallen (Fig. 7), so miissen alle Projectionsstrahlen
Bl e S durch einen und denselben Punkt gehen.
Denn féinde dieses nicht statt, so konnte man den Punkt B
in welchem irgend zwei Strahlen, etwa aq,, bb,, sich be-
gegnen, als Mittelpunkt eines Strahlbiischels B annehmen,
und dann wiirde letzterer die Geraden A, A, projectivisch |
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schneiden (§ 9, I), und zwar wiren a und a,, b und b,, e
und e, drei entsprechende Punktenpaare; da aber durch drei
Paar entsprechende Punkte das ganze System der entsprechen-
den Punktenpaare bestimmt ist (§ 10, 8), so muss das neue
System von entsprechenden Punktenpaaren mit dem gegebenen
vollig tibereinstimmen, und folglich muss jeder Strahl ¢, d,.....
des Strahlbiischels B durch zwei gegebene entsprechende
Punkte ¢ und ¢, b und d,,..... oder umgekehrt, jeder Strahl
GELEDDI , der ein Paar gegebene entsprechende Punkte
G andec, bound ol verbindet, muss durch den Punkt B
gehen. Denkt man sich ferner die gegebenen Geraden A4, 4,
(Iig. 8) in solche Lage gebracht, dass irgend drei Projections-
strahlen, etwa aa,, bb,, cc,, einander in einem Punkte B
treffen (Fig. 7), so miissen ‘alle iibrigen [49] Projections-
strahlen db,,..... durch diesen ndmlichen Punkt gehen. Denn
nimmt man in der That den Punkt B als Mittelpunkt eines
Strahlbiischels an, so schneidet derselbe die Geraden A, A,
projectivisch, und zwar so, dass a und a,, b und b,, ¢ und ¢,
drei entsprechende Punktenpaare sind, allein da diese Punkten-
paare auch zu dem gegebenen System von entsprechenden
Punktenpaaren gehoren, so sind die Geraden in beiden Fillen
fir die nimlichen Punktenpaare projectivisch, und folglich
geht jeder Strahl d,..... des Strahlbiischels B durch zwei
gegebene entsprechende Punkte b und d,,..... der Geraden
A, 4,, oder umgekehrt jeder Projectionsstrahl der Geraden
geht durch jenen Punkt B, und folglich liegen die Geraden
perspectiviseh.

Da andererseits bei zwel projectivischen Strahlbiischeln
B, B,, wenn sie perspectivisch liegen, zwei entsprechende
Strahlen (e, e,) zusammenfallen (§ 9, II), und da das ganze
System ihrer entsprechenden Strahlenpaare bestimmt ist, so-
bald irgend drei Paare gegeben sind (§ 10, §): so ist klar,
dass sie sich allemal in perspectivischer Lage befinden wer-
den, wenn entweder irgend zwei entsprechende Strahlen auf-
einander fallen, oder wenn die Durchschnitte von irgend drei
entsprechenden Strahlenpaaren in einer und derselben Geraden
liegen. Sind z. B. die Strahlbiischel B, B, (Fig. 11), in An-
sehung des Systems von entsprechenden Strahlen «, 6, ¢,.....
URG e b Se projectivisch, und man denkt sich die-
selben in solche Lage versetzt, dass irgend zwei entsprechende
Strahlen, etwa e und e,, aufeinander fallen (Fig. 10), so
miissen jede zwei entsprechende Strahlen ¢ und «,, 6 und b,,
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@ e sich auf einer und derselben Geraden A
schneiden. Denn legt man durch zwei solche Durchschnitte,
etwa durch die Durchschnitte a, b der Strahlenpaare @ und ap,
6 und b, [50] eine Gerade A, so wiirden, wenn man fiir
einen Augenblick, um die Mittelpunkte B, B,, statt der ge-
gebenen Strahlbiischel, sich andere denken wollte, welche die
Gerade 4 zum perspectivischen Durchschnitt (§ 9, IT) hitten,
dieselben von den gegebenen nicht verschieden sein konnen,
weil sie mit ihnen die drei entsprechenden Strahlenpaare «
und @, b und 4,, ¢ und ¢, wodurch das ganze System der
entsprechenden Strahlenpaare bestimmt wird, gemein hétten,
folglich schneiden sich je zwei entsprechende Strahlenpaare
cund ¢, d und d,,.... der gegebenen Strahlbiischel auf der
nimlichen Geraden 4, und folglich liegen die Strahlbiischel
perspectivisech. ~ Wird ferner angenommen, die gegebenen
Strahlbiischel B, B, (Fig. 11) seien in solche Lage versetzt,
dass irgend drei entsprechende Strahlenpaare, etwa @ und ,,
b und b,, ¢ und ¢,, sich auf einer Geraden .4 schneiden
(Fig. 10), so wiirden, eben so wie vorhin, wenn man sich
um die Mittelpunkte B, B,, ausser den gegebenen Strahl-
biischeln, noch andere denken wollte, welche die Gerade A
zum perspectivischen Durchschnitt hétten, dieselben nicht von
den gegebenen verschieden sein konnen, weil sie mit ihnen
die genannten drei enisprechenden Strahlenpaare gemein
hétten, folglich miissen die gegebenen Strahlbiischel perspec-
tivisch liegen, und die Gerade 4 zum perspectivischen Durch-
schnitt haben.
Demnach hat man nachstehende Sitze:

» Zwev projectivische Gerade A, » Zwer  projectivische  Strahl-

Ay befinden sich allemal in per-
spectwuscher Lage, wenn entweder
) irgend zwei entsprechende Punkte
wm hrem Durchschnitte vereinigt
sind ; oder B) wenn rgend [51)
drev Projectionsstrahlen in einem
Punkte zusammentreffen.« Und
umgekehrt: » Wenn wvon diesen
zwev. Umstinden (¢ oder B) der
eine oder der andere entsclieden
nicht stattfindet, so befinden sich
die Geraden allemal wn schiefer
Lage.«

biischel B, B, befinden sich alle-
mal in perspectiischer Lage, wenn
entweder «) drgend zwei entspre-
chende Strahlen aufeinander fallen,
oder B) wenn trgend (51] dies ent-
sprechende Strahlenpaare sich auf
einer Geraden schneiden.« Und
umgekehrt: »Wenn von diesen
awer. Umstinden (¢ oder p) der
eine oder der andere entschieden
nicht stattfindet, so befinden sich
die Strahlbiischel allemal in schie-
Jer Lage.«

Demnach konnen zwei projectivische Gerade, oder zwei

projectivische Strahlbiischel auf unzihlig viele verschiedene
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Arten in perspectivische Lage gebracht werden, indem man
jede zwei entsprechende Punkte a und a,, b und b,, ¢ und
L“ ..... oder Strahlen ¢ und «,, & und b,, CoDNATC s
vereinigen kann.

Insbesondere ist hieriiber folgendes zu bemerken.

I. Fiir projectivisch #hnliche (oder gleiche) Gerade folgen
aus dem obigen Satze nachstehende besondere Sitze:

»Zwei projectivisch dhnliche Gerade 4, 4, liegen
allemal perspectivisch, wenn irgend AWGi ent-
sprechende Punkte (a und a,, oder & und o,,..... , oder
g und ¢,) in ihrem gegenseitigen Durchschnitte ver-
einigt sind, und zwar @) wenn zwei endlich entfernte
entspr echende Punkte vereinigt sind, wie z. B. e und e,
(Fig. 12), so sind die PlOJthlOHbStlahlen @ b
sammthch parallel, so dass der Projectionspunkt B
unendlich entfernt liegt; und &) wenn die unendlich
entfernten, einander entsprechenden (§ 13, I) Punkte
00 - der Geladen vereinigt sind, d. h., wenn die
Geraden parallel sind, dann treffon alle Plojec’mons—
strahlen in einem endllch entfernten Punkte B zu-
sammen, der entweder zwischen (Fig.6), oder jenseits
(Fig. 13) [62] der Geraden liegt (sind die Geraden gleich,
so liegt der Projectionspunkt B im ersten Falle in der Mitte
zwischen ihnen (Fig. 6), und im anderen Falle liegt er un-
endlich entfernt (Fig. 14) ).«

Und ferner folgt:

»Findet sich, dass bei zwei projectivischen Ge-
raden irgend drei Projectionsstrahlen parallel sind,
80 schliesst man daraus, dass die Geraden dhnlich
(oder glelch) sind, und dass sie perspectivisch liegen
(§ 13,1, a).«

II Fm Strahlbiischel folgt insbesondere :

»Dass zwei projectivisch gleiche Strahlbiischel
B, B, allemal perspectivisch liegen, wenn irgend
avei entspl echende Strahlen (¢ und «, b und b,,...) anf-
einander fallen, und zwar dass ) Wenn s1e 0"161011—
liegend sind (§ 13 II), je zwei entsprechende Str ahlen
unter sich palallel mithin ihr perspeectivischer
Durchschnitt 4 unendlich entfernt ist; oder 4) wenn
sie ungleichliegend sind, ihr pexspectlwschm Durch-
schnitt 4 auf ihrem gemexnschafthchen Strahle BB,
techtwinklig steht und ihn halftet (Fig. 5).«

Ostwald’s Klassiker. §2. 4

’
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Und ferner:

»Findet sich, dass bei zwei projectivischen Strahl-
biischeln irgend drei Paar entsprechende Strahlen
parallel sind, so folgt daraus, dass die Strahlbiischel
gleich, gleichliegend und perspectivisch sind (§ 13,1I).c

15, Ueber die perspectivische Liage zweler projectivischer
Geraden oder zweier projectivischer Strahlbiischel ist noch
folgendes zu bemerken.

Da sich zwei projectivische Gerade A, A, allemal in per-
spectivischer Lage befinden, sobald in ihrem [53] Durchschnitte
irgend zwei entsprechende Punkte vereinigt sind (§ 14), so
hat folglich der von ihnen eingeschlossene Winkel auf diese
Bigenschaft keinen Einfluss. Hilt man die eine Gerade, etwa
A (Pig. 7), fest, wihrend man die andere 4, um ihren ge-
meinschaftlichen Durchschnitt (ee,) herumbewegt, so jedoch,
dass die nimlichen zwei entsprechenden Punkte e und e, stets
vereinigt bleiben, so werden also die Geraden keinen Augen-
blick aufhoren perspectivisch zu sein, allein ihr Projections-
punkt B wird offenbar gleichzeitic mit A, seinen Ort dndern,
und es entsteht daher die Frage, in welcher Linie er
sich bewegen werde?

Vermoge der Parallelstrahlen ¢, 7 ist diese Frage leicht
zu beantworten. Denn da dieselben stets den Geraden A, A4,
parallel bleiben, und da ihre Durchschnitte q,, r, der Vor-
aussetzung gemiss, ihre Abstinde von dem Durchschnitte (ee,)
der Geraden, nicht #ndern, so dass die Abschnitte g,e,, re
der Grosse nach unverdnderlich sind, so bleiben folglich auch
die beiden tibrigen Seiten r B, q, B des Parallelogramms Bt
(ee,) q, der Grosse mach unverinderlich, und da endlich der

*Punkt v, als in 4 liegend, fest bleibt, so muss sich folg-
lich der Projectionspunkt B in derjenigen Kreis-
linie bewegen, welche v5 zum Halbmesser und ¢
zum Mittelpunkt hat.

Da zwei projectivische Strahlbiischel B, B, in einer Ebene
sich allemal in perspectivischer Lage befinden, sobald irgend
zwei entsprechende Strahlen aufeinander fallen (§ 14), so hat
folglich der Abstand (B B,) ihrer Mittelpunkte von einander
auf diese Eigenschaft keinen Einfluss. Hilt man das eine
Strahlbiischel, etwa B (Fig. 10), fest, wihrend man das andere

B, ihm niher oder ferner riicken lisst, so jedoch, dass stets
die né#mlichen zwei entsprechenden Strahlen ¢ und e, [54] ver-
einigt bleiben, so werden also die Strahlbiischel fortwihrend
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perspectivisch sein, allein ihr perspectivischer Durchsehnitt A
muss offenbar gleichzeitig mit dem Strahlbiischel B, seinen
Ort dndern, und es entsteht daher die Frage, was das
Eigenthiimliche seiner Bewegung sei?

Diese Frage ist mittelst der Parallelstrahlen ¢, ¢, leicht
zu beantworten. Denn da das Strahlbiischel B,, der Vor-
aussetzung geméss, sich ohne Drehung bewegt, so bewegt
sich folglich jeder Strahl desselben sich selbst parallel,
folglich bleiben die entsprechenden Strahlen ¢, ¢, stets parallel,
sie sind folglich bestéindig die Parallelstrahlen, und folglich
muss sieh auch der perspectivische Durchsehnitt 4
sich selbst parallel bewegen, nimlich er muss stets

dem festen Strakl ¢ parallel sein.
Demnach hat man nachstehende Sitze.

» Wenmn von zwer perspectivischen
Geraden A, A, die eine fest bleibt,
wihrend die andere sich wm thren
gemeinschaftlichen  Durchschnitt
drelt, ohne zu gleiten, so dass
stets dueselben zwei entsprechenden
Punlte vereinigt bleiben, so beweqt
sich der Projectionspunkt B n
ewer bestimmien Kreislinie, wel-
che etnen der beiden Durchschnitte
(1,%) der Parallelstrahlen, nimlich
denjenigen, der in der festen Ge-
raden liegt, zum Mittelpunkt hat.

» Wenn von xwet perspectivischen
Strahibiischeln B, B, das eine fest
blerbt, wiihrend das andere sich
so beweqt, dass stets dieselben zwer
entsprechenden Strahlen vereinigt
bletben, also ohme sich zw drehen,
so bewegt sich der perspectivische
Durchschritt A sich selbst parallel,
und wwar dwrch die ganze Ebene
fort, d. h. er gelangt nach und
nach in die Lage von jeder Ge-
raden, welche mit der anfinglichen
Geraden A parallel ¥st.«

Es ist hiebei noch folgendes zu bemerken:

I. Bringt man, wihrend die Gerade A immerhin [55] fest
bleibt, die Gerade A, in andere Lage, so dass nacheinander
immer andere entsprechende Punkte in dem Durchschnitte der
Geraden vereinigt werden, so erhilt man andere Ortskreise,
aber alle diese Ortskreise haben den Punkt v zum gemein-
schaftlichen Mittelpunkt.

Ist der Projectionspunkt A in irgend einer bestimmten
Lage gegeben, so kann die Gerade A, nur zwei verschiedene
Lagen haben (§ 6, II), wie z. B. in (Fig. 16), wo 2, die
zweite Lage vorstellt. Die entsprechenden Punktenpaare e
und e,, f und f,, die in beiden Fillen in dem Durchschnitte
der Geraden vereinigt werden, sind so, dass re = rf und
(in 4,) q,e, ==q,f,, weil nimlich B in der Mitte zwischen
A, und 9, liegt (§ 6, II). Daher folgt ferner: »Dass jeder
aus dem Mittelpunkt v beschriebene Kreis [Bf als

4%
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Ortskreis angenommen werden kénne, und dass fiir
denselben zwei verschiedene entsprechende Punkten-
paare (e und e,, oder f und f,) in dem Durchschnitte
der Geraden sich vereinigen lassen, und zwar sind
diese Punkte jedesmal so, dass die Durchschnitte
(v, q,) der Parallelstrahlen in der Mitte zwischen
denselben liegen.«

Noch sind zwei entsprechende Punktenpaare zu erwéhnen,
die sich vor allen iibrigen auf eigenthiimliche Weise unter-
scheiden. Nach (§ 12, I) ist nimlich das Rechteck unter den
Abstinden irgend zweier entsprechender Punkte von den
Durchschnitten der Parallelstrahlen constant. Nun giebt es
zwei solche Punktenpaare, bei welchen das genannte Rechteck
ein Quadrat wird. Denn man denke sich ein Quadrat, dessen
Inhalt dem constanten Inhalte aller Rechtecke gleich ist, und
dessen Seite, auf der Geraden A, durch jeden der [56] zwei
Abschnitte rg, vh dargestellt sei, so miissen nothwendiger
Weise auch q,6,, 9,0, Seiten desselben Quadrats, und also
tg=a,8, =2th=gq,0h,, sein. Werden die Geraden A4, 4,
so gelegt, dass eins dieser Punktenpaare g und g,, f) und b,
sich in ihrem Durchschnitte befindet, wenn z. B. die Punkte
¢ und e, (Fig. 7) eins dieser Paare vertreten, so ist das
Parallelogramm By (ee,) g, eine Raute, und der Strahl e
hilftet den von den Geraden eingeschlossenen Winkel. Und
auch umgekehrt.

II. Bringt man, wihrend der Strahlbiischel B fest bleibt,
den Strahlbiischel B, so in andere Lage, dass nacheinander
immer andere entsprechende Strahlen auf einander fallen, so
erhilt der perspectivische Durchschnitt 4 offenbar andere
Richtung, und zwar wird er jede mogliche Richtung in der
Ebene erhalten konnen. Denn wird der perspectivische Durch-
schnitt A in irgend einer bestimmten Lage angenommen, wie
etwa in (Fig. 10), so kann der Strahlbiischel B,, zufolge
(§ 6, IT), auf zwei verschiedene Arten so gelegt werden, dass
er mit ihm und mit dem festen Strahlbiischel B perspec-
tivisch ist, und zwar werden das eine Mal zwei entsprechende
Strahlen e, ¢,, wie in der Figur, und das andere Mal irgend
zwei andere entsprechende Strahlen, etwa f, f,, auf einander
fallen. Stellt ¥, die zweite Lage des Mittelpunktes B, dar,
so steht 4 auf dem Abschnitte B, B, rechtwinklig und hélftet
ihn (§ 14, II), daher liegt ¥, ebenfalls in der Kreislinie
tB B, 8, die m zum Mittelpunkt hat, und daher werden die
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von den Strahlen e und f eingeschlossenen Winkel durch die
Strahlen s und ¢ gehilftet; und eben so werden im Strahl-
biischel B, die von den Strahlen e, und f, eingeschlossenen
Winkel durch die Strahlen s, und 7, gehilftet. Daher folgt:
»Dass es fir jede gegebene [67] Richtung des per-
spectivischen Durchschnittes (4) zwei entsprechende
Strahlenpaare (e und e,, oder f und f;) giebt, wovon
das eine oder das andere aufeinander fallen kann;
und zwar liegen diese Strahlen so, dass die von
ihnen eingeschlossenen Winkel durch die Schenkel
(s, ¢, s, t,) der entsprechenden rechten Winkel ge-
hilftet werden.«

Aechnlicherweise, wie vorhin (I}, sind hier noch zwei ent-
sprechende Strahlenpaare zu erwihnen, denen ein eigenthiim-
liches Merkmal zukommt. Da némlich das Produkt aus den
Tangenten der Winkel, welche irgend zwei entsprechende
Strahlen mit den ungleichnamigen Schenkeln der entsprechen-
den rechten Winkel einschliessen, fiir alle Strahlenpaare einer-
lei Werth hat (§ 12, I), so wird, wenn die eine Tangente die
Quadratwurzel aus diesem Werthe ist, nothwendiger Weise
die andere Tangente ihr gleich sein, und alsdann werden
auch die zugehorigen Winkel einander gleich sein. Eg sei
z. B. (g¢) (Fig. 17) ein solcher Winkel, so wird er dem Winkel
(9¢5,) gleich sein, und wenn er auf der anderen Seite an ¢
liegt, d. h., wenn (h¢)= (g¢t), so 'ist auch (%, s,) = (hi),
mithin (¢t) = (¢,s,) = (ht) = (&, s,). Dann ist folglich auch
zugleich (gs) = (¢, ¢,) = (hs)= (h,¢,). Vermoge dieser Eigen-
schaft der entsprechenden Strahlenpaare ¢ und g¢,, 2 und 7
folgt, dass, wenn die Strahlbiischel B, B, so gelegt werden,
dass die zwei Strahlen eines dieser zwei Strahlenpaare auf-
einander fallen, der perspectivische Durchschnitt .4 mit den
vereinigten Strahlen (also mit BB,) parallel wird. Und auch
umgekehrt.

16. Bevor die Eigenschaften, die von der schiefen Lage
projectivischer Geraden und projectivischer Strahlbiischel her-
riihren, untersucht werden, sollen erst [58] besondere Fille,
wobei weder das Merkmal der perspectivischen noch der
schiefen Lage klar hervortritt, betrachtet werden, nimlich
diejenigen Fille, wo zwei projectivische Gerade aufeinander
gelegt und wo die Mittelpunkte zweier projectivischer Strahl-
biischel vereinigt werden. Diese Fille sind von grosser Wich-
tigkeit, und werden in einem spéiteren Hefte (im vierten) einer
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Reihe der inferessantesten Resultate zur Grundlage dienen.
In dem vorhergehenden (§ 15) ist der ganze Spielraum in
Hingicht der perspectivischen Lage zweier Geraden und
zweier Strahlbiischel gezeigt worden, nur die genannten Grenz-
fille sind dabei unberiicksichtigt geblieben.

Zunichst entsteht die Frage:

»O0b bei zwer beliebrg aufein- »0b bei zwer beliebig aufeinan-
ander gelegten projectivischen Ge-  der gelegten projectivischen Strahl-
raden A, A, entsprechende Punkte  biischeln B, By entsprechende Strah-
zusammen fallen, und wieviel Paare — len zusammen fallen, und wieviel
zusammen fallen ?« Paare zusammen fallen? «

Es lasst sich zum Voraus behaupten, dass weder bei den
Geraden 4, 4,, noch bei den Strahlbiischeln B, B, drei
Paar entsprechende Elemente zusammen fallen kénnen, weil
durch drei solche Paare alle iibrigen bestimmt sind (§ 11, B),
und folglich die Gebilde nothwendiger Weise gleich sein
miissten (§ 13, I, b}, so dass alsdann je zwei entsprechende
Elemente zusammen fielen. Also kénnen im Allgemeinen
nicht mehr als zwei Paar entsprechende Elemente zusammen
fallen. Diese Behauptung bestéitigt sich auf folgende Weise,
wenn man von der perspectivischen Lage der Gebilde aus-
geht, und sie in die hier zu untersuchenden Grenzfille iiber-
gehen ldsst.

[59] I. Wird die Gerade 4, (Fig. i6), unter den oben
angegebenen Bedingungen (§ 15), so lange um den Durch-
schnitt (ee,) bewegt, bis sie auf die feste Gerade A fillt,
welches, wie man sieht, auf zwei Arten geschehen kann, ent-
weder so, dass e f, auf ef, oder dass e [, auf el fillt, so
werden ausser den sehon vereinigten entsprechenden Punkten
e, ¢, in jedem Falle nur ein einziges Paar entsprechende
Punkte zusammen fallen, und zwar, wenn f und [ die Punkte
sind, in welchen der Ortskreis von B die Gerade A schneidet,
so werden im ersten Falle nur die entsprechenden Punkte ¥, f,
und im anderen Falle nur die entsprechenden Punkte [, [,
zusammen fallen, weil offenbar nur jeder von den zwei Strah-
len %, [ mit den Geraden A, A, ein gleichschenkliges Drei-
eck, dessen gleiche Seiten in diesen Geraden liegen, bilden
kann. Der Projectionspunkt B fillt also das eine Mal mit
f und f,, und das andere Mal mit [ und [, zusammen. Daher
folgt:

»Dass, wenn zwei projectivische Gerade 4, A,
aufeinander liegen, und wenn zwei Paar entsprechende
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Punkte (e und e, f und £, oder [ und {,) vereinigt sind,
sie als perspectiviseh anzusehen sind, und zwar ist
das eine Punktenpaar (welches man will) als Durch-
schnitt der Geraden und das andere als Projections-
punkt (B) anzusehen.«

Wird andererseits das Strahlbiischel B,, unter den oben
angegebenen Bedingungen (§ 15), so lange bewegt, bis sein
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des festen Strahlbiischels B
sich vereinigt, so werden, ausser den schon anfinglich ver-
einigten entsprechenden Strahlen e, e,, nur ein einziges Paar
entsprechende Strahlen aufeinander fallen, nimlich, wie leicht
zu sehen, nur die Parallelstrahlen ¢, ¢,, und zwar [60] ver-
einigt sich gleichzeitig auch der perspectiviseche Durchsehnitt 4
mit diesem Strahlenpaare. Daher folgt:

»Dass, wenn die Mittelpunkte zweier projec-
tivischen Strahlbiischel B, B, vereinigt sind, und
wenn zwei Paar entsprechende Strahlen (e und e,
¢ und ¢,) aufeinander liegen, sie als perspectivisch
anzusehen sind, und zwar ist das eine Strahlen-
paar (gleichviel welches) als der perspectivische
Durchschnitt (4) zu betrachten.c«

II. Um die vorgelegte Aufgabe nach ihrem ganzen Um-
fange zu losen, mag folgende Betrachtung diemen, die alle
Umstdnde klar vor Augen stellt.

Bei zwei projectivischen Geraden 4, 4, findet in Hinsicht
der Aufeinanderfolge ihrer entsprechenden Punkte folgende
Beziehung statt.

Befinden sich die Geraden in perspectivischer Lage, wie
etwa in (Fig. 16), und man ldsst in der Vorstellung einen
Projectionsstrahl sich um den Projectionspunkt B bewegen,
z. B. fingt man mit der Lage von % an und bewegt ihn
linksherum, so dass er nacheinander in die Lage von £,
% 4 g, v, f, b gelangt, so sieht man, dass von den zu-
gehorigen entsprechenden Punkten Yy, §), der eine, in der
Geraden .4, sich von § iiber f hinaus nach dem unendlich
entfernten Punkte q bewegt, von da auf der entgegengesetzten
Seite iiber [, g, e bis v riickt, und von da iber { endlich
nach ) zuriickkehrt — wiihrend der andere, in der Geraden 4,
sich von f, iiber f, bis g, bewegt, von da iiber [, g,, &
hinaus nach dem unendlich entfernten Punkte ¥, fortriickt,
und von da auf der entgegengesetzten Seite itber {, endlich
nach 0, zuriickkehrt. Sowohl der eine als der andere Punkt
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bewegt sich demnach stets nach der n#mlichen Richtung hin;
wiirde sich der erstere nach [61] der umgekehrten Richtung
bewegen, so wiirde der andere ein Gleiches thun.

Werden nun die Geraden beliebig aufeinander gelegt, so
konnen dabei nur folgende zwei wesentlich verschiedene Fille
stattfinden, nimlich die Geraden sind in Hinsicht der Auf-
einanderfolge der entsprechenden Punkte, oder in Hinsicht
der Richtungen, nach welchen sich, wie man eben gesehen
hat, die Punkte bewegen, entweder:

a) gleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Punkte
folgen einander nach einerlei Richtung hin, so dass,
wenn ein Punkt in der Geraden A sich von rechts
nach links bewegt, dann sein entsprechender in der
Geraden A, sich ebenfalls von rechts nach links hewegt,
wie z. B. in (Fig. 19), oder:

b) ungleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Punkte
folgen einander nach entgegengesetzten Richtungen hin,
so dass, wenn ein Punkt in A sich von rechts nach
links bewegt, dann sein entsprechender in .4, sich von
links nach rechts bewegt, wie z. B. in (Fig. 18).

Da die Geraden durch die Punkte v, q, (Durchschnitte
der Parallelstrahlen (§ 9, I)), deren entsprechende t,, q un-
endlich entfernt sind, jede in zwei unendliche Theile getheilt
wird, welche einander paarweise entsprechen, nimlich sowohl
dielheile vhidi i qEundiariil, ol vias alsispadis e q und
Gl 1, entsprechen einander und enthalten entsprechende
Punkte, so dass jedem Punkt im einen Theile ein Punkt im
anderen Theile entspricht, so ist klar, dass im Falle (b) Lings
der Strecke tq, keine entsprechenden Punkte zusammentreffen
konnen, weil, wenn die mit v, q, vereinigten Punkte etwa s
m heissen, offenbar die den Punkten von 1 bis m entsprechen-
den Punkte jenseits m, [62] liegen, und eben so die den
Punkten von g, bis n, entsprechenden Punkte simmtlich jen-
seits m liegen. Daher kénnen nur in den Strecken von 1
bis-n und von ¢, bis m, entsprechende Punkte zusammen
fallen. Dass in der That in jeder dieser Strecken allemal
ein, und nur ein Paar entsprechender Punkte sich treffen,
ist leicht zu sehen, denn wihrend z. B. ein Punkt in A4 von
v iber §, f.... hinaus bis ins Unendliche fortriickt, kommt
sein entsprechender in 4, von da her dber 0, f,.... nach q,,
so dass nothwendiger Weise heide Punkte irgend wo, etwa
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n (ff,), sich begegnen miissen. Oder dasselbe ist auch eine
leichte Folge des obigen Ausdruckes (§ 12, I, #), wonach das
Rechteck unter den Abstinden zweier entsprechender Punkte
von den Punkten v, ¢, einen bestéindigen Inhalt hat. Denn
bestimmt man in beiden Strecken zwei Punkte, etwa e, f, so,
dass die Rechtecke ve :q,e und vf- q,f den genannten con-
stanten Inhalt haben, welches allemal, aber nur auf eine
Art, moglich ist, so sind nothwendiger Weise ¢ und f die-
jenigen beiden Punkte, welche allein sich mit ihren ent-
sprechenden e, und ¥ vereinigen.

Im anderen Falle (a) sieht man, dass weder in dem Theile
thE....q noch in dem Theile , £}, ....x, entsprechende Punkte
sich vereinigen konnen, weil eben diese zwei Theile ent-
sprechend sind und entsprechende Punkte enthalten. Dagegen
sind v und g, 1, Abschnitte entsprechender Theile, so dass
also von 1 bis q, moglicher Weise entsprechende Punkte sich
treffen konnen. Diese Moglichkeit hingt davon ab, ob die
Strecke 1, so getheilt werden kann, dass das Rechteck unter
den Abschnitten einen bestimmten gegebenen Inhalt habe;
ndmlich wenn g und g,, ) und §, die ihnen oben (§ 15, I) bei-
gelegte Bigenschaft haben,[63] wonach rg = M= uh—ql;

so ist der genannte Inhalt = vg? 2 s dw.o- Wenn
demnach dle Strecke vq, grosser ist als rg -+ q,4,, oder
th + q,0,, so treffen allemal zwei Paar entsprechender

Punkte zusammen, wie vorhin; ist die Strecke v, gexade
gleich rg -+ q,g,, odel gleich 15 ~+ q,b,, so treffen nur ein
Paar entsprechender Punkte zusammen, und zwar entweder
die entsprechenden Punkte g und g,, oder ) und §,; und
wenn endlich die Strecke 1rq, kleiner ist als rg -+ q,g,, oder
21g, welches z. B. in (Fig. 19) der Fall ist, so.ist gar kein
Zusammentreffen von entsprechenden Punkten moo"hch Also
kann, wenn die Gerade 4 fest bleibt, die Gelade A, um
eine Stlecke von 4vg hin und her bewegt werden, ohne dass
entsprechende Punkte zusammentreffen; néimlich dle Grenzen
dieses Spielraums gestatten, dass sie swh nach links bewegen
darf bis 9 und q,, und nach rechts bis § und §, zusammen-
treffen; in jeder dieser Grenzen trifft ein einziges Paar ent-
Sprechender Punkte zusammen, nimlich die eben genannten;
werden aber diese Grenzen iiberschritten, so treffen immer
zwei Paar zusammen.

Andererseits findet man bei zwei projectivischen Strahl-
biischeln b, B, durch eine #hnliche Betrachtung ganz ent-
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sprechende Resultate. Werden die Strahlbiischel concentrisch
gelegt, so konnen in Hinsicht der Aufeinanderfolge der ent-
sprechenden Strahlen folgende zwei wesentlich verschiedene
Fille stattfinden, némlich die Strahlbiischel sind entweder:

o) gleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Strahlen
folgen einander nach einerlei Ordnung, so dass, wenn
man einen Strahl 4 des Strahlbiischels B sich rechts-
herum bewegen ldsst (vom Mittelpunkt B aus betrach-
tet), dann sein entsprechender [64] %, im Strahlbiischel
B, sich ebenfalls rechtsherum bewegt (§ 13, II), wie
z. B. in (Fig. 20); oder:

) ungleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Strahlen
folgen in ungleicher oder verkehrter Ordnung auf-
einander, so dass, wenn Strahlen in einem Strahlbiischel
rechtsherum sich folgen, dann ihre entsprechenden
im anderen Strahlbiischel linksherum nach einander
folgen, wie z. B. in (Fig. 21).%)

Vermoge der entsprechenden rechten Winkel (s?), (s,?,)
(§ 9, ), und durch Hiilfe der obigen Ausdriicke (§ 12, 7, 0)
und mit Ricksicht auf die besondere Eigenschaft der Strahlen
9y 91y Py by (§ 15, II), kann man, auf dhnliche Art, wie vor-
hin, bei den Geraden A4, A4,, auch fir die gegenwirtigen
Fille finden, dass im Falle («) entweder 1) zwei, oder
2) ein, oder 3) gar kein Paar entsprechende Strahlen auf-
einander fallen, und dass dagegen im Falle () allemal zwei
Paar entsprechende Strahlen aufeinander fallen. Oder diese
Resultate konnen auch aus den vorigen, wie folgt, hergeleitet
werden.  Schneidet man die concentrischen Strahlbiischel
(Fig. 20) oder (Fig. 21) mit irgend einer Geraden, so kann
man diese aly zwei vereinigte Gerade (4 .4,) ansehen, wovon

jede eins der beiden Strahlbiischel schneidet, und die also,

in Ansehung der Punktenpaare, in welchen sie von ent-
sprechenden Strahlen geschnitten werden, zufolge des Satzes
(§ 11, III), [65] projectivisch sind, und zwar ist die Lage der
Geraden und der Strahlbiischel allemal ibereinstimmend,

) Befinden sich die Strahlbiischel in perspectivischer Lage,
so sind sie gleichliegend oder ungleichliegend, je nachdem
ihre Mittelpunkte auf einerlei (Fig. 17), oder auf entgegen-
gesetzten (Fig. 5) Seiten des perspectivischen Durchschnittes 4
liegen; und auch umgekehrt.
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d. h., die Geraden (A4 .4,) sind bei (Fig. 20) gleichliegend
und bei (Fig. 21) ungleichliegend, und da nun, wenn in
den Geraden entsprechende Punkte zusammenfallen, noth-

wendiger Weise auch die zugehorigen Strahlen der Strahl-

biischel aufeinander fallen, und auch umgekehrt, so folgen
also daraus, wie gesagt, die genannten Resultate.

Also folgen aus dieser Betrachtung zusammengenommen

nachstehende Sitze:

» Werden zwer projectivische Ge-
rade 4, A, belvebrg aufeinander
gelegt, so verewmigen sich tm All-
gemeinen zwer Paar entsprechender
Punkte, nimlich: a) Wenn die
Geraden glevehliegend sind, so
giebt es einen bestemmien Sprel-
raum, imnerhalb dessen keine ent-
sprechenden  Punkte sich treffen,
an beiden Grenzen dieses Raumes
veremnagt sieh nur etn Paar (g und
g, oder b und by,), und diber diese
Grenzen hinaus vereinigen sich
allemal zwer Paar entsprechender
Punkte; und b) wenn die Geraden
ungleschliegend sind, so treffen
allemal zwer Paar entsprechender
Punlste zusammen.

» Wenn zwer projectivischeStrahl-
biischel B, By beliebig concentrisch
gelegt werden, so fallen wm All-
gemeinen zwet Paar entsprechender
Strahlen aufeinander, ndmilich :
a) Wenn die Strahlbiischel gleich-
liegend sind, so giebt es einen be-
stimmten  Spielraum, innerhalb
dessen keine entsprechenden Strah-
len sich treffen, an beiden Grenzen
dieses Raumes veremnigt sich nur
ein Paar (g und ¢,, oder % und %),
und tiber diese G'renzen hinaus ver-
etnrgen sich allemal zwet Paar ent-
sprechender Strahlen; und b) wenn
die Strahlbiischel ungleichliegend
sind, so fallen allemal zwet Paar
entsprechender Strahlen aufeinan-
der.«

III. Fiir dhnliche oder gleiche projectivische Gerade, und
fiir gleiche projectivische Strahlbiischel werden die vorstehen-
den Sitze (II) inshesondere wie folgt beschrinkt.

[66] »Werden zwei projectivisch ihnliche Gerade

A, A, beliebig aufeinander gelogt, gleichliegend,
oder ungleichliegend, so vereinigen sich allemal
zwei Paar entsprechender Punkte, wovon das eine
Paar namentlich die unendlich entfernten Punkte

sind (§ 13, I, a).c

» Werden zwes projectivisch, glei-
che Gerade gleichlvegend aufein-
ander gelegt, so treffen sich ent-
weder nur ein Paar entsprechender
Punlte, nimbich die unendlich
entfernten, oder es treffen sich je
“wer entsprechende Punlite.«

» Werden zwer projectivisch glei-
che Strahlbiischel B, B gleich-
liegend concentrisch gelegt, so fallen
entweder gar keine entsprechenden
Strahlen aufeinander, oder es fal-
len je zwei entsprechende Strahlen
aufeinander. «
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» Werden zwer projectivisch glei-
che Gerade ungleichliegend auf-
etnander gelegt, so treffen sich
allemal zwer Paar entsprechender
Punkte, wovon das eine Paar
namentlich die unendlich entfern-

» Werden zwer projectivisch glei-
che Strahibiischel ungletchliegend
aufeinander gelegt, so fallen allemal
zwet Paar entsprechender Strahlen
aufernander, namilich die Schen-
kel zwerver entsprechenden rechten

ten Punkte sind (§ 13,1, b).« Wankel (§ 13, 1I).«

IV. Aus den obigen Siétzen (II) folgert man leicht den
nachstehenden Satz:

»Wenn zwei projectivische Gebilde 4, B, d. h. eine
Gerade und ein ebener Strahlbiischel, sich in schie-
fer Lage befinden (Fig. 2), so treffen im Allgemeinen
zwei Paar entsprechender Elemente zusammen, d. b, |
es gehen zwei Strahlen des Strahlbiischels durch die |
ihnen entsprechenden Punkte der Geraden; nidmlich
wenn die Gebilde ungleichliegend sind, so findet
dieges allemal statt; wenn sie dagegen gleichliegend |
sind, so treffen entweder 1) zwei, [67] oder 2) nur
ein, oder 3) gar kein Paar entsprechender Elemente
zZusammen. «

17. An die vorhin gefundenen Resultate (§ 16) schliessen
sich nachstehende Aufgaben an, fiir welche eine zweckmissige
Losung um 8o wunachenswelthm ist, als in der Folge ver- |
schiedene andere Aufgaben sich auf dxesclben zurtickbringen |
lassen. \

»Bew zwer aufeinander liegenden
projectivischen Geraden A, A, die
vereinigten entsprechenden Punkte
2 _finden. «

» Ber zwet concentrischen pro- |
Jectwischen Strahlbiischeln B, B, |
die  veremigten entspmclwmlen
Strahlen zu finden. « |

Auflésung. I Die bisher entwickelten Eigenschaften |
geben zur Losung der Aufgaben folgende Mittel an die Hand. f
a) Damit die projectivische Beziehung der Geraden 4, 4,
bestimmt sei, miissen wenigstens drei entsplechende Punkten- [
paare geoeben sein (§ 10, B). Es seien etwa a, b, ¢ undl
A 0,00, (Big: 22) geoeben Man suche zuvorderst die Durch- |
schnitte v, q, der Parallelstrahlen, und zwar dadurch, dass l
man die Geraden perspectivisch legt, ndmlich sie so legt, dass |
sie einander schneiden, und dass eins der drei entsprechenden
Punktenpaare, etwa ¢ und ¢;, in ihrem Durchschnitte vereinigt
sind; d. h., man zieht durch c eine beliebige dritte Gerade A,
nimmt darin, ausser dem mit ¢ vereinigten Punkte ¢!, die
Prunkteo's=bl g0, dasdal ol — o, ¢, /Bleh = ¢, ' Bl = gl
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und zieht ferner die Strahlen aa!, 00!, die sich in B be-
gegnen, und durch diesen Punkt B zieht man endlich die
Parallelstrahlen 7, ¢, so ist v der eine, und wenn g, a, = q'a',
und zwar gleichliegend, gemommen wird, so ist g, der andere
gesuchte Punkt. Sind die Punkte v, g, gefunden, so ist zur
Losung der Aufgabe nur noch néthig, [68] in den vereinigten
Geraden (4.A4,) zwei Punkte e, f zu finden, fiir welche die
Rechtecke er - eq, und fv - fq, gegebenen Inhalt, nimlich mit
dem gegebenen Rechteck at-a,q, gleichen Inhalt haben,
welches eine bekannte elementare Aufgabe ist; denn alsdann
sind e, f diejenigen Punkte, die sich mit ihren entsprechenden
¢,, [, vereinigen. Nur hat man in Hinsicht der Lage der
Punkte e, f ausserdem die oben (§ 16, II) auseinandergesetzten
Umstéinde genau zu beriicksichtigen.

b) Auf ganz dhnliche Weise kann man bei den Strahl-
biischeln B, B, verfahren. Némlich durch Hiilfe eines Strahl-
biischels B!, welches B, gleich ist und mit B perspectivisch
liegt, sucht man zuerst die entsprechenden rechten Winkel
(s?), (s,7,) w. s. w. Oder man kann diese Aufgabe auf die
erste (a) bringen, und zwar dadurch, dass man die vereinigten
Strahlbtischel (B B,) durch irgend eine Gerade schneidet, und
diese als zwei vereinigte Gerade (A .4,) betrachtet, eben so,
wie schon vorhin (§ 16, II) geschehen ist.

II. Eine andere, viel einfachere Auflosung, deren Richtig-
keit jedoch erst spiter (§ 46, III) bewiesen wird, ist folgende:

a) Man ziehe irgend eine Kreislinie ax B (Fig. 23), und
ziehe aus einem beliebigen Punkte B derselben durch die
dvei in den vereinigten Geraden (A .4,) gegebenen Punkten-
paare @, b, ¢ und a,, b,, ¢, die Geraden Ba, Bb,...., welche
die Kreislinie zum zweiten Male in den Punkten ¢, (£, y und
@, B,, 7, schneiden, verbinde von diesen Punkten das eine
Paar gleichnamiger, etwa «, «,, wechselseitig mit den beiden
anderen Paaren, nimlich so: man ziehe die Geraden of,,
@B, die sich in $,, und die Geraden ay,, «,y, die sich in
7, schneiden; ziehe sofort die Gerade f3,7,, welche die Kreis-
linie in den Punkten &, » schneidet, und durch [69] diese
Punkte ziehe man endlich aus B die Geraden Be, Bx, so
werden diese der Geraden (A .4,) in den gesuchten vereinigten
entsprechenden Punktenpaaren ¢ und e, f und f, begegnen.
Sind die Geraden A, A, gleichliegend, so wird die Gerade
By7, den Kreis entweder 1) schneiden, oder 2) berihren,
oder 3) gar nicht treffen, je nachdem 1) zwei, oder 2)
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ein, oder 3) gar kein Paar entsprechender Punkte zusammen- |
treffen (§ 16).

Sobald also irgend ein Kreis (oder iberhaupt ein Kegel-
schnitt), der mit den aufeinander gelegten Geraden (A4.4,) in
einer Ebene liegt, gegeben ist, so kann die Aufgabe mittelst
des Lineals allein gelost werden. Diese Auflosung wurde
hier nicht nur deshalb mitgetheilt, weil sie an und fiir sich
sehr bemerkenswerth ist, sondern weil sie in der Folge mnoch
bei vielen anderen Aufgaben Anwendung findet, und zwar
$0, dass man dadurch zu Auflosungen gelangt, die vor den
bisher bekannten grossen Vorzug verdienen. ‘

b) Auch die andere Aufgabt kann auf ganz entsprechende |
| Weise gelost werden, d. h., statt eines Punktes B in der
i Kreislinie wird irgend eine Tangente an derselben angenommen
u. 8. w. Das Ausfiihrlichere dieser Auflosung wird hier iiber-
gangen. Uebrigens ist es einfacher die Aufgabe eben so, |
wie vorhin (I), auf die erste zu bringen und nach vorstehen- |
der Vorschrift (a) zu losen. Oder wenn der Hiilfskreis nicht |
in bestimmter Lage gegeben ist, sondern wenn es gestattet |
ist, ihn beliebig zu ziehen, so kann man ihn so ziehen, dass
er durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt der Strahlbischel |
geht, wie etwa, wenn in dem vorerwihnten Punkte B beide |
Mittelpunkte B, B, vereiniget wiren, so wiirde man alsdann |
mittelst der entsprechenden Strahlen @, 6, ¢ und «,, b,, ¢,
die vereinigten [70] entsprechenden Strahlen ¢ und e,, %4 und |
%, durch das vorige Verfahren (a) finden kénnen, wie leicht
zu sehen.

18. Die wichtigsten Eigenschaften, welche bei der schiefen |
Lage zweier projectivisehen Geraden 4, 4, und zweier pro- |
jectivischen Strahlbiischel 5B, B, statt haben, nimlich das
Gesetz, welchem bei den Geraden die Projectionsstrahlen und
bei den Strahlbiischeln die Durchschnitte der entsprechenden |
Strahlen unterworfen sind, konnen hier noch nicht in ihrem |
Il ganzen Umfange erforscht werden; sie sind daher zum Theil
I dem dritten Kapitel vorbehalten. ‘
Il Vorlaufig sollen nur folgende Sitze und Aufgaben, die |
sich leicht auf vorangegangene Sitze und Aufgaben bringen |
lassen, aufgestellt werden.

‘ »Wenn zwet projectwische Gle- » Wenn zwei projectvvischeStrah-
| rade A, Ay sich in schiefer Lage  biischel B, B, sich in schiefer Lage
befinden, so gehen durch irgend  befinden, so liegen auf vrgend einer
einen Punkt B vm Allgemeinen  Geraden A im Allgemeinen und
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und hochstens nur zwer Projec-
tionsstrahlen ; also kionnen awch
wur hochstens zwer und zwet Pro-
Jectionsstrahlen parallel sein.«

Denn denkt man sich um den
genannten Punkt B zwei Strahl-
biischel B, B,, die mit den ge-
gebenen Geraden perspectivisch
sind, so miigsen dieselben unter
sich projectivisch sein (§ 11), und
ihre zwei Paar vereinigten ent-
sprechenden Strahlen (§ 16, II)
miisgen offenbar die zwei ge-
nannten Projectionsstrahlen der
Geraden 4, 4, sein.

hichstens nur zwer Durchschnitte
entsprechender Strahien; also kon-
nen auch nur hichstens zwer Paar
entsprechender Strahlen parallel
Setn.«

Denn denkt man sich zwei Ge-
rade 4, 4,, die in der genannten
Geraden 4 aufeinander liegen,
und die mit den gegebenen Strahl-
biischeln perspectivisch sind, so
miissen dieselben unter sich pro-
jectivisch sein (§11), und ihre zwei
Paar vereinigten entsprechenden
Punkte (§ 16, IT) miissen offenbar
Durchschnitte  entsprechender
Strahlen der Strahlbiischel B, B,
sein.

[71] Werden nun die Aufgaben gestellt:

»Ber zwer schiefliegenden pro-
Jectwischen Geraden A, A, die
(zwer) Projectionsstrahlen zu fin-
den, die durch irgend einen ge-
gebenen Punkt B gehen;«

>Ber zwer scliefliegenden pro-

gectwischen Strahlbiischeln B, B,

diejenigen Durchschnitte entspre-
chender Strahlen zw finden, die in
etner gegebenen Gleraden A liegen ;«

so ist zufolge des vorstehenden Satzes klar, wie sie nach

(§ 17) leicht zu l8sen sind.

Welchen Spielraum, wenn die Geraden 4, A, gegeben

sind, der Punkt B hat, damit entweder zwei, oder ein,
oder gar kein Projectionsstrahl durch denselben geht, und
welchen Spielraum, wenn die Strahlbiischel B, B, gegeben
sind, die Gerade 4 hat, damit entweder zwei, oder ein,
oder gar kein Durchschnitt von entsprechenden Strahlen in
ihr liegt, wird, wie schon erwihnt, durch weitere Ent-
wickelungen im dritten Kapitel klar hervortreten.

Durch eine bald folgende Betrachtung wird gezeigt werden,
wie bei der schiefen Lage der beiden Paar Gebilde 4 und
A,, B und B,, durch ein sehr einfaches Verfahren, néimlich
mittelst des Lineals allein, schief projicirt werden kann,
d.h., beliebige entsprechende Elemente gefunden werden konnen.

Sitze und Porismen, die aus Zusammenstellung der Gebilde entspringen.

19. Nachdem die Eigenschaften und die Fundamentalsitze
liber projectivische Gerade und Strahlbiischel aufgefunden sind,
diivfte es wohl fiir Viele wiinschenswerth sein, an einigen
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Beispielen zu sehen, wie sehr umfassend diese Sitze sind,
d. h., wie sie die eigentliche Grundlage vieler anderen Sitze
sind, die unmittelbar aus ihnen hervorgehen, wie durch sie
manche [72] anscheinend schwere Aufgaben leicht zu 1osen
sind, und wie endlich durch sie besonders die eigentliche
Bedeutung verschiedener Porismen verstindlich hervortritt.

Zu diesem Endzweck sollen zur Erleichterung folgende
Erklarungen festgestellt werden.

Seit Carnot zuerst auf die Vollstindigkeit oder auf das
Umfassende der Figuren aufmerksam gemacht, braucht man
hiufig den Ausdruck »vollstdndiges Viereck« (quadrilatére
complel). Man hat aber dabei zwei wesentlich verschiedene
Figuren gar nicht von einander unterschieden, was doch bei
genauner und vollstéindiger Betrachtung durchaus nicht ausser
Acht gelagsen werden darf und kann. Némlich man hat
genau zu unterscheiden a) »vollstindiges Vierseit« und
b) »vollstindiges Viereck«, und zwar unterscheiden sie
sich wie folgt:

» Vollstindiges Vierseit< heissen
jede vier Gerade 4, B, C, D
(Fig. 24) zusammengefasst; die
sechs Durchschnitte a, b, ¢, D, e, f
der Seiten heissen FHcken des-
selben; es hat also drei Paar ein-
ander gegeniiber liegende Ecken,
nimlich a und f, 6 und ¢, ¢ und d,
und somit hat es drei Diago-
nalen af, be, ¢b; und endlich
umfasst es drei emfache Vierseit,
némlich abfea, acfdba, beedh.

» Vollstiindiges Viereck« heisgen
g

jede vier Punkte a, b, ¢, d (I'ig. 25)

zusammengefasst; die sechs Ge-
raden, welehe durch die Punkte
bestimmt werden, heissen Seiten
desselben; es hat also drei Paar
einander gegeniiber liegende Sei-
ten, niimlich ab und ¢b, ac und
bd, ad und H¢, und somit drei
Durchschnitte e, f, g gegeniiber
liegender Seiten ; und endlich um-
fasst es drel ewnfache Vierecke,
nimlich abcbda, achba, achda.

Ein einfaches Viereck ist auch zugleich ein einfaches
Vierseit, so dass also derseiben Figur der eine oder der
andere von diesen zwei Namen beigelegt werden kann. Das-
selbe gilt vom einfachen Finfeck und Finfseit, u. s. w. Ein
vollstindiges Finfeck aber, so wie ein vollstindiges
Fiinfseit (73] besteht aus 12 einfachen Fiinfecken oder
Finfseiten; und sowohl das vollstindige Sechseck, als
Sechsseit besteht, wie ich schon bei einer anderen Gelegen-
heit (Annales de mathem. Tom. XVIIL) angegeben habe, aus

60 einfachen Sechsecken

oder Sechsseiten. Némlich,

wenn man die obigen Erklirungen weiter ausdehnt, so lauten
sie im Allgemeinen, und wie Carnot zum Theil schon an-

gegeben hat, wie folgt:
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» Vollstindiges n Seit heissen » Vollstiindiges n Eck heissen
jede n Gerade in einer Ebene jede nPunkte in einer Ebene zu-
n(n—T1) n(n—1)

zusammengefasst; die sammengefasst; die oy Ge-

2
Durchschnitte der Seiten (Gera- raden, die durch die Ecken
den) heissen Ecken desselben; (Punkte)bestimmtwerden,heissen
1.-2-3:4....(n—1) Seiten desselben; es besteht aus
Erear T l2nd ) R
einfachen n Seiten oder n Ecken. Db e
Fecken oder n Sevten.«

es besteht aus

Ein einfaches nEck entsteht ndmlich, wenn man 2 Punkte,
nach irgend einer Ordnung genommen, in einem Zuge durch
nmaliges Absetzen verbindet, so jedoch, dass man bei jedem
Punkte einwal anh#lt, und zuletzt wieder in den Anfangs-
punkt zuriickkehrt. Danach wird man sich leicht von der
Richtigkeit der in den vorstehenden Erklirungen angegebenen
Zahlen iiberzeugen konnen (s. § 25, Note).

20. Bs sei a, b, a,, b, (Fig. 26) ein beliebiges vollstindiges
Vierseit, dessen drei Diagonalen A, ab,, a,b (§ 19) sich in
€, ©, € schneiden. Man denke sich zu den drei Strahlen
@, b, ¢ den vierten, dem ¢ zugeordneten, harmonischen Strahl d,
und eben so zu den drei Strahlen @, §,, ¢, den, dem ¢, zu-
geordneten, vierten harmonischen Strahl ¢,, so miissen, zufolge
friherer Sitze, beide Strahlen ¢ und &, die Gerade ab, € in
demjenigen Punkte © schneiden, der zu den drei [74] Durch-
schnitten a, b,, € der vierte, dem € zugeordnete harmonische
Punkt ist; und eben so miissen beide Strahlen d, d, durch
denjenigen Punkt © der Geraden a,5E gehen, der zu den
drei Punkten @, b, & der vierte, und zwar dem € zugeord-
nete, harmonische Punkt ist; da aber beide Strahlen d, d,
nur einen einzigen Punkt © gemein haben konnen, so muss
dieser zugleich der Durchschnitt der beiden Geraden ab, G,
0,0C sein, und folglich schneiden die Diagonalen einander
$0, dass die zwei Durchschnitte ©, € und ©, € in den
Diagonalen ab, und a,b zu den zugehérigen Ecken a, b, und
0, b zugeordnete harmonische Punkte sind. Auf gleiche
Weise folgt, dass auch G, G zu den Ecken 9, B zugeordnete
harmonische Punkte sind; oder dieses folgt auch daraus, dass
vermoge der harmonischen Strahlen «, d, b, ¢ die Punkte a,,
b, b, B, und vermoge dieser die Strahlen Da,, Db,, Db,,
DY, und vermdge dieser endlich die Punkte G, B, €, U
harmonisch sind.

Ostwald’s Klassiker. $2. 5
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Da die vier Punkte a, b, a,, b, ein beliebiges vollstindiges
Viereck darstellen, dessen gegeniiber liegende Seitenpaare
sich in A, B, D schneiden, und wo diese Durchschnitte durch
die Strahlen ¢ (oder ¢,), d, d, verbunden sind, so ist durch
die vorstehende Betrachtung auch zugleich dargethan, dass
bei einem solchen Viereck die Strahlen, welche die Durch-
schnitte der gegeniiber liegenden Seiten verbinden, zu den
letzteren zugeordnete harmonische Strahlen sind, dass ndmlich
die Strahlen d, ¢ zu den Seiten @, 6 (oder aa,, bb,), die
Strahlen ¢,, d, zu den Seiten «,, b,, und die Strahlen d, d,
zu den Seiten ab,, a,b zugeordnete harmonische Strahlen sind.

Aus dieser Betrachtung folgt nachstehende Reihe von

Sitzen und Aufgaben.

[76] 1. »Im vollstindigen Vier-
seit sind die Punkte, in welchen
die dret  Diagonalen  einander
schneiden, zu den zugehirigen
Ecken zugeordnete harmonische
Punkte. «

Der

[75] 1. »Im vollstindigen Viereck
send die Strahlen, welche die Durch-
schwitte der gegeniiber liegenden
Settenpaare verbinden, zw den
letzteren zugeordnete harmonische
Strahlen.

Satz links wurde vornehmlich dureh Carnot all-

gemeiner bekannt, ungeachtet man denselben schon in Pappus
Collect. Mathem. libr. VII. findet.

11. »Zu drei gegebenen Punkten
den wierten harmonvschen Punkt
2w finden, jedoch nur mittelst des
Lineals allen.«

Sind etwa a, b;, € gegeben und
man will den, dem € zugeordne-
ten, vierten harmonischen Punkt
® finden, so ziehe man durch €
irgend eine Gerade AB, nehme
darin zwei willkiirliche Punkte

9, B, verbinde diese mit den

zwei iibrigen gegebenen Punkten
durch Gerade Aa, AL, Ba, Bb,
die sich in a,, 6 schneiden, so
wird die Gerade a,b durch den
gesuchten Punkt © gehen.

11. »Zu drev gegebenen Strahlen
den wvierten harmomischen Strahi
au finden, jedoch nur muttelst des
Lineals allein.

Sind etwa a, b, ¢ gegeben und
man will den, dem ¢ zugeordne-
ten, vierten harmonischen Strahl
d finden, so nehme man in ¢
irgend einen Punkt 9B, ziehe durch
diesen willkiirlich zwei Gerade
Ba, Ba,, die den Strahlen a, b
in den Punkten g, a;, b, b, be-
gegnen, verbinde diese durch
die Geéraden ab,, ba,, die sich
in dem Punkte ® gchneiden, 80
wird die Gerade AD der ver-
langte Strahl sein.

Die Aufgabe links wurde zuerst von De Lahire (Sectiones
conicae. 1685) auf diese nidmliche Art geldst.
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III. » Wenn drei Gerade wund
emn Punkt gegeben sind, so soll,
mattelst des Lineals allewz durch
den Punkt eine Gerade so (/( zogen
werden, dass er und die dret
Durchschnitte, welche sie mit den
drei Geraden macht, vier harmo-
mische Punkte sind.«

[76] Sind etwa a,, b,, b und D
gegeben, so ziehe man z. B. die
Gerade D® oder d,, suche zu
den drei Strahlen a, b,, d; den
vierten, dem d, zugeordneten,
harmonischen Strahl ¢, (II), der
der dritten Geraden & in U be-
gegnet, so wird die Gerade AD
der Aufgabe geniigen, d. h., die
vier Punkte 9, ®, d,, A sind har-
monisch. Zwei andere Gerade,
welche ebenfalls der Aufgabe ge-
niigen, findet man auf #hnliche
Weise.

Wird A als Projectionspunkt der Geraden a@,, b
gesehen, so dass a, D, b, ¢,... und a,,

II1. » Wenn drev Punkte und
eme Gerade gegeben sind, so soll,
mattelst des Leneals allein, in der
Gleraden ein Punkt gefunden wer-
den, dass ste und die dret Geraden,
welche er mit den drev Punkten
bestvmmt, vier harmonische Strah-
len sind.«

[76] Sind etwa a, D, B und b
gegeben, so ziehe man z. B. die
Gerade a9, suche zu den drei
Punkten a, b, B den vierten, dem
B zugeordneten, harmonischen
Punkt b (II), ziehe die Gerade
b9, so wird diese der gegebenen
Geraden b in einem Punkt %
begegnen, welcher der Aufgabe
geniigt, so dass «, d, b, ¢ harmo-
nisch sind. Zwei andere Punkte,
die auch der Aufgabe geniigen,
findet man auf #hnliche Weise.

( an-

b,; by, €;y... entsprechende

Punkte sind, und wird € als perspectivischer Durchschnitt
der Strahlbiischel A, B angenommen, so dass @, d, b, c,...

und a,,
ferner :

IV. » Wenn man ber zwet per-
Spectz'@iscken Geraden a,, by je
awei entsprechende Punktenpaare
wechselsextig (a, a, mit by, b, oder
mit ,, b, w. 8. w.) durch (*c; ade
(ab, und’ bio s angundioba i)
verbindet, so liegen die Durch-
schnitte D, Dy, ... aller dieser Paar
Geraden i einer bestimmten Ge-
raden dy, die ndmlich zu den per-
Spectivischen Geraden a., b, und
2u dem durch ithren Durchschnatt
B gehenden Projectionsstrahle ¢
oder ¢y der wierte, dem c; wzuge-
ordnete, harmomische Strahl vst.

d.n bw Cpyeee

entsprechende Strahlen sind, so folgt

IV. » Wenn man bei zwei per-
spectivischen Strahlbiischeln A, B

je zwer entsprechende Strahlen-
]

paare sich wechselseitiq schneiden
litsst (a, a; mit by, b, oder mit d,,
d, u. 8. w.), und die Durchschnitte
(@, und b, e und 9,...) durch Ge-
rade a9, e, ... verbindet, so gehen
diese alle durch einen bestummten
Punkt &, der nitmlich zu den Mittel-
punikiten U, B der Strahibiischel und
zu demjenegen Punkte €, in wel-
chem ihr gemeinschaftlicher Strahl
(e ey) vom perspectivischen Durch-
schnitte € getroffen wird, der
vierte, dem € zugeordnete, har-
monvsche Punkt st.«

[77] Der Satz links ist (mit anderen Worten ausgesprochen)
allgemein bekannt. Es ist leicht zu sehen, wie vermdge dieser

Sitze die folgenden Aufgaben:

5*

e e T S
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V. » Durch einen gegebenen Punkt
D eine Gerade DD, zu wiehen,
welche dwrch den Durchschnitt B
aweter gegebenen Geraden ab, a,b,
geht, vm Falle dieser Dur chschnitt
wnzuginglich ist.c
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V. » In emer r/pr/d)cm’n Geraden
DE denjenigen Punit € zu finden,
welcher mit zwer gegebenen Punk-
ten A, B in einer Geraden liegt,
um Falle diese Gerade nicht ge-
zogen werden kann.«

wovon die eine, links, ebenfalls allgemein bekannt ist, mittelst
des Lineals allein zu losen sind.

Weiter unten wird man finden, dass die Sitze (IV) nur
besondere Fille von allgemeineren Sitzen sind, die nidmlich
stattfinden, wenn die plo]ectlwschen Gebilde @,, 6, und 2, b‘
sich in schlefel Lage befinden.

Es liessen sich }ner noch eine Menge Folgerungen ziehen,
die namentlich das Dreieck, die Theorie der Transversalen,
u. 5. w. betreffen, Dbei denen ich mich aber nicht aufhalten
kann. ,

Sind drei Gerade A, 4,, 4, (Fig. 27) unter einander
projectivisch, nimlich in Ansehung der Punkte a, b, ¢,...;
gy By Cyeves gy DBy, Cgy..., und liegen sie so, dass sie ein-
ander in einem Punkte schneiden, und dass in demselben drei
entsprechende, Punkte e, e, ¢, vereinigt sind, und dass mit-
hin je zwei Gerade perspectivisch liegen, so miissen noth-
wendiger Weise die drei Projectionspunkte B, B, B, in einer
Geraden liegen. Denn sind B, B, die Projectionspunkte der
Geraden 4 und A4,, A und 4,, so ist die Gerade BB, ein
Projectionsstrahl sowohl von 4 und 4,, als von 4 und A,,
so dass also der Punkt D, in welchem sie A4 begegnet, den
Punkten b,, D,, in welchen sie 4,, A, schneidet, entspricht,
und dass sie folglich auch ein [78] Projectionsstrahl von A,
und A4, ist, und durch ihren Projectionspunkt B, geht.

Wird umgekehrt angenommen, drei Strahlbiischel B, B,, B,
seien unter einander projectivisch, und liegen so, dass drei
entsprechende Strahlen &, d,, d, vereinigt sind, dass mithin
je zwei Strahlbiischel perspectivisch liegen, so folgt auf dhn-
liche Weise, wie vorhin, dass die drei perspectivischen Durch-
schnitte A4, A,, A4, einander in einem Punkte (ee, e,) treffen.
Also hat man folgende Sitze:

L »Sind drei Gerade A, 4,, 4, L. »Sind drev Strahibiischel B,
unter einander pr(yecthsch und By, B, unter etnander projectivisch
liegen sie so, dass sie sich m  und liegen sie so, dass drev ent-
ewnem Punlte schnezdcn und dass  sprechende Strahlen ayfeinander
in demselben drer em‘spv echende  fallen, also thre DMittelpunkte n
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Punkte vereinigt, und mithin je
wwer Glerade perspectivisch sind,
so liegen die drei Projections-
punkte B, B,, B, tn emer Ge-
raden.«

Aug diesen Sitzen folgen
kannte Sitze:

IL. » T'reffen die drei Geraden
A, 4., A4,, welche die Ecken ir-
gend zwever Dretecke aa, 0y, 65, b,
i bestummter Ordnung genommen,
paarweise verbinden, wn etnem
Punkte zusanumen, so liegen die
drei Punkte B, By, By, tn welchen
die gegeniiber liegenden Seiten, in
gleicher Ordnung paarweise ¢e-
genommen, einander schnevden, in
etner Geraden.« Denn man kann
[79] festsetzen, die Geraden 4, 4,
und 4, sollen in Ansehung der
gleichnamigen Punkte g, b; e und
@, by, ¢, und a,, b,, ¢, projec-
tivisch sein (§ 10, y).

Es folgt ferner:

III. » Bewegen sich die Ecken
evnes verinderlichen Dretecks aa, a,
m drev festen Geraden A, A,, A,,
die durch emen Punkt e gehen,
und drehen sich zwet Setten des-
selben, etwa aa,, aa,, um feste
Punkte B, By, so geht auch die
dritte Seite a,0, bestindig durch
etnen  dritten festen Punkt B,,
der mit jenen beiden in einer
Geraden liegt.«1)

ewner Gleraden liegen, und mithin
Je zwer Strahlbiischel perspectivisch
sind, so treffen sich die dret per-
spectwischen Durchschnitte A, A,
Ay i einem Punkt. «

unmittelbar nachstehende be-

IL. »Liegen die drev Punkte B,
B, B,, tn welchen die Setten
wrgend zweter Dretecke aa, as, 55,5,,
in bestummter Ordnung paarweise
genommen, sich schneiden, tn erner
Geraden, so treffen die drer Gle-
raden A, d,, A,, welche die gegen-
tiber licgenden Ecken, in gleicher
Ordnung  paarweise  genommen,
verbinden, allemal in evnem Punkte
zusammen.« Denn man kann [79]
festsetzen, die Strahlbiischel B,
b, und B, sollen in Ansehung der
gleichnamigen Strahlen «, b, d
und a,, b,, d; und a,, b,, d, pro-
jectiviseh sein (§ 10, 4.

III. » Drehen sich die Seiten
eines verdnderlichen Dretecks aa,a,
um drev feste Punkte B, B,, B,,
die wm einer Geraden d legen,
und bewegen sich zwer Ecken des-
selben , etwa a, a,, tn festen Ge-
raden A, A,, so bewegt sich auch
die dritte Ecke a, in einer dritten
Jesten Geraden A,, die sich mit
Jenen bevden in einem Punkte
schnerdet.« 1) :

Bei den obigen Siitzen (I) ist der besondere Fall moglich,

dass einerseits (links) die drei Projectionspunkte B, B,, B,
und andererseits die drei perspectivischen Durchschnitte A,
A,, A, zusammen fallen; dieses leitet daher auf nachstehende
Aufgaben.

IV. »Drei gegebene Gerade A, IV. »Drei gegebene Strahlbiischel
Ay, A,, die unter einander pro- B, By, B, die unter etnander pro-
Jectiviseh sind, so in perspectivi-  jectivisch sind, so in perspectivi-
sche Lage zu bringen, dass sie sche Lage su bringen, dass thre
sich in einem Punkte ¢ schneiden — Mittelpunkte in einer Geraden
und einen gemeinschafilichen Pro-  legen, wnd dass sie einen }?e—
Jectionsstrahl B haben.« mewnschaftlichen perspectivischen

Durchschnitt 4 haben.«
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Die Auflosungen dieser Aufgaben sollen den Liebhabern
vorlaufic zur Uebung iiberlassen bleiben: sie lassen sich leicht
auf frithere Sitze grinden (§ 15); spiter sollen sie mitgetheilt
werden. Ich will hier nur [80] angeben, dass die erste Auf-
gabe (links) im Allgemeinen unendlich viele Auflosungen zu-
liasst, wobei sich verschiedene drei entsprechende Punkte der
Geraden in deren gemeinschaftlichem Durchschnitte vereinigen
lassen. Giebt es auch entsprechende Punkte, bei deren Ver-
einigung keine Auflosung stattfindet? und welchen Spielraum
haben sie? Was findet insbesondere statt, wenn die Geraden
shnlich sind? — Die andere Aufgabe dagegen ldsst im All-
gemeinen der Hauptsache nach nur zwei Auflosungen zu.

22. Durch Wiederholung oder Zusammensetzung eines
obigen Satzes (§ 21) gelangt man unmittelbar zu einem be-
rilhmten Porisma, welches Pappus, in der Vorrede zum
VII. Buch der Collectiones Mathematicae, mittheilt, und welches,
wegen seines Scheins von Allgemeinheit, leicht fiir schwerer
und umfassender gehalten wird, als es in der That ist, ndm-
lich zu dem folgenden Porisma:

I. »Wenn in einer Ebene 7z beliebig gezogene
gerade Linien einander irgend wie durchschneiden,
und man hilt die n—1 Durchschnittspunkte fest,
die einer von ihnen, gleich viel welcher, angehdoren,
wihrend man alle ibrigen beziehentlich um diese
Punkte bewegt, und wihrend »—2 von ihren gegen-
seitigen Durchschnitten, wovon keine drei denselben
drei Geraden, keine vier denselben vier Geraden,
u.s.w. angehoren, gezwungen sind auf einer gleichen
Anzahl gegebener Geraden, als Leitlinien genommen,
zu bleiben: so werden alle iibrigen Durchschnitte
der bewegten Geraden, deren Anzahl eine Trian-
gularzahl ist, einzeln andere Gerade beschreiben,
die mit [81) jenen Leitlinien zugleich der Lage nach
gegeben sein werden.c

In neuerer Zeit hat Robert Sitmson zuerst diesen Satz
bewiesen. Mittelst der oben festgesetzten Erkldrungen (§ 19)
kann der vorstehende Satz, nebst seinem entsprechenden Satze
wie folgt ausgesprochen werden.

1I. » Bewegen sich die Ecken I1. »Drehen sich die Seiten evnes
eines veriinderlichen vollstindigen — wvollstindigen verdnderlichen n Seits
nBeks in n festen Geraden, die —wm n feste Punkte, die in emner
durch emen Punkt gehen, und — Geraden liegen, und bewegen sich
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drehen sich n—1 Seiten desselben,
die wrgend einem einfachen n Eck
angehiren , aus welchen das voll-
standige besteht, wm eben so viele
feste Punkte: so drehen: sich auch
dve dibrigen Seiten, an Zahl
( ¢

(n—1) (n—2

T—), um andere feste
Punkte, die also mit jenen festen
Punkten zugleich gegeben sind.«

n—1 Ecken desselben, die irgend
etnem eipfachen n Eck angehoren,
aus denen das vollstindige besteht,
in eben so vielen festen Gleraden :
so bewegen sich auch die iibrigen
/
Zahl {ﬁ:j)*\ﬁ_,z),
1:2
i anderen festen Geraden, die
also mit jenen festen Geraden zu-
gleich gegeben sind.

Ecken, an

In der That sind diese zwel Sitze, wie schon erwihnt
worden, nichts anderes als eine zusammenhingende Wieder-

holung der obigen einfachen Sitze (§ 21, I).

Oder noch leich-

ter konnen sie aus folgenden Sitzen, deren Richtigkeit von

selbst erhellt, zusammengesetzt werden.

IIL. »Wenn bei dret Geraden
A, A, Ay, die etnander n einem
Punkte schneiden, zwei mit der
dritten projectivisch sind und mit
thr perspectivisch liegen, so sind
ste auch unter sich [82] projec-
tiwisch und legen perspectivisch. «

Néamlich:

III. »Wenn wvon dre: Strahl-
biischeln B, By, B,, deren Muttel-
punkte wn ewmer Geraden liegen,
zwer mut dem dritten projectivisch
sind, und mit thm perspectivisch
liegen, so sind sie auch [82] unter
steh projectivisch und liegen per-
spectisch. «

Daraus folgt, durch Zusammensetzung, unmittelbar:

IV. »Dass, wenn von n Geraden
A, 4, dy,... An—1, die durch
ewnen und denselben Punkt gehen,
der Rethe nach jede mat der da-
rauf folgenden projectivisch ust,
und it ihr perspectivesch liegt,
dann alle unier evnander projec-
twisch sind, wnd perspectivisch
Z‘Leye;z_«

In diesen Sitzen sind die obigen (II) enthalten.

IV. »Dass, wenn von n Strahl-
biischeln B, By, B,, ... Bn—1, deren
Mittelpunkte tn einer Geraden
liegen, der Rethe nach jedes mut
dem darauf folgenden projectivisch
ust, und mit ihm perspectivisch
liegt, dann alle unter einander
projectivisch sind, und perspec-
tivsch liegen. «

Denn

wenn z. B., nach dem Satze (II, links), die Ecken eines voll-
stindigen Vierecks a, a,, a,, a; (Fig. 28) sich in den festen
Geraden A, A4,, A,, A, bewegen, wihrend sich etwa die
drei Seiten aa,, a,a,, a,a, des einfachen Vierecks aa,a,a,a
um die drei festen Punkte B, B,, B, drehen, so sind offenbar
A und A,, A, und 4,, A4, und 4, in Ansehung der Punkte
¢ und a,, a, und a,, a, und a, projectivisch, und liegen per-
spectivisch, nimlich B, B,, B, sind ihre Projectionspunkte;
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daher sind, zufolge vorstehenden Satzes, auch 4 und A,
A, und A4,, A4 und 4,, in Ansehung der Punkte a und a,,
g, und a,, a und g, projectivisch und liegen perspectivisch,
so dass folglich auch die drei iibrigen Seiten aa,, a,a,, aa,
des vollstindigen Vierecks sich um feste Punkte B,, b, B,
drehen, nimlich um die Projectionspunkte der letztgenannten
Paar Geraden. Ueberdies folgt auch noch (§ 21, I), dass von
den sechs Punkten B, B,, B,, b,, b,, B, viermal drei in
einer Geraden liegen, dass sie also die Kcken eines voll-
stindigen Vierseits sind.

[83] Wenn andererseits z. B. die Seiten eines vollstindigen
Vierseits @, a@,, @,, a, (Fig. 29) sich um feste Punkte B, b,,
B,, B, drehen, die in einer Geraden liegen, wihrend sich
etwa die drei Ecken g, a,, a, des Vierecks ag,a,a,0 in den
drei festen Geraden 4, 4,, 4, bewegen, so sind offenbar
die Strahlbiischel B und B,, B, uwnd B,, B, und B,, in
Angehung der entsprechenden Strahlen @ und «,, @, und a,,
a, und @, projectivisch und liegen perspeectivisch, ndmlich A,
A,, A, sind ihre perspectivischen Durchschnitte; daher sind
auch die Strahlbiischel B und b,, B, und B,, B und B,
in Ansehung der Strahlen ¢ und @,, ¢, und @,, ¢ und a,
projectivisch und liegen perspectivisch (IV), so dass folglich
auch die drei tibrigen Ecken a,, a,, a, des vollstindigen
Vierseits sich in bestimmten festen Geraden .4,, 4., A, be-
wegen, nimlich in den perspectivischen Durchschnitten der
letztgenannten Strahlbiischelpaare. Ueberdies folgt noch (§21,1),
dass die 6 Geraden A4, 4,,... 4. die 6 Seiten eines voll-
stindigen Vierecks «, £, 7, 0 sind.

Ganz eben so, wie bei diesen Beispielen, lassen sich die
Sitze bei jeder anderen Figur nachweisen. Verschiedene be-
sondere Fille der obigen Sitze (II oder IV) — die einerseits
(links) dadurch entstehen, dass von den festen Geraden einige
auf einander fallen, oder dass die festen Punkte in einer
Geraden liegen, und dass diese durch den gemeinschaftlichen
Durchschnitt der festen Geraden geht, u. s. w.; und anderer-
seits dadurch, dass die festen Punkte theilweise vereiniget
werden, oder dass die festen Geraden durch einen Punkt
gehen, und dass dieser mit den festen Punkten in einer Ge-
raden liegt, u. . w. — werden hier iibergangen. Uebrigens
sind die obigen Sitze selbst nur besondere Fille [84] von
allgemeineren und umfassenderen Sitzen, die in den zwel
niichstfolgenden Kapiteln bewiesen werden.
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23. Schneiden sich drei Gerade A4, 4,, A4, (Fig. 30), die
unter einander projectivisch sind, in drei Punkten, und liegen
je zwel derselben perspectivisch, so dass also in jedem Durch-
schnitte zwei entsprechende Punkte vereinigt sind, nimlich
¢ und e, f und f,, [, und [,, und sind e,, f,, { die den ver-
einigten Punkten entsprechenden dritten Punkte, so sind in
jedem der drei Strahlen ee,e,, t,f,, [ [,[ zwei Projections-
strahlen vereinigt, nimlich ee, und e, e,, £f, und f£,f, [
und [,[, und daher miissen ihre gegenseitigen Durchschnitte
B, B,, B, die Projectionspunkte der Geradenpaare 4 und 4,
A und 4,, 4, und A, sein. Da auf dhnliche Weise, wenn
man, statt von den Geraden A, 4, A,, von den Strahl-
biischeln B, B,, B, ausgeht, auch das Umgekehrte sich dar-
thun lisst, so folgen also nachstehende Sitze.

L »Wenn die Seiten A, A,, 4, L. »Wenn die Ecken eines Drei-
emes Dretecks etl, unter emnander  ecks BB, B, die Mittelpunkte pro-

projectivisch  sind, und wenn je
zwer perspectivisch liegen, so sind
thre Projectionspunkte B, B,, B,
die Ecken eines anderen jenenm
wmbeschriebenen Dretecks.«

Sind @, a,, a, irgend drei

Jectwuscher Strahlbiischel sind, wo-
von je zmwer perspectivisch liegen,
so  bilden hre perspectivischen
Durchschitte A, A,, A, ein Drei-
eck efl, welches jenem evnge-
schrieben ist.«

entsprechende Punkte, so ist

das Dreieck aa,a, dem Dreiecke (Dreiseit) 4, 4,, A, ein-
geschrieben und zugleich dem Dreiecke 5 B, B, umschrieben;
und da zur Bestimmung der projectivischen Beziehung der
drei Geraden A4, 4,, 4, oder die drei Strahlbiischel B, B, B,,
dreimal drei entsprechende Punkte e, e,, e,; f, f, 5,5 [ [, [
oder Strahlen e, ¢,, e,; %, &,, k,; 4, [,, {,, willkiirlich [85] an-
genommen werden konnen, so folgen ferner unmittelbar nach-

stehende Siitze.

II. "£Wenn einem beliebigen Dreieck A4, 4,, 4,

irgend ein zweites BB, B,

umschrieben ist, so giebt

es unzihlig viele andere Dreiecke aa, a,, (bbb,

Grat ey

, von denen jedes dem ersten eingeschrieben

und zugleich dem zweiten umschrieben ist.c Nimlich:

»Beschreibt man irgend ein Drei-
eck aaya,, dessen Ecken, tn be-
stummter Ordnung genommen, in
den Seiten jenes ersten Drevechs
liegen, und von dessen Seiten zwes
durch zwei Ecken des zweiten

» Beschretbt man trgend ein Drer-
eck aa,a,, dessen Setten, in be-
stimmter Ordnung genommen, durch
die Ecken jenes mweiten Dretecks
gehen, und von dessen Ecken zwet
wn wmwel Seiten des ersten liegen,

B e e P e =




gehen, so geht allemal auch die
dritte Seite. desselben durch die
dritte Ecke des zwerten.«

Oder mit anderen Worten:

»Ist etnem Dreieclk A, Ay, A,
ein  zweites B B, B, umschrieben
und bewegen sich die Ecken eines
dritten Dretecks G, 0y tn den Sei-
ten des ersten, wihrend zwet Sei-
ten, in bestimmier Ordnung ge-
nommen, sich-um zwer Ecken des
zwerten drehen, so dreht sich auch
die dritte Seite desselben wm die
dritte Ecke des zwerten. «

11L. » Wenn von den Ecken eines
Sechsecks B, B Byayea B, zweimal
dret, die nicht aufemander folgen,
e emer Geraden liegen, (86] wee
etwa o, B, a, und By, e, B, in
aa, und B, B, so liegen auch die
drev Dur. c/usc]mzttp [ 5 a, der eun-
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so legt allemal auch die dritte
Eclke desselben in der dritten Seite
des ersten.«

»Ist emem Dreveck B B, B, ein
zwettes A, A, A, eingeschrieben,
und drehen sich die Seiten eines
dritten.  Dretecks a0, wm die
Ecken des ersten, wilrend zwer
Licken, in bestimmiter Ordnung
genommen, sich in zwer Seiten des
zweiten bewegen, so bewegt sich
awch die dritte Ecke desselben wn
der dritten Seite des wmweiten.c

II1. » Wenn von den Setten eines
Sechsecks By Ba,cefa, By zweimal
drei, die nicht aufeinander folgen,
durch ewmen Punkt gehen, wie
etwa By B, a,e, ta, und Ba,, ef,
ay B, durch I und a, so treffen
sich auch die drev Geraden B, e,

ander gegeniiber Zic{/eudau Seiten  Bf, aya, durch die gegeniiber lie-
wm ewner Geraden. « genden Ecken ewmnander in einem
Punkte By .«

Von diesen zwei bekannten Sitzen (III) ist der eine (links)
das XIII. Lemma zu den Porismen des FHuwklides, welche
Pappus im VII. Buche mittheilt. Im Anhange sollen diese
Sitze umfassender gegeben werden.

Die obigen Verbindungen von drei projectivischen Geraden
oder Strahlbiischeln, nebst weiteren Verbindungen der Art,
wiirden leicht zu vielen anderen Sitzen fithren, wenn der
Raum gestattete, sie hier weiter zu verfolgen.

24. Es sollen hier noch drei projectivische Gerade und
drei projectivische Strahlbiischel so verbunden werden, dass
von den jedesmaligen drei Gebilden zwei unter sich schief,
aber jedes mit dem dritten perspectivisch liegt.

Befinden sich von den drei beliebigen Geraden A4, 4,, 4,
(Fig. 31), die unter einander projectiviseh sind, zwei, etwa
A, A,, in schiefer, dagegen jede derselben mit der dritten
A, in perspectivischer Lage, so dass also im Durchschnitte
der ersteren irgend zwei, einander nicht entsprechende Punkte,
etwa e, b,, dagegen in den Durchschnitten, die sie mit der
letzteren A, bilden, zwei entsprechende Punktenpaare, etwa
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f und f,, ([, und [,, vereinigt sind, und sind ferner B,, B,
die Projectionspunkte von 4 und A4,, 4, und 4,: so werden
offenbar in der Geraden B, B, irgend drei entsprechende
Projectionsstrablen, etwa b, b,, b,, aufeinander fallen, und
in jeder der zwei Geraden [87] B,[[,, B,ff, werden zwei
entsprechende Strahlen, nimlich f,f, und tf, ([ wnd [,
vereinigt sein.

a) Werden umgekehrt in irgend einem Projectionsstrahl,
etwa in b, zweier gegebener projectivischer Geraden 4, 4,,
die in schiefer Liage sich befinden, zwei beliebige Punkte B,,
B, als Mittelpunkte zweier Strahlbiischel angenommen, wovon
der erste auf A und der andere auf 4, bezogen wird, und
die mithin in Ansehung der Strahlen @, 6,, ¢,, d,,... und
@y, by, Cyy ... projectivisch sind (§ 11, III), so werden sie,
da in dem Strahle b zwei entsprechende Strahlen 6,, b, ver-
einigt sind, perspectivisch liegen (§ 14), und ihr perspec-
tivischer Durchschnitt 4, wird offenbar mit jeder der zweil
gegebenen Geraden A, A, projectivisch sein und perspec-
tivisch liegen, nimlich 4 und 4,, 4, und A4, werden B,
B, zum Projectionspunkt haben.

b) Werden die Punkte B,, B, insbesondere in zwei ent-
sprechenden Punkten 0b,, b der gegebenen Geraden A4,, 4
angenommen, némlich B, in b, und B, in b, wie (Fig. 33),
so fallen die Strahlen e,, d, mit den Geraden A, 4 zu-
sammen, so dass also die Durchschnitte ey, b, der entsprechen-
den Strahlen ¢, und e,, d, und d, in ¢, b liegen, und dass
folglich in diesem Falle der perspectivische Durchschnitt 4,
der Strahlbiischel die gegebenen Geraden 4,, A in denjenigen
Punkten schneidet, die den in ihrem Durchschnitte vereinigten
Punkten ¢, b, entsprechen. Da die Gerade A, durch die
zwei Punkte e,, b,, oder e, b, bestimmt ist, so bleibt also
der perspectivische Durchschnitt (4,) derselbe, man mag die
Mittelpunkte B,, B, der Strahlbiischel, in welchen zwei ent-
sprechenden Punkten der gegebemen Geraden A,, A, also in
b, und b, oder in @, und a, oder in ¢, und ¢, u.s. w., an-
nehmen als man will; so dass also die Durchschnitte ay, ¢,
foy... [88] der Geradenpaare ab, und a,b, be, und b, ¢, ac
und a,c,..., die bei zwei schief liegenden projectivischen
Geraden A, A, je zwei Paar entsprechender Punkte wechsel-
seitig verbinden, in einer und derselben_Geraden A4, liegen.

Wenn andererseits von drei beliebigen Strahlbiischeln B,
B,, B, (Fig. 32), die unter einander projectivisch sind, sich
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zwei, etwa B, B,, in schiefer, dagegen jeder derselben
mit dem dritten B, in perspectivischer Lage befinden, so dass
also in der Axe B B, der ersteren zwei einander nicht ent-
sprechende Strahlen, etwa e, d,, dagegen in jeder der zwei
Axen B B,, B, B, zwei entsprechende Strahlen, etwa £ und 4,,
[, und /, vereinigt sind, und sind ferner A4,, A4, die per-
spectivischen Durchsehnitte der Strahlbiischel 5 und B,, B,
und B,: so miissen offenbar im Durchschnitte der Geraden
A,, A, die Durchschnitte von irgend drei entsprechenden
Strahlen, etwa die Durchschnitte §, b,, b, der Strahlen b, b,,
b,, und ferner miissen in jedem der beiden Punkte, wo die
zwei Paar vereinigten entsprechenden Strahlen £%,, 7,7, ihrem
entsprechenden dritten Strahl %, / begegnen, zwei ent-
sprechende Punkte f und f,, [ und [, vereinigt sein. Und
umgekehrt:

«) Sind irgend zwei projectivische Strahlbiischel B, B,
in schiefer Lage gegeben, und man zieht durch den Durch-
schnitt irgend zweier entsprechender Strahlen, z. B. durch
den Durchschnitt b der Strahlen b, b,, zwei beliebige Gerade
A,, A,, so werden letztere in Ansehung der Punkte a,, b,
g 5o, s umdias B ades D) 0" intiwelchen! sie s dief Strabl
biischel B, B, schneiden, projectivisch sein (§ 11, III), und,
da in dem Punkte b zwei entsprechende Punkte b,, b, der-
selben vereinigt sind, so werden sie pergpectivisch liegen
(§ 14), und ferner wird offenbar der [89] Strahlbiischel 5,,
welcher durch ihre Projectionsstrahlen a,, b,, ¢,, d,,... ge-
bildet wird, mit jedem der zwei gegebenen Strahlbiischel B,
B, projectivisch sein und perspectivisch liegen, nimlich B
und B,, B, und B, werden die Geraden 4,, 4, zum per-
spectivischen Durchschnitt haben.

B) Werden die Geraden 4,, A, insbesondere so gelegt,
dass sie mit den Strahlen b,, 6 zusammenfallen, wie (Fig. 34),
80 vereinigen sich, wie man sieht, die Punkte e,, b, mit den
Mittelpunkten B, B, der gegebenen Strahlbiischel, so dass
also in diesem Falle, statt der entsprechenden Strahlen /4
und %,, [ und /,, die entsprechenden Strahlen ¢ und d,,
¢ und e, aufeinander fallen, und dass folglich in diesem Falle
der Projectionspunkt B, der Geraden 4,, 4,, der Durch-
schnitt derjenigen zwei Strahlen d, e, ist, deren entsprechende
d,, ¢ in der Axe BB, der gegebenen Strahlbiischel B, B,
vereinigt sind. Da der Punkt B, vermoge der Strahlen d, e
bestimmt ist, so bleibt also der Projectionspunkt der Geraden
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A,, A, der nimliche, man mag diese mit welchen zwei ent-
sprechenden Strahlen der gegebenen Strahlbiischel B, B, zu-
sammen fallen lassen, als man will, also mit 6 und 4,, oder
mit ¢ und @;, oder mit ¢ und ¢,, u.s. w., so dass folglich
die Geraden a,, ¢,, f,,...; die durch die Punktenpaare a,
und a,, ¢, und c,, f, und f,,... gehen, in welchen bei zwei
schief liegenden projectivischen Strahlbiischeln B, B, je zwei
entsprechende Strahlenpaare einander wechselseitig schneiden,

in einem und demselben Punkte B, zusammentreffen.
In den vorstehenden Betrachtungen sind die Beweise und
Auflosungen der nachfolgenden Sitze und Aufgaben enthalten.

[90] 1. »Bei jedem Sechseck B, B,
faa,l, B, (Fig. 31), welches zwer
schief liegende projectivische Gle-
rade A, A, und vrgend vier Pro-
Jectronsstrahlen a, b, I, k& derselben
zu Setten hat (o), treffen die drei
Diagonalen By a, Byay, £, welche
die gegeniiber liegenden Ecken ver-
binden, in wrgend einem Punkte a,
LUSAMMEN.«

II. » Bei wmwet schief liegenden
projectivischen  Geraden A, A,
(Fig. 33) liegen die Durchschnitte
gy Coy oy - .. der verschiedenen Paar
Geraden (ab, und ba,, b¢; und
¢by, acy und ca,...), welche je
zwer Paar entsprechender Punkte
wechselseitig verbinden, in einer
bestimmien Geraden A,, die nim-
lich _den gegebenen Geraden A, A,
m denjenigen zwer Punkten 9, e,
begegnet, deren entsprechende Dy, ¢
. vhrem Durchschnitte vereinigt
sind (b).«

[9011. » Bet jedemSechseck Ba B,
(6% B (Fig. 32),welches die Mittel-
punkte B, By zweier schief liegen-
den Strahlbiischel und irgend vier
Durchschnitte a, b, [, £ entsprechen-
der Strahlen 2w Setten hat («),
liegen die drei Durchschmitte ay,
B,, a, der drev Paar gegeniiber
liegenden Seiten, in wgend einer
Geraden a,.«

1. » Bet. zwer schief liegenden
projectwischen Strahibiischeln B,
B, (Fig. 34) treffen die Geraden
Ay, Coy fay-.w durch die verschie-
denen Punktenpaare (a; und g,
¢, und ¢y, f, und fs,...), o wel-
chen je zmwer Paar entsprechender
Strahlen sich wechselseitig selhmner-
den, in einem bestimmten Punkte
B, zusammen, der nimiich mat
den Mittelpunkten B, B, der Strahl-
biischel ~durch diejenigen  zwer
Strahlen d, e, verbunden ist, deren
entsprechende dy, e tn threr Aze
veremigt sind. ().«

Die Sitze (I) lassen sich auch umkehren. Die Sitze (II)
enthalten die obigen Sitze (§ 20, IV) als besondere Fille,
und wie leicht zu sehen, den obigen Satz des Pappus nebst
dessen entsprechenden (§ 23, III), als Theile in sich.

II1. » Zwes der Lage nach und
projectivisch gegebene Glerade mit-
telst des Lineals allein, schief auf
emander zu projiciren;« d. h.: [91]
a) »Wenn ber zwer n SchieftZT

I1I. »Zwev der Lage nach und
projectivisch gegebene Strahlbiischel
mittelst des Lnneals allein, schief
auf emnander zu [91] projiciren;«
d.h. s @) » Wenn bet zwer tn schiefer
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Lage gegebenen projectivischen Ge-
raden A, 4, eine zur Bestimmung
shrer p) ojectiveschen  Bezvehung
Tinreichende Zahl entsprechender
Punktenpaare, also drev Paare,
gegeben sind, so sollen muttelst
des Lineals allewn, andere ent-
sprechende Pwektwpaa) e gefunden
werden, oder so soll zu jedem be-
Zubzgm Punkt in der emen Ge-
raden der entsprechende wn der
anderen Geraden, und namentlich
sollen b) diejentgen zwer Punkite
(0, ¢&), deren entsprechende im
Durchschnitte der Geraden ver-
etnigt sind, c) die Durchschnitte
der Pamllelstm]zlen, und endlich
d) derjenige Projectionsstrahl, wel-
cher einem der drev  gegebenen
Projectionsstrahlen in irgend einem
gegebenen Punlte begegnet, ge-
Sfunden werden.«

Lage gegebenen  projectivischen
Strahlbiischeln B, B, eine zur Be-
stimmung threr projectivischen Be-
ziehung  hinreichende  Zahl  ent-
sprechender Strahlenpaare, also drei
Paare, gegeben sind, so sollen mut-
telst des ILwmeals allewn, andere
entsprechende Strahlenpaare ge-
Junden werden, oder so soll zu
Jedem beliebigen Strahl des einen
Strahlbiischels der entsprechende
om anderen Strahlbiischel, und na-
mentlich sollen B) diejenigen zwer
Strahlen (d,e,) deren entsprechende
wn der Axe B B, der Strahlbiischel
veremigt sind, und ferner y) der-
Jenige Durchschnitt wrgend zweter
entsprechenden Strahlen, welcher
wm wrgend ewner Geraden liegt, die
durch den Durchsclmitt eines der
drei  gegebenen  entsprechenden
Strahlenpaare geht, gefunden wer-

den.«

Auflosung. 1) Sind 4, 4, (Fig. 31) die gegebenen Ge-
raden, und sind o und a,, b und b,, ¢ und ¢, die drei Paar
gegebener entsprechenden Punkte, so nehme man in einem
der drei Projectionsstrahlen «, b, ¢, etwa in b, zwei beliebige
Punkte B,, B,, ziehe aus ihnen die Strahlenpaare B, a und
B,a,, B¢ und B,¢,, die sich in den Punkten a,, ¢, schnei-
den, und ziehe durch diese Punkte die Gerade A,. Soll nun
a) zu irgend einem Punkte ¢ in der Geraden A der [92] ent-
sprechende Punkt yr, in der Geraden 4, gefunden werden,
so ziehe man den Strahl B,r, der die Gerade 4, in einem
Punkte y, schneiden wird, und ziehe sodann aus B, durch x,
einen Strahl B,r,r,, so wird dieser der Geraden 4, in dem
gesuchten Punkte r, begegnen. b) Zieht man also die Strah-
len B,e, B,b,, und sodann durch die Punkte e,, d,, in wel-
chen sie die Gerade .4, schneiden, die Strahlen 5, e,e,,

B,b,b, so miissen diese den gegebenen Geraden A4,, A in
denjenigen Punkten ¢,, b begegnen, welche den in ihrem
Durchschnitte vereinigten Punkten e, b, entsprechen. c) Und

zieht man ferner durch B,, B, die Strahlen ¢, » den Geraden
A, A, parallel, und sodann durch die Punkte q,, v, die
Strahlen B,q,9,, B,t,t, so werden diese den Geraden 4,, 4
in den Durchschmtten q,, v der Parallelstrahlen, d. h., in
denjenigen Punkten begegnen, deren entsprechende Qi un—
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endlich entfernt sind. d) Zieht man endlich durch die Punkte
f, [,, in welchen die gegebenen Geraden A, A, von der Ge-
raden A, geschnitten werden, die Strahlen B,f, B, [,, so sind
diese diejenigen Projectionsstrahlen %, / (der gegebenen Ge-
raden A4, A,), welche dem gegebenen Projectionsstrahle & in
den beliebig angenommenen Punkten B,, B, hegegnen.
2) Nimmt man die Punkte B,, B, in den entsprechenden
Punkten b, b, an, wie in (Fig. 33), so wird, wie man sieht,
die Auflosung fiir die Forderung (b) sehr vereinfacht, indem
alsdann die Gerade A, selbst durch die gesuchten Punkte
¢;, D geht.

2) Sind andererseits B, B, (Fig. 32) die gegebenen Strahl-
biischel, und @, b, ¢ und @, b,, ¢, die drei gegebenen ent-
sprechenden Strahlenpaare, so ziehe man durch den Durch-
schnitt des einen Paars, etwa durch b, zwei beliebige Gerade
A, A,, die den iibrigen gegebenen Strahlen in den Punkten
a,, €5 @, C, begegnen, [93] und verbinde diese Punkte paar-
weise durch die Strahlen @,, c,, die sich in irgend einem
Punkte B, schneiden werden. Soll nun «) zu irgend einem
Strahl z des Strahlbiischels B der entsprechende Strahl z, im
anderen Strahlbiischel B, gefunden werden, so verbinde man
den Punkt y,, in welchem 2 der Geraden .4, begegnet, mit
dem Punkte B, durch einen Strahl z,, der die Gerade i
in einem Punkt x, schneiden wird, so wird alsdann B, y, der
gesuchte Strahl z, sein. () Zieht man also die Axe BB,
verbindet die Durchschnitte e,, b, mit B, durch die Strahlen
¢,, d,, die den Geraden A,, A, in ¢, b, begegnen, und zieht
sodann die Strahlen B,e,, BD,, oder e, d, so sind diese
diejenigen Strahlen, deren entsprechende e, d, in der Axe
BB, vereinigt sind. y) Zieht man endlich aus B, B, durch
B, die Strahlen %, /,, die den Geraden A,, 4, in den
Punkten I, [ begegnen, so sind diese diejenigen Durchschnitte
entsprechender Strahlen (4 und %,, [ und /,, der gegebenen
Strahlbiischel B, B,), welche in den, durch den Durchschnitt b
des gegebenen Strahlenpaars &, b, beliebig gezogenen Geraden
4,, A, liegen. 2) Fir die Forderung () wird die Auflssung
vereinfacht, wenn man die entsprechenden Strahlen 0, b,
selbst statt der Geraden A,, A4, nimmt, wie in (Fig. 34), in-
dem alsdann die gesuchten Strahlen d, ¢, durch den Punkt B,
gehen.

IV. »Wenn bei zwei schiefliegenden projectivischen
Gebilden B, A (d.h. ein Strahlbiischel B und eine Gerade 4,
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siche § 6, 1) drei entsprechende Elementenpaare ge-
geben sind, so soll man mittelst des Lineals allein,
zu irgend einem Element des einen Gebildes, das
entsprechende Element des anderen Gebildes finden.c

[94] Diese Aufgabe kann leicht auf eine der vorigen Auf-
gaben (III) gebracht werden. Denn schneidet man den Strahl-
bischel B durch irgend eine Gerade .4,, so ist diese mit
der gegebenen Geraden A projectivisch, und die Aufgabe ist
alsdann auf die obige (IIL. links) gebracht. Oder man be-
ziehe irgend einen Strahlbiischel B, auf die gegebene Ge-
rade A, so wird derselbe mit dem Strahlbiischel B projec-
tivisch sein, und die Aufgabe ist alsdann auf die obige (IIL
rechts) gebracht.

25. Aus den vorigen Betrachtungen (§ 24) sind nur die-
jenigen Sitze und Aufgaben herausgehoben worden, die fiir
spitere Untersuchungen unumginglich erforderlich sind. Es
hitten noch mehr Sitze und Aufgaben an dieselben an-
geschlossen werden konnen. Ferner wiirden andere Verbin-
dungen der betrachteten projectivischen Gebilde noch viele
interessante Resultate liefern, wenn nicht dieses Kapitel schon
eine zu grosse Ausdehnung erlangt hitte.

Zum Schlusse dieses Kapitels soll nur noch die folgende
bekannte Aufgabe gelost werden.

»Wenn in einer Ebene zwei beliebige gleichnamige
Vielecke gegeben sind, ein drittes zu beschreiben,
welches dem einen umschrieben und dem anderen
eingeschrieben ist.« Oder: »Ein Vieleck zu beschrei-
ben, dessen Seiten der Reihe nach durch gegebene
Punkte gehen, und dessen Kcken der Reihe nach in
gegebenen Geraden liegen.c

Auflosung. Diese anscheinend schwere Aufgabe wird
leicht auf die obige (§ 17) gebracht, so dass sie, sobald in
der Ebene irgend ein Kreis gegeben ist, sofort mittelst des
Lineals gelost werden kann; namlich wie folgt.

Es seien z. B. irgend vier Gerade A, 4,, A4,, A4, [95]
(Fig. 35) und irgend vier Punkte B, B,, B,, B, gegeben, so
soll also ein Viereck beschrieben werden, dessen Ecken, in
bestimmter Ordnung genommen, in jenen Geraden liegen und
dessen Seiten, nach bestimmter Ordnung, durch jene Punkte
gehen.

Werden die Punkte B, B,, B,, B, nach der Reihe als
Projectionspunkte der Geradenpaare A und A4,, 4, und 4,
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A, und 4,, A, und A4, angenommen, wo nimlich A4, eine
mit A vereinigte fiinfte Gerade ist, so sind alsdann alle Ge-
rade unter einander projectivisch, also auch 4 wund A,
(§ 11, III), und zwar so, dass zu irgend einem Punkte a in
der ersten Geraden A, bloss durch Ziehen der Strahlen «, g,
a4y, @, die entsprechenden Punkte a,, a,, a,, 0, in den iibrigen
Geraden nach der Reihe gefunden werden. Nun verlangt die
Aufgabe offenbar nichts anderes, als man solle den ersten
Punkt a so annehmen, dass der letzte a, mit ihm zusammen-
treffe. Es fallen aber bei zwei aufeinander gelegten projec-
tivischen Geraden 4, A, im Allgemeinen nur hochstens zwei
Paar entsprechende Punkte aufeinander (§ 16, II), folglich
sind im Allgemeinen auch nur zwei Vierecke mog-
lich, die der Aufgabe geniigen. Somit ist also die Auf-
gabe auf die obige (§ 17) gebracht, weil hiernach die ge-
nannten Vierecke gefunden sind, sobald man die vereinigten
entsprechenden Punktenpaare (¢ und e,, fundf,) der Geraden
A, A, kennt. Um diese Punktenpaare finden zu konnen, ist
aber nur nothig, zu irgend drei beliebigen Punkten a, b, ¢ in
der Geraden .4 die entsprechenden Punkte a,, b,, ¢, in der
Geraden A,, nach der vorhin angegebemen Art, zu suchen.

Man konnte die Aufgabe auch so losen, dass man statt
der finften Geraden A, ein fiinftes, etwa mit B concen-
trisches, Strahlbiischel B, zu Hiilfe nihme; [96] indessen wiire
die Aufldsung nicht so bequem, wie die vorstehende.

Es ist klar, dass die Aufldsung sich ganz #hnlich bleibt,
das zu beschreibende Vieleck mag so viele Seiten haben, als
man will, und dass die Aufgabe, im Allgemeinen, nur zwei
Auflosungen zulasse. Wenn aber die Rangordnung der ge-
gebenen Punkte (B, B,, B,,...) und Geraden (4, 4,, 4,,...)
nicht festgesetzt ist, dann ist die Zahl der Auflosungen viel
grosser, und vermehrt sich mit der Seitenzahl des Vielecks;
$0 z. B. wiirden bei dem vorhin betrachteten Fall, wo die zu

beschreibende Figur nur ein Viereck war, 144 Auflosungen
stattfinden *).

. %) Es wurde schon oben (§ 19) erwiihnt, dass durch »Punkte
eier Ebene 3-4-5...(n—1) verschiedene einfache 2 Ecke bestimmt
werden.?) Man iiberzeugt sich davon wie folgt. Die Punkte lassen
sich offenbar so oft in anderer Ordnung verbinden, als » Elemente
Sich versetzen lassen, also 1-2-3...n Mal. Allein je zwei Ver-

indungen, die einander gerade entgegengesetzt sind, d.h. wo die

Rangordnung der Punkte gerade umgekehrt ist, sind offenbar nicht

Ostwald’s Klassiker. 82, 6
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Die Aufgabe umfasst eine grosse Menge besonderer Fille,
deren Besonderheit z. B. darin besteht, dass die gegebenen
Punkte theilweise in Geraden liegen, oder die gegebenen Ge-
raden theilweise durch dieselben Punkte gehen, oder dass
die gegebenen Punkte oder Geraden theilweise aufeinander
fallen; u. s. w. Die Auflosung dieser Fille ist leicht aus
der vorstehenden Auflosung zu entnehmen.

[97] Die obige Aufgabe wurde zuerst von den Mathe-
matikern Servois, Gergonne und Lhuilier gelost, im I Bde.
der Annales de Muathématiques. Die vorstehende Auflosung
ist vermdge des Umstandes: »dass sie nur im Ziehen
gerader Linien zwischen gegebenen Punktenpaaren
besteht, sobald in der Ebene irgend ein Kreis ge-
geben ist;« unter allen mir bekannten Auflosungen die ein-
fachste und leichteste.

zwei verschiedene, sondern nur ein und dasselbe » Eck (z. B
bei finf Punkten ist 4B CDL und ED CBA ein und dasselbe
Fiinfeck), daher ist auch die Zahl der verschiedenen n Ecke nur
halb so gross als die Zahl der genannten Versetzungen.

Ausserdem kann ein einfaches n-Eck bei jeder seiner Ecken
beginnen, [z B. Dei fiinf Punkten sind 4BCDE, BCDEA,
CDEAB, u. s w. immer ein und dasselbe Piinfeck], daher ist die
Zahl der wirklich von einander verschiedenen n-Kcke nur:

lie2i s 3o o kit e :
o =345 .. (wi—1).

Wenn nun, in Beziehung auf die oben stehende Aufgabe, die
Seiten eines (einfachen) » Ecks durch » gegebene Punkte BB, 5Bk
Bn—1 gehen sollen, so sind dabei offenbar ebenfalls 3-4-5...(n—1)
verschiedene Rangordnungen moglich. Nun bleibt bei jedem von
diesen 3-4-5...(n—1) versehiedenen » Ecken noch die Rangordnung
frei, nach welcher die Ecken desselben in den gegebenen Geraden 4,
Ay, Ay ... An—1 liegen. Die Zahl dieser Ordnungen ist aber offen-
bar der Versetzungszahl fiir » Elemente (etwa fiir » Personen g, a;..-
auf » Plitzen A, A,...) gleich, also = 1-2-3...n. Da endlich, zu-
folge der ober stehenden Auflosung, fiir eine bestimmte Rang-
ordnung der Punkte B, By, Bs,... und der Geraden 4, A, Ao,y
im Allgemeinen, zwei Auflosungen stattfinden, so ist folglieh,
wenn die Rangordnung weder der gegebenen Punkte B, B,,...Bn—
noch der gegebenen Geraden A, 4,,... dn—1 festgesetzt ist, die
Zahl aller Auflosungen im Allgemeinen

345 m—1)><1-2:3:4...nX2= 12.92.32.42, . (n—1)*-n.




Zweites Kapitel.

Von projectivischen Geraden, ebenen Strahlbiischeln
und Ebenenbiischeln im Raume.

Ein Ebenenbiischel verbunden mit Geraden und ebenen Strahlbiischeln.

26. In dem vorhergehenden Kapitel war der Ort der Ge-
bilde, die betrachtet wurden, ausdriicklich auf eine Ebene
beschrinkt. Es bleibt demnach noch iibrig diese Gebilde,
nimlich projectivische Gerade und [98] ebene Strahl-
biischel, in solcher Lage zu untersuchen, wo sie nicht mehr
in einer und derselben Ebene liegen. Zu diesem Ende ist
es zweckmégsig und, wie sich zeigen wird, der Natur der
Sache angemessen, das dritte Gebilde, nimlich den Ebenen-
biischel (§ 1, III), mit jenen zugleich zu betrachten.

Bei den folgenden Betrachtungen lassen sich die Gebilde
und ihre verschiedenen Verbindungen, weil sie nicht mehr in
einer Ebene liegen, nicht leicht durch Zeichnungen (Figuren)
vorstellig machen; dieses ist aber auch nicht nothig, weil
durch zweckmissige Benennungen das Festhalten der Zu-
sammenstellungen der zu betrachtenden Gebilde erleichtert
wird.  Ueberhaupt sind stereometrische Betrachtungen, meiner
Meinung nach, nur dann richtig aufgefasst, wenn sie rein,
ohne alle Versinnlichungsmittel, nur durch die innere Vor-
stellungskraft angeschaut werden. Wenigstens ist dieses fiir
die synthetische Betrachtungsweise erforderlich, und vorzugs-
weise fiir Denjenigen, der darin erfinderisch zu Werke gehen
will; denn nur auf diesem Wege kann er seinen Gegenstand
selbst gewiihren lassen, kann er den ganzen Umfang der
Eigenschaften einer Figuren-Verbindung in allen ihren ein-
zelnen Fillen und nach allen ihren Grenzen hin leicht und
richtig  durchschauen, und alle diese Fille zusammen als ein
in einander fliessendes oder aus sich selber heraustretendes
Ganzes erkennen. Wenn auch im Anfange diese freie Vor-
stellung einige Mithe macht, so wird man doch bald eine
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gewisse Fertigkeit darin erlangen, und sich dann fir die
iiberstandene Anstrengung hinlinglich entschiidiget finden.
Wer bemiiht wire durch andere Mittel diese Anstrengung zu
umgehen, der dirfte nicht wohl thun, indem er das Vor-
stellungsvermogen, statt gesund, [99] kriftig und lebensthitig
zu machen, dasselbe vielmehr in dunkler, schwerfélliger Auf-
fassung erhalten wiirde.

Da die folgenden Betrachtungen mit demen im vorigen
Kapitel grosse Uebereinstimmung haben, ja da sie grossen-
theils durch die letzteren vorbereitet sind, oder sich auf die-
selben stiitzen, so werde ich mich dabei kiirzer fassen diirfen
und npur nothig haben, die Entwickelung so weit zu ver-
folgen, bis sie auf friihere Betrachtungen gebracht, oder bis
die weitere Untersuchung durch ein mit dem frithern ganz
iibereinstimmendes Verfahren zu Ende gefiihrt werden kann.

97. Nach der oben (§ 1, III) gegebenen Erklirung besteht
ein Ebenenbiischel aus der unzihligen Menge von Ebenen,
welche durch eine und dieselbe Gerade, Axe genannt, gehen.
Die Axe eines solchen beliebigen Ebenenbiischels soll durch A
bezeichnet werden, und wenn von den Ebenen desselben ein-
zelne namhaft gemacht werden sollen, so mogen sie @, 3, 7,
d,... heissen.

I. Denkt man sich im Raume irgend einen Ebenenbiischel
9 und irgend eine Gerade 4 und bezieht beide auf einander,
so findet man:

1) Dass im Allgemeinen durch jeden Punkt der Geraden .4
eine Ebene des Ebenenbiischels 9 geht. Jeder Punkt
und die durch ihn gehende Ebene sollen entsprechend
heissen, und zwar sollen die den Punkten a, b, ¢, D, ...
entsprechenden Ebenen nach der Reihe durch o, 3, 7,
J,... bezeichnet werden. Nur eine Ebene ist mit der
Geraden .4 parallel, oder geht nach ihrem unendlich
entfernten Punkte; sie heisse die Parallelebene (§ 2).%)

2) Inshesondere kann die Gerade A in eine solche Lage
iibergehen, dass sie die Axe  des [100] Ebenenbiischels
schneidet, dann liegt sie in einer Ebene des letzteren,
und schneidet alle tibrigen Ebenen in einem und dem-
selben Punkte, der niimlich der Durchschnitt der Ge-
raden 4 und 9 ist. Darunter ist auch der besondere
Fall mitbegriffen, wo die Gerade .4 der Axe I parallel,

d. h. nach ihrem unendlich entfernten Punkte ge-
richtet ist.

|
|
|
|
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II. Denkt man sich mit dem Ebenenbiischel 9 zugleich
irgend eine andere Ebene B, so finden zwischen ihnen fol-
gende Beziehungen statt:

1) Thr gegenseitiger Durchschnitt ist ein ebener Strahl-
biischel, d. h., die Durchschnittslinien, in welchen alle
Ebenen des Ebenenbiischels % die besondere Ebene B
schneiden, bilden zusammen einen Strahlbiischel B in
dieser Ebene, dessen Mittelpunkt der Durchschnitt der
Ebene B und Axe U ist. Die Strahlen, oder die
Durchschnittslinien, durch welche die einzelnen Ebenen
o, B, ¥, 0,... gehen, sollen nach der Reihe durch
a, b, ¢, d,... bezeichnet werden, und jeder Strahl und
die durch ihn gehende Ebene sollen entsprechend
heissen.

2) Die Ebene B kann inshesondere ihre Lage so verindern,
dags sie der Axe U parallel wird: dann entfernt sich
der Mittelpunkt des ebenen Strahlbiischels B ins Un-
endliche, und alle Strahlen desselben werden parallel,
nidmlich der Axe 9 parallel. Nihert sich in diesem
Falle ferner die Ebene B der ihr parallelen Axe 9, bis
sie endlich diese in sich aufnimmt, so wird sie mit
irgend einer Ebene des Ebenenbiischels 9 zusammenfallen,
und mit allen iibrigen Ebenen die Axe 9 zum gemein-
schaftlichen Durchschnitt [101] haben, so dass also der
Strahlbtischel B sich auf diese Axe reducirt.

3) Endlich kann die Ebene B auch eine solche besondere
Lage haben, dass sie zu der Axe I senkrecht ist: dann
werden durch die Winkel im Strahlbiischel B die
Flichenwinkel im Ebenenbiischel 2 dargestellt, d. h.,
der Winkel, welchen irgend zwei Strahlen des ersteren
einschliessen, ist dem Flichenwinkel der ihnen ent-
sprechenden Ebenen gleich, so dass also z. B. Winkel
(ad) = (ef), (ac) = [ap), (b) = (B7)-.., Wohn nim-
lich der Winkel, den zwei Ebenen, etwa «, ( .ein-
schliessen, durch (¢/3) bezeichnet wird.4)

III. Hat man auf die vorstehende Art eine Gerade A (I)
oder einen ebenen Strahlbiischel B (II) auf einen Ebenen-
biischel [ bezogen, so sollen die jedesmaligen zwei Gebilde
4 und 9, oder B und A »projectivische heissen, nimlich
in Ansehung der entsprechenden Elementenpaare g und e,
b und @2, ¢ und y,..., oder @ und «, & und g, ¢ und y,.
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Befinden sich die Gebilde in solcher Lage, dass die Punkte
a, b, ¢,... oder die Strahlen @, b, ¢,... in den ihnen ent-
sprechenden Ebenen o, 3, 7,... liegen, wie bei vorstehenden
Betrachtungen, so soll gesagt werden, sie seien oder sie liegen
»perspectivische, und wenn dieses nicht der Fall ist, so
soll ihre Lage »schief« heissen.

IV. Der Ebenenbiischel 9 kann sich insbesondere so ver- |
indern, dass seine Axe 9 sich ins Unendliche entfernt, so |
dass alle Ebenen o, (3, 7,... desselben unter sich parallel
werden. Daher kann man umgekehrt irgend ein System von
Parallelebenen als einen Ebenenbiischel betrachten, dessen
Axe unendlich entfernt ist. Bei einem solchen Ebenenbiischel
wird irgend eine [102] schneidende Ebene B einen ebenen
Strahlbiischel hervorbringen (II), dessen Strahlen ebenfalls
parallel sind.9)

28. Die Geraden und die ebenen Strahlbiischel, welche
mit einem und demselben Ebenenbiischel 2 perspectivisch
sind (§ 27), haben unter einander folgende Beziehungen :

Je zwei ebene Strahlbiischel B, B,, die in demselben
Ebenenbiischel 9 liegen, d. h. die entstehen, wenn letzterer
von irgend zwei Ebenen B, B, geschnitten wird, sind in
Betracht der Strahlenpaare ¢ und «,, 6 und b,, ¢ und ¢,,...,
die beziehlich in den Ebenen «, 8, 7,... des Ebenenbiischels A
liegen, projectivisch, und zwar kann man sagen sie liegen
perspectivisch. Denn wird die Durchschnittslinie der beiden
Ebenen B, B, durch 4 bezeichnet, so werden, wie sich aus
der Anschauung ergiebt, alle Strahlenpaare ¢ und @,, 6 und
b,, ¢ und ¢,,... der Strahlbiischel B und B,, sich auf der
Geraden A schneiden, und heissen diese Durchschnittspunkte,
wie gehorig, a, b, ¢,..., so sind einerseits B und 4 in An-
sehung der Elemente «, b, ¢,... und a, b, ¢,... und anderer-
seits &, und A in Ansehung der Elemente «,, b,, ¢;,... und
a, b, ¢,... projectivisch (§ 2), folglich sind auch B und B,
in Hinsicht - der Elemente @, b,.¢,... und @, 8,,.¢,,... pro-
jectivisch, und zwar, da die Durchschnitte der entsprechenden
Strahlen auf einer Geraden, néimlich auf 4 liegen, so soll
ihre Lage, obgleich sie sich nicht in einer Ebene befinden,
perspectivisch heissen, und jene Gerade A soll ihr per-
spectivischer Durchschnitt und die Axe ¥ des Ebenen-
biischels ihre Projectionsaxe genannt werden. Wird also
von zwei projectivischen ebenen Strahlbiischeln, die in einer
Ebene perspectivisch liegen, wie etwa B, B, (Fig. 10) der
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eine um den perspectivischen Durchsehnitt 4 [103] herum-
bewegt, so bleiben die Strahlbiischel fortwithrend perspec-
tivisch, und liegen, sobald sie sich nicht mehr in einer Ebene
befinden, in einem Ebenenbiischel 9, welcher durch sie be-
stimmt wird.

Wenn insbesondere die Ebenen B, B, der Axe 2 des
Ebenenbiischels in einem und demselben Punkte begegnen, so
dass also die ebenen Strahlbiischel B, B, concentrisch sind,
so geht auch der perspectivische Durchschnitt 4 durch ihren
gemeinschaftlichen Mittelpunkt, und zwar sind in ihm (in A)
zwei entsprechende Strahlen vereinigt. Und also auch um-
gekehrt: Werden zwei projectivische ebene Strahlbiischel 5,
B, beliebig concentrisch gelegt, ohne dass sie in einer
Ebene liegen, aber dass zwei entsprechende Strahlen zu-
sammenfallen, so sind sie perspectivisch, nédmlich sie liegen
in einem und demselben Ebenenbiischel 9, der durch sie be-
stimmt wird, und der gemeinschaftliche Strahl ist als ihr
perspectivischer Durchschnitt anzusehen,

Nun folgt ferner, dass irgend ein ebener Strahlbiischel B
und irgend eine Gerade A4 (die nicht in der Ebene B liegt),
die in demselben Ebenenbiischel 9 liegen, in Ansehung der
Elemente @, 4, ¢, d,... und @, b, ¢, b,... projectivisch sind.
Denn denkt man sich irgend eine Ebene B, durch 4, so
bringt sie (im Ebenenbiischel ) einen ebenen Strahlbiischel B,
hervor, der, wie man sieht, mit 4 in Ansehung der Elemente
@, by, ¢,... und a, b, ¢, ... projectivisch ist, und da er, zn-
folge vorstehender Betrachtung, auch mit B projectivisch ist,
so sind folglich auch B und A projectiviseh (§ 11, II), wie
behauptet worden.

Daher sind ferner je zwei Gerade A, 4,, die in dem-
selben Ebenenbiischel U liegen, in Ansehung der: entsprechen-
den Punkte a, b, ¢,... und a,, b, c,,... projectivisch. Denn
sie sind beide mit dem ebenen |[104] Strahlbiischel B, mithin
auch unter sich projectivisch.%) Schneiden die Geraden A, A,
einander, so sind sie perspeectiviseh, némlich ibr Projections-
punkt liegt in der Axe des Ebenenbiischels A, er ist der
Durchschnitt dieser Axe und der Ebene, in welcher alsdann
die Geraden liegen.

Das Ergebniss der vorstehenden Betrachtungen besteht also
in folgenden Eigenschaften :

I. »Je zwei ebhene Strahlbiischel B, B,, die in
einem und demselben Ebenenbiischel 9 liegen, sind
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perspectivisch, und zwar ist der Durchschnitt ihrer
Ebenen ihr perspectivischer Durchschnitt.« Und um-

gekehrt: »Haben zwei projectivische ebene Strahl-

biischel B, B, einen perspectivischen Durchschnitt 4,
d. h., sind sie perspectivisech, so liegen sie in einem
Ebenenbiischel I, der durch sie bestimmt wird, oder
inshesondere in einer Ebene; wird nimlich der eine
um A herumbewegt, so bleiben sie stets in irgend
einem Ebenenbiischel, und fallen endlich die Ebenen
beider Strahlbiischel aufeinander, so vereinigen sich
alle Ebenen des Ebenenbiischels mit ihnen.« »Liegen
die Strahlbiischel B, B, im Ebenenbiischel A ins-
besondere concentriseh, so sind im perspectivischen
Durchschnitt 4, der dann durch den gemeinschaft-
lichen Mittelpunkt geht, zwei entsprechende Strahlen
vereinigt; und umgekehrt, sind bei zwei projec-
tivischen ebenen Strahlbiischeln B, B,, die nicht in
einerlei Ebene liegen, die Mittelpunkte und zwei
entsprechende Strahlen vereinigt, so liegen sie in
einem Ebenenbiischel 9, dessen Axe 2 natiirlicher-
weise durch den gemeinsamen [105] Mittelpunkt geht,
und der gemeinschaftliche Strahl ist als perspec-
tivischer Durehschnitt der Strahlbiischel anzusehen.c’)

II. »Jede Gerade A4 und jeder ebene Strahlbiischel
B, die in einem und demselben Ebenenbiischel ¥«
liegen, sind projectivisch.c

II1. »Je zwei Gerade 4, 4,, die in einem und dem-
selben Ebenenbiischel I liegen, sind projectiviseh,
und wenn sie sich schneiden, so sind sie perspec-
tivisch, und ihr Projectionspunkt liegt in der Axe ¥
des Ebenenbiischels.«

In Hinsicht #hnlicher Geraden und in Hinsicht gleicher
ebener - Strahlbtischel finden insbesondere folgende Eigen-
schaften statt:

IV. »Alle Geraden, die in demselben Ebenen-
biischel 9 liegen und mit einer und derselben Ebene
desselben parallel gehen, sind projectivisch dhnlich.c
Und umgekehrt: »Alle Geraden, die in demselben
Ebenenbiischel liegen und #hnlich sind, sind mit
einer und derselben Ebene desselben parallel.c Denn
da jede Ebene des Ebenenbiischels durch entsprechende Punkte
der Geraden geht, so werden, da die Geraden mit derselben
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Ebene palallel sind, ihre unendlich entfernten Punkte sich
entspwchen (§ 27 I) und daher folgt ihre Aehnlichkeit (§ 13,
1, a)." Wenn inshesondere der Ebenenbiischel 9 aus Parallel-
ebenen besteht, wenn seine Axe unendlich entfernt ist (§ 27,1V,
so sind alle Geraden, die in einem solchen Ebenenbiischel
liegen, projectivigseh dhnlich, und diejenigen Geraden, die
unter gleichen Winkeln zu den Ebenen geneigt smd sind
projectiviseh gleich.

V. »Ebene Strahlbiischel, die in demgselben [106]
Ebenenbiischel liegen, sind projectiviseh gleich,
wenn entweder

1) ihre Ebenen parallel sind, oder

2) wenn diejenige Ebene, welche den durch die

Ebenen der Strahlbiischel gebildeten Flichen-
winkel h#lftet, zu der Axe U des Ebenenbiischels
senkrecht ist;
und auch umgekehrt.« Die Wahrheit dieses Satzes ist
leicht zu erweisen, nimlich im ersten Falle (1) sind offenbar
je zwei entsprechende Strahlen der Strahlbiischel parallel,
und folglich je zwei entsprechende Winkel gleich, u. s. w.

29. Da die Flichenwinkel des Ebenenbiischels 2 durch
irgend einen ebenen Strahlbiischel B,, dessen Ebene zu der
Axe U desselben senkrecht ist, dargestellt werden (§ 27, I, 3),
und da dieser Strahlbiischel B, mit jedem anderen Strahl-
biischel B, oder mit jeder Geraden A, die in dem Ebenen-
biischel A liegt, projectivisch ist (§ 28), so hat man zwischen
irgend viermal drei entsprechenden Elementen der drei pro-
jectivischen Gebilde 9, B, A, etwa zwischen «, 8, 7, 0; @, b,
¢, d; a, b, ¢, D folgende Bedingungen (§ 4 und § 10):

sin(ey)  sin(ad) -~ sin(ac) sin(ed) ac abd

sin(8y) " sin(B0) bmﬁfb'c; smEb d) = pes "B’
sin(af)  sin(ad)  sin(ab) sin(ad) ab abd
U n(yp) sin(y0)  sin(ch) sin(cd)  cb e’
sin(«f8)  sin(ay)  sin(ab)  sin(e ac) _ab ac
sin(0p) “sin(dy) sin(db) sin(dc) b b de

Und umgekehrt:

II. »Sind die Elemente zweier Gebilde I und B,
oder 9 und A, so einander entsprechend angenommen,
dass zwischen je vier Elementenpaaren (bei gleicher
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Aufeinanderfolge [107] der Elemente in den jedes-
maligen zwei Gebilden (§ 6, ) oder (§ 10)) gleiche
Doppelverhdltnisse stattfinden, wie die vorstehen-
den, so sind die Gebilde projectivisch.«

Daher folgt ferner:

ITII. »Dass das ganze System der entsprechenden
Elementenpaare zweier projectivischen Gebilde A
und 4, oder U und B bestimmt sei, sobald drei Paare
gegeben sind (§ 6, «); und dass, um eine projec-
tivische Beziehung zwischen den Gebilden zu be-
stimmen, drei entsprechende Elementenpaare heliebig
gewdhlt werden diirfen (§ 6, f).«

Sollen, wenn bei 2 und B, oder bei A und A drei Paar
entsprechender Elemente gegeben sind, andere entsprechende
Elemente gefunden werden, so ist die Aufgabe leicht auf die
obige (§ 6) oder (§ 24, III) zuriickzufiihren. Denn welche
gegenseitige Lage -die Gebilde auch haben moégen, so darf
man nur einen ebenen Strahlbiischel 5, oder eine Gerade 4,
annehmen, die mit dem Ebenenbiischel A perspectivisch sind,
und kann sofort zwischen B, oder 4, und den gegebenen Ge-
bilden B oder A die entsprechende Aufgabe losen.

IV. »Liegen zwei projectivische Gebilde 2 und B,
oder A und 4 so, dass irgend drei Paar entsprechende
Elemente zusammentreffen, d. h., dass drei Strahlen
von B, oder drei Punkte von 4 in den ihnen ent-
sprechenden drei Ebenen von U liegen, so liegen die
jedesmaligen zwei Gebilde perspectivisch (§ 27), so
dass je zwei entsprechende Elemente zusammen-
treffen.«

V. »Befinden sich zwei projec-
tevrsche Gebilde N [108] uwnd A
i beliebiger schiefer Lage, so
treffen entweder zwei, oder ein,
oder kein Paar entsprechender Ele-
mente derselben zusammen, nim-
lich gerade so, wie bet den Gle-
bilden B und A (§ 16, IV), oder
wie ber zwel aufeinander gelegten
projectwischen  Geraden A, A,
(§ 16, II).« Denn denkt man
sich mit der gegebenen Geraden
A eine andere Gerade A, ver-
einigt, die mit dem Ebenen-
biischel 2 perspectivisch ist, so

V. » Befinden sich zwei projec-
twische Gebilde W [108] wund B
wn schiefer Lage, und liegt der
Mittelpunkt B in der Aze %A, so
Sallen entweder zwei, oder emn,
oder kein Paar entsprechender
Elemente derselben aufeinander,
nimlich gerade so, wie bei zwer
projectivischen  ebenen  Strahi-
biischeln B, B,, die in einer Ebene
concentrisch liegen (§ 16,11).« Denn
denkt man sich in der Ebene
des gegebenen Strahlbiischels B
einen anderen B,, welcher mit
ihm concentrisch und mit 2
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sind 4 und 4, projectivisch, perspectivisch ist, so sind B und
woraus sofort die Richtigkeit B, projectivisch, woraus sofort
der Aussage folgt. Die wver- die genannten Eigenschaften fol-
einigten entsprechenden Ele- gen. Dievereinigten entsprechen-
mentenpaare der Gebilde A, 4 den Elementenpaare der Gebilde
werdem demzufolge nach (§17) A, B werden demzufolge nach
gefunden. (§ 17) gefunden.

Mit Riicksicht auf (§ 8) und (§ 12, II) folgt inshesondere
ferner (§ 28, I, IIL, III):

VI. »Schneiden irgend vier Ebenen des Ebenen-
biischels A, etwa die Ebenen ¢, 3, 7, 0, entweder
irgend eine Gerade 4 in vier harmonischen Punkten
a, b, ¢, b, oder irgend eine Ebene B in vier harmo-
nischen Strahlen @, b, ¢, d, so schneiden sie aunch
jede andere Gerade 4, in vier harmonischen Punkten
a,, b,, ¢,, b, und jede andere Ebene B, in vier har-
monischen Strahlen a,, b,, ¢, d,.c

Unter diesen Umsténden sollen die vier Ebenen «, f3, , 0
»harmonische Ebenen« heissen, und zwar sollen auf die-
selbe Weise wie bei harmonischen Punkten und harmonischen
Strahlen (§ 8, I), je zwei nicht nacheinander folgende Ebenen
vzugeordnete [109] harmonische Ebenenc heissen. Als-
dann lassen sich fast alle Eigenschaften, die daselbst (§ 8)
von vier harmonischen Strahlen entwickelt wurden, wértlich
auf vier harmonische Ebenen ¢, f, y, 0 iibertragen. Ferner
sind die letzten Sitze in (§ 12, II) zu ibertragen, nimlich
wie folgt:

VII. »Sind in einem Ebenenbiischel ¥ vier har-
monische Ebenen, und in einer Geraden .4 vier har-
monische Punkte, oder in einem ebenen Strahlbiischel
B vier harmonische Strahlen gegeben, so sind die
Gebilde %A und A, oder 2 und B in Ansehung der ge-
gebenen Klemente, auf acht verschiedene Arten pro-
jectiviseh, ndmlich man kann jedes Paar zugeordneie
harmonische Klemente des einen Gebildes, sowohl
als dem einen oder dem anderen Paar zugeordnefer
harmonischer Elemente des anderen Gebildes ent-
sprechend annehmen.«

Es folgt weiter:
VIIL. » Werden drev Ebenen («, VIII. »Gehen durch drer ge-

8, 7) eines Ebenenbiischels A durch  gebene Punkte a, b, ¢ einer Ge-
irgend eine Gerade A, oder durch raden A drei Ebenen («, 8, )
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wrgend eine Ebene B geschnitten,
so st der Ort desjentgen Punktes D
oder Strahles d, der zu den drev
Durchschnittspuniten (a, b, ¢) oder
Durchschnittsstrahlen (a, b, ¢), der
vierte harmonische Punkt oder
Strahl ist, eine . bestimmte vierte
Ebene O des Ebenenbiischels U,

némlich die wvierte harmontsche
Ebene zu den drei gegebenen

Ebenen.c

[110] Aus diesen letateren
IV), folgt ferner:

IX. »Sind o, B, y wrgend drev
Ebenen evnes Ebenenbiischels A,
wnd man nimmt i der emen, etwa
wm B, rgend ewnen Punkt b an,
zieht aws vhm zwer beliehige Ge-
rade A, A, die den zwei tibrigen
Ebenen a, y in den Punktenpaaren
a und ¢, ap und ¢, begegnen wer-
den, und verbindet diese Punkten-
paare wechselseiteg durch Gerade
(acy, cay), so ust der Ort des Durch-
schmitts D der letzteren eine be-
stvmmte vierte Ebene d des Ebenen-
biischels, die niimlich zu jenen drev
Ebenen die vierte, und zwar der
B zugeordnete, harmonische Ebene
ust. «

etnes Ebenenbrischels U oder drei
Strahlen (a, b, ¢) eines ebenen
Strahibiischels B, so geht die zu
den drev Ebenen gehorige wvierte
harmonische Ebene 0, oder der zu
den drev Strahlen gehirige vierte
harmonische Strahl d, durch einen
bestummten vierten Punkt O der
Geraden A, néimlich durch den
vierten harmomischen Punkt zu
den drev gegebenen Punkten.«

Séitzen, verbunden mit (§ 20,

IX. »Sind a, b, ¢ drgend dres
Punkte einer Geraden A, und
man legt durch den einen, etwa
durch b, trgend eine Ebene
nummt an dieser zwet beliebige
Gerade N, A, an, die mit den
zwer tibrigen Punkten a, ¢ die
Ebenenpaare ¢ und y, «, und y,
bestimmen, und legt durch die
zwer Durchschnattslinien, in denen
diese Ebenenpaare sich wechsel-
sertig (ayy, ye,) schneiden, eine
Ebene, so geht diese stets durch
ewnen bestimmien vierten Punlt d
der Geraden A, der zu a, b, ¢ der
vierte, und zwar dem b zugeordnete,
harmonvsche Punkt vst.«

Aus diesen Sitzen folgert man nach Carnot weiier:

X. » Haben wrgend zwet drei-
settige Pyramiden baa, ay, e,
etnen  gemeinschaftlichen Korper-
winkel b, so finden zwischen thren
tibregen Flementen folgende Um-
stiinde statt : heissen dve Ebenen,
wn denen die Grundflichen aa, a,,
cc,Cy liegen, «, y, heisst der durch
diese bestimmie Ebenenbiischel U,
und die durch die Spitze b gehende
Lbene des letsteren B, so werden
die Durchschnittspunkte der [111]
Driagonalen der drev Vierecke aa,
CCyy AA5CC,, O a,¢C, C,, die sich o
den Seitencbenen des Korperwin-
kels b befinden, in einer vierten
LBbene o des Ibemenbiischels A

X. » Haben rgend zwer drer-
settvge Pyramiden o, ¢y, BV 71V
etne gemeinschaftliche Grundfliiche
B, so_finden zwuschen thren wibrigen
Elementen  folgende Umstiinde
statt: heissen die Sputzen der Py-
ramiden a, ¢, heisst die durch diese
Spitzen gehende Gerade A, und
der Punkt, in welchem diese der
Ebene der Grundfiiche B begegnet,
b, so gehen die drei Ebenen, wel-
che wn den drei wvierflichigen
Korperwinkeln «cqyyy, (111] ad,
Y Vo, Oy 0¥ Ve durch diejenigen
gegeniiber stehenden Kanten gelegt
werden, in denen die ungleich-
namigen Ebenen («, y,, und oy, ¥;
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legen, und zwar sind o, B, v, 0 @ ¥, WA 75 oy, ¥ U0 @) 74

vier harmonische Ebenen wund es  sich schneiden, durch einen vierten

sind o wund y, B und & einander  Punkt d der Geraden A, und zwar

zugeordnet. «5) sind a, b, ¢, D wvier harmonische
Punkte. «9)

Weitere Folgerungen, deren hier moch viele méglich sind,
werden gegenwirtig iibergangen; im zweiten Hefte werden
einige davon, bei Gelegenheit zweckmissiger Anwendung,
nachgeholt werden.

Ebenenbiischel unter sich.

30. Bisher befand sich unter den Gebilden, die betrachtet
wurden, nur ein einziger Ebenenbiischel, nun aber sollen
mehrere zugleich beriicksichtigt werden, und zwar sollen sie,
auf #hnliche Weise wie frither die anderen Gebilde, aufein-
ander bezogen und die aus dieser Beziehung entspringenden
Eigenschaften untersucht werden.

Zwei Ebenenbiischel 9, 9, die entweder mit einer und
derselben Geraden A, oder mit einem und demselben ebenen
Strahlbiischel B projectivisch sind (§ 27, III), sollen auch
unter sich »projectivisch« heissen.

Zufolge dieser Erklirung, mit Bezug auf die obigen Sitze
(§ 29), finden zwischen den entsprechenden Elementen pro-
jectivischer Ebenenbiischel nachstehende Gesetze statt.

I. Je vier entsprechende Ebenenpaare zweier projec-
tivischer Ebenenbiischel U, 9,, etwa die Ebenen [112] «, B,
7, 0 und «,, B,, 4, 0, erfiillen folgende Bedingungen (20 1)

sin(ay) sin(ed) _ sin(e,y,) sin(e,0,

sin(gy) sin(80)  sin(B,7,
( ;

sin(g)  sin(ed)  sin(e, @) sin (e, 0,
sin (yf8) "sin(y9)  sin(
sin(eB) si

II. Und umgekehrt:

»Sind die Ebenen zweier Ebenenbiischel U, U,
80 einander entsprechend angenommen, dass zwi-
schen je vier Paaren gleiche Doppelverhiltnisse
stattfinden, wie die vorstehenden, wobei die Auf-
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einanderfolge der Ebenen in bheiden Ebenenbiischeln
nothwendiger Weise iibereinstimmend sein muss (§ 10),
so sind die Ebenenbiischel projectivisch.«

III. Ferner folgt:

»Das ganze System der entsprechenden Ebenen-
paare zweier projectivischer Ebenenbiischel ist be-
stimmt, wenn irgend drei Paare gegeben sind (§29,I1L);
und will man zwei Ebenenbiischel aufeinander pro-
jectivisch beziehen, so konnen drei Paar ent-
sprechende Ebenen beliebig angenommen werden.«

IV. »Bei zwei projectivischen Ebenenbiischeln 9,
A, entsprechen vier harmonischen Ebenen des einen
auch vier harmoniseche Ebenen des anderen Ebenen-
biischels (§ 29, IV).c

V. Es folgt weiter (§ 11, II):

»Dass, wenn von mehreren Gebilden — Gerade,
ebene Strahlbiischel und Ebenenbiischel — in irgend
einer Ordnung genommen, der Reihe nach jedes mit
dem darauf folgenden [113] projectivisch ist, so ist
jedes mit jedem projectiviseh.«

VI. Da man die Flichenwinkel zweier projectivischen
Ebenenbiischel A, A, durch zwei ebene Strahlbiischel B, B,
darstellen kann (§ 27, IL 3), und da letztere unter sich pro-
jectivisch sind (§ IV), weil sie es mit jenen, und jene unter
sich es sind, so folgt ferner (§ 9, II):

»In zwei projectivischen Ebenenbiischeln A, 9
befinden sich, im Allgemeinen, nur zwei ent-
sprechende rechte Flichenwinkel (07), (0,7,).c

Diese Ebenenpaare o und o,, = und 7, haben ferner die
nachstehende Eigenthiimlichkeit (§ 12, I):

tg («o) - tg (¢, 7,) =tg (Bo) - tg (B,7,), und
tg (a7) - 1g (¢, 0,) = tg (B7) - tg (5, 0,);

das heisst: »Bei zwei projectivischen Ebenenbiischeln
A, A, ist das Produkt aus den Tangenten der Winkel,
welche irgend zwei entsprechende Ebenen (a und «,,
oder  und 5,) mit den ungleichnamigen Seitenflichen
(mit ¢ und 7,, oder ¢, und z) der entsprechenden rech-
ten Flichenwinkel einschliessen, von unveridnder-
lichem Werth.« , , »
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31. In Hinsicht der gegenseitigen Lage zweier projec-
tivischen Ebenenbiischel finden dhnliche Félle und Umstéinde
statt, wie bei den friiher betrachteten Gebilden, nimlich folgende.

I. Zwei projectivische Ebenenbiischel sollen, oder ihre
Lage soll »perspectivische heissen, wenn die Durchschnitts-
linien der entsprechenden Ebenenpaare einen ebenen Strahl-
biischel bilden. Um sich von der Moglichkeit dieser Lage zu
iiberzeugen, denke man sich einen beliebigen ebenen Strahl-
biischel B, lege durch dessen Mittelpunkt B irgend zwei
Gerade 9, A, (die [114] nicht in der Ebene 5 liegen), so
sind die Ebenenbiischel 2, %,, in Ansehung der Ebenenpaare,
welche durch denselben Strahl des Strahlbiischels B gehen,
projectiviseh (§ 30), und der Erklirung gemdiss liegen sie
perspectivisch.

Ferner soll der Strahlbiischel B, oder dessen Ebene B,
der »perspectivische Durchschnitt« der Ebenenbiischel
9, A, heissen. Insbesondere kann der Strahlbiischel B aus
einem System von Parallelstrahlen bestehen, und dann sind
auch die Axen 2, 9, denselben, also auch der Ebene B parallel.

Als ein wesentlicher Umstand bei der perspectivischen
Lage ist noch der zu bemerken, dass offenbar zweli ent-
sprechende Ebenen, etwa ¢, ¢, auf einander fallen (§ 9, II),
nimlich in derjenigen Ebene, in welcher die beiden Axen
9, A, der Ebenenbiischel liegen. Dieser Umstand dient um-
gekehrt als Merkmal, oder als Bedingung fir die perspec-
tivische Lage der beiden Ebenenbiischel; nimlich man er-
kennt diese Lage vornehmlich an folgenden zwei Merkmalen:

»Zwei projectivische Ebenenbiischel o, A, liegen
allemal perspectivisch, wenn entweder:

1) irgend zwel entsprechende Ebenen ¢ ¢ auf ein-
ander fallen, oder wenn

2) die drei Durchschnittslinien von irgend drei
entsprechenden Ebenenpaaren in einer und der-
selben Ebene liegen.c

Die Richtigkeit dieser Aussagen ist durch Hiilfe friiherer
Sitze leicht zu erweisen. Denn im ersten Falle (1) liegen
die Axen 9, %, in der den Ebenenbiischeln gemeinschaftlichen
Ebene &g, und miissen folglich einander in irgend einem
Punkte B schneiden, oder inshesondere parallel sein. Daher
muss ferner der Durchschnitt je zweier entsprechenden Ebenen
durch [115] den Punkt B gehen, weil offenbar beide Ebenen
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durch denselben gehen. TLegt man nun durch zwei solche
Durchschnitte, etwa durch @, 6, d.h., durch die Durchschnitte
der entsprechenden Ebenenpaare o und «,, £ und (,, eine
Ebene B, so wird diese der Ebene &¢, in einem bestimmien
Strahl ee, begegnen und die Ebenenbiischel A, A, in zwei
Strahlbiischeln B, B, schneiden, welche projectivisch sind,
und zwar, da sie die drei Strahlen «, b, ee,, als sich selbst
entsprechende Strahlen, gemein haben, projectivisch gleich
sind und sich decken, so dass folglich alle tibrigen Durch-
schnitte entsprechender Ebenenpaare in der genannten Ebene
B liegen. Sind inshesondere die Axen 2, 2, parallel, so
ist auch die Ebene B mit ihnen parallel. Im andern Falle (2)
muss die Ebene, in welcher die drei Durchschnittslinien liegen,
die Ebenenbiischel A, A, in zwei ebenen Strahlbiischeln B, B,
schneiden, die projectivisch gleich sind und sich decken, weil
sie die drei gemannten Strahlen gemein haben und durch die-
selben bestimmt werden, woraus denn folgt, dass die Durch-
schnittslinie von je zwel entsprechenden Ebenen in jene Ebene
BB, fallen muss.

Sind insbesondere die Ebenenbiischel 2, o, gleich, d. h.,
sind je zwei entsprechende Flichenwinkel derselben einander
gleich, so giebt sich diese Eigenschaft bei der perspectivischen
Lage der Gebilde durch folgende Umstinde kund, nimlich
entweder :

a) hilftet der perspectivische Durchschnitt 5 den von den
Axen 9, 9, eingeschlossenen Winkel und steht auf
dessen Ebene senkrecht, oder

b) ist der perspectivische Durchschnitt 5 unendlich weit
entfernt, so dass je zwei entsprechende Ebenen der
Ebenenbiischel parallel sind, :

[116] und umgekehrt, durch jeden dieser Umstinde ist die
Gleichheit der Ebenenbiischel bedingt. Sind im ersten Falle (a)
inshesondere die Axen 2, 2, parallel, so liegen sie auf ent-
gegengesetzten Seiten des perspectivischen Durchsehnitts B
und sind gleich weit von ihm entfernt.10)

II. Ist die Lage der Ebenenbiischel 2, 2, nicht perspec-
tivisch (I), so soll sie »schief« heissen. Zwei projectivische
Ebenenbiischel 2, 2, befinden gich allemal in' schiefer Lage,
wenn entweder (I):

1) ihre Axen U, A, nicht in einer Ebene liegen, oder

2) wenn drei Durchschnittslinien von irgend drei entsprechen-
den Ebenenpaaren nicht in einer Ebene liegen, oder .
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3) wenn ihre Axen in einer Ebene liegen, in der aber

nicht zwei entsprechende Ebenen (¢, ¢,) vereinigt sind.

Im Allgemeinen sind bei der schiefen Lage zweier pro-

jectivischen Ebenenbiischel 9, U, folgende zwei Hauptfille zu
unterscheiden, ndmlich entweder liegen ihre Axen 9, 9,

a) in einer Ebene, oder
b) nicht in einer Ebene.

Im Falle (a) miissen nothwendiger Weise die Axen sich
in einem Punkte schneiden, der D) heissen mag, und da jede
Ebene durch denselben geht, so geht folglich auch die Durch-
schnittslinie von je zwei entsprechenden Ebenen durch den-
selben. Insbesondere konnen die Axen sammt den genannten
Durchschnittslinien parallel sein.

Im Falle (b) gehen die Durchschnittslinien der entsprechen-
den Ebenenpaare nicht mehr durch einen und denselben Punkt,
wohl aber schneidet jede die beiden Axen 9, 2, und alle
sind einem [117] gemeinsamen Gesetze unterworfen, welches
im dritten Kapitel niher untersucht werden soll. 11)

Die Aufgabe: »Wenn bei zwei schiefliegenden projec-
tivischen Ebenenbiischeln drei Paar entsprechender
Ebenen gegeben sind, andere entsprechende Ebenen-
Paare zu finden, oder mit anderen Worten, die
Ebenenbiischel schief aufeinander zu projiciren;«
st in beiden Fillen (a, b) leicht zu losen, nimlich dadurch,
dass man Gerade oder ebene Strahlbiischel zu Hiilfe nimmt
und sofort auf #hnliche Weise verfihrt, wie in (§ 24, III).
Im Falle (a) bedarf man nur einer einzigen Geraden als
Hilfslinie, die némlich drei Durchschnittslinien von irgend
drei entsprechenden Ebenenpaaren schneidet (8§ 51).

Ferner ist die Aufgabe: »Zwei schiefliegende pro-
Jectivische Ebenenbiischel in perspectivische Lagé
zu bringen;« zufolge der mit der perspectivischen Lage
verbundenen Umstinde (I) leicht zu losen. 12)

II. Zwei projectivische Ebenenbiischel konnen endlich
auch so liegen, dass man ihre Lage sowohl fiir perspec-
tivisch als schief halten kann, wenn nimlich ihre Axen
Zusammenfallen (vergl. § 16). In diesem Falle finden ganz
ibnliche Umstéinde statt, wie bei zwei auf einander gelegten
Projectivischen Geraden, oder bei zwei in einer Ebene liegen-
den concentrischen projectivischen ebenen Strahlbiischeln (§ 16,
II); denn schneidet man z B. die gegebenen Ebenenbiischel

Ostwald's Klassiker. $2. 7

N
L BN




98 Projectivische Gerade, ebene Strahlbiischel und Ebenenbiischel.

9, A, mit irgend einer Ebene, so entstehen zwei ebene Strahl-
biischel B, B,, welche die angegebenen Bedingungen erfiillen.
Daher werden bei den Ebenenbiischeln %, 9, im Allgemeinen
zwei Paar entsprechende Ebenen aufeinander fallen, u. s. w.
Und daher wird [118] man diese vereinigten entsprechenden
Ebenenpaare nach (§ 17) leicht finden.

Sitze und Porismen durch Zusammenstellung projectivischer Gebilde.

39. Durch die bisherigen Betrachtungen sind die Fun-
damentalsitze iiber projectivische Gerade, ebene Strahlbiischel
und Ebenenbiischel im Raume entwickelt worden. Die weitere
Botrachtung konnte sich nun mit verschiedenen Verbindungen
und Zusammenstellungen der genannten Gebilde beschéftigen,
wobei die gefundenen Sitze, durch Wiederholung und Ver-
bindung, zu zusammengesetzteren Sitzen fithren wiirden, auf
ihnliche Weise wie im ersten Kapitel von (§ 19) bis zu Ende.
Allein ich werde mich hier nur auf einige wenige Verbin-
dungen beschrinken,- und am Schlusse in zwei Anmerkungen
zwei Reihen von leicht auszufihrenden Betrachtungen kurz
andeuten.

Den obigen, in (§ 22) aufgestellten, Sitzen entsprechen
hier folgende, von deren Richtigkeit man sich mittels vor-
hergehender erwiesener Eigenschaften leicht iiberzeugen wird.

1. » Wenn von n Ebenenbiischeln

1, » Wenn von n Geraden A, A,
A, Apy Wy . . An—1, deren Awen i

Ag,. .. An—, die durch denselben

Punkt gehen (aber sonst belicbig
liegen), der Rethe nach jede mat
der darauf folgenden projectivisch
ist, und mat thr perspectiisch liegt,
so sind je zweu projectivisch und
liegen perspectivisch.«

IL. »Wenn drei projectivische
Gerade A, Ay, Ay, durch den-
selben Punkt gehen, wund wenn
darin drer [119]  entsprechende
Punkte (¢, ¢, e) vereinigt sind,
so dass je zwer Gerade perspec-
tovisch liegen, so liegen die drev
Projectionspunkte (B, By, By) die
ihmen, paarweise genommen, -
gehoren, in einer Geraden A, oder
so sind ste mit emmem bestimmien
Ebenenbiischel U perspectiwisch
(§ 27, 11I), d. h., die Ebenen a,

derselben Ebene luegen, der Reihe
nach jeder mit dem darauf folgen-
den projectivisch ist, und mit vhm
perspectivisch liegt, so sind je 2wel
projectivisch und liegen perspec:
tovisch.«

I1. » Wenn die Axen drever pro-

Jjectivischen Bbenenbiischel A, Uy,

A, in emer Ebene Uegen, und
wenn on [119] deieser drev ent-
sprechende Ebenen (s, &, &) ver
einigt sind, so dass je zwer Bbenen
biischel perspectivisch liegen, S0
schneiden sich die drev perspec:
tivischen Durchschnitte (B, By, By
die ihmen zugehoren, in etner G
raden A, oder so sind ste wugleich
mit einer bestimmiten Geraden £
perspectivisch (§ 27, 111), d. h. @
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By welche durch je dret ent-

sprechende Punkte a,a; 093 b, b, 69;
. der Gleraden bestimmt werden,

bilden einen Ebenenbiischel M.« %)

L. »Wenn vier projectivische
Gerade A, Ay, Ay, A, sich in
evnem Punlite schneiden, und wenn
alle unter einander perspectivisch
sind, so liegen von den ihnen zu-
geharigen sechs Projectionspunkten
vier mal drei in einer Geraden,
und folglich liegen alle sechs in
ewner Fbene, und folglich legen
vier entsprechende Punkte, etwa
b, by, bo, by, in dieser Ebene. ™)

IV. »Bewegen sich n Punkte a,
Ay, A9y .. Oy 4 nach der Rerhe wn
n beliebigen festen Greraden A, A,,
Aoy... A, 4, die durch denselben
Punkt gehen, und drehen sich die
n—1 Geraden (a, a;, as... a,_,),
welche durch die Punktenpaare aay,
Gy a9,... (120] a, o a,_, gehen,
nach der Rethe wm n—I1 feste
Punkte (B, By, Bs,... By_s), so
dreht sich die Gerade durch je
zwet jener Punkte (a, ay, ag,...) um
ewnen festen Punkt.

Punkte a,b,..., in welchen je dre:
entsprechende Ebenen o, ¢y, ¢y;
By Bi, Byy... der Ebenenbiischel sich
schnevden, liegen wn einer Ge-
raden A.«'%)

IIL. » Wenn wvier projectivische
Lbenenbiischel A, A, Ao, Ay, deren
Awen in einer Ebene liegen, unter
emander perspectivisch sind, so
schneiden sich von den thnen zu-
gehirigen sechs perspectivischen
Durchschnitten vier mal drer in
evner Geraden, und folglich schnei-
den sich alle sechs in esnem Punikte,
und folglich schneiden sich vier
entsprechende Ebenen, etwa B, By,
B, B3, tn diesem Punkte.'S)

IV. »Drehen sich nEbenen e, e,
09,... @y 4 nach der Rethe um n
beliebige feste Geerade A, Ay, Ay, . ..
Wp_y, die in einer Ebene liegen,
und bewegen sich die n—1 Durch-
schyattslinien (@, ay, agy... @y )
der Ebenenpaare e und «,, e, und
ag,... [120] e, __, und e, _ ,, nach
der Rethe wn n—1 festen Ebenen
(B, By, By,...B,_,), so bewegt
sich die Durchschnitislinie von je
zwer jener Ebenen (o, ¢, as,...)
i ewner festen Ebene.«

Das obige Porisma des Pappus (§ 22) ist als besonderer
Fall in dem vorstehenden Satze (IV. links) enthalten, nimlich

es enthilt die Bingchrinkung,

Agd

dass die gegebenen Geraden

. Ay,_, in einer Ebene licgen.

Es moge hier, als Beispiel, noch folgende Aufgabe Platz

finden, welche die obige (§ 25) als besondern Fall in sich
schliesst.

V. »Wenn im Raume irgend » Gerade 4, 4, 4,...
4,_, gegeben sind, die ein schiefes » Eck (oder
n Seit) bilden (d. h., jede schneidet die darauf fol-
gende und die letzte die erste), und wenn in jeder
Ebene, die durch zwei aufeinander folgende Gerade
bestimmt wird, irgend ein Punkt gegeben ist, also
im Ganzen n Punkte (B, B,, B,,... B,.,), so soll ein
anderes (schiefes) » Eck beschrieben werden, dessen
Seiten nach der Reihe durch diese Punkte gehen,

7%
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und dessen Ecken nach der Reihe in jenen Geraden
liegen.

Die Auflosung dieser Aufgabe ist der obigen (§ 25) dhn-
lich, so dass jeder sie ohne Schwierigkeit wird ausfiihren
kénnen. Ieh will nur bemerken, dass die gegenwirtige Auf-
gabe, im Allgemeinen, zwei Auflsungen zuliisst, weil die
Rangordnung der gegebenen Elemente nicht verwechselt wer-
den kann. Diese Beschrinkung der Zahl der Auflosungen
wird aufgehoben, wenn die Aufgabe in folgender Gestalt
gegeben wird:

[121] »Sind 7 beliebige Ebenen B, B By By
und in jeder irgend ein Punkt, also n Punkte B, B,,
By o By i receben, 0 sollen » andere Ebenen «,
0y Oye iy, S0 zelogt werden, dass sie nmach der
Reihe durch die Seiten des durch jene Punkte be-
stimmten schiefen » Eecks gehen, und dass die
» Durchschnittslinien der aufeinander folgenden
Ebenen in jenen gegebenen Ebenen liegen.«

Erste Anmerkung.

Von projectivischen Gebilden, die in einem Strahlbiischel
im Raume liegen.

33. Zum Schlusse dieses Kapitels ist noch eine besondere
Zusammenstellung von projectivischen Gebilden, und zwar von
ebenen Strahlbiischeln und Ebenenbiischeln ndher ins Auge
zu fassen, nimlich diejenige Zusammenstellung, bei welcher
die genannten Gebilde simmtlich zu einem Strahlbiischel im
Raume gehoren (§ 1, V), d. h., bei dieser Zusammenstellung
haben alle ebenen Strahlbiischel einen und denselben Mittel-
punkt und die Axen aller Ebenenbiischel gehen durch diesen
nimlichen Punkt, weleher Mittelpunkt des Strahlbiischels im
Raume heisst und durch D bezeichnet werden soll.

Unter diesen Umstinden finden offenbar zwischen pro-
jectivischen ebenen Strahlbiischeln und Ebenenbiischeln, die
in demselben Strahlbiischel D) liegen, durchweg #hnliche Be-
ziehungen statt, wie zwischen projectivischen Geraden und
ebenen Strahlbiischeln, die in derselben Ebene liegen und
wovon das erste Kapitel handelt. Denn wird der Strahl-
biischel 1) durch irgend eine Ebene, die K heissen mag,
geschnitten, so wird jeder Ebenenbiischel in [122] einem
ebenen Strahlbiischel, jeder ebene Strahlbiischel in einer Ge-
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raden, und jeder Strahl in einem Punkt geschnitten; nun
konnen alle diese durch den Durchschnitt erzeugten Gebilde
in der Ebene E als perspectivisch mit den ihnen zugehorigen
Gebilden im Strahlbiischel .D angesehen werden (C% 27, III)
und alsdann werden, wenn irgend zwei Gebilde in der Lbene V)
projectivisch sind, auch die ihnen entsprechenden Gebilde im
Strahlbiischel 2 projectivisch sein (§ 30, IV), und auch um-
gekehrt; daher werden fast alle Gesetze, Eigenschaften, Lehr-
sétze, Porismen, Aufgaben, u.s. w., die bei projectivischen
Gebilden in der Ebene E stattfinden, auch auf ihnliche Weise
bei den ihmen entsprechenden Gebilden im Strahlbiischel 1)
statt haben, so dass nur einzelne besondere Eigenschaften und
Umstéinde hierbei eine Ausnahme machen.

Demnach wiirden alle Untersuchungen, die im ersten
Kapitel iiber Gebilde in der Ebene dmchwefulnt worden,
auf entsprechende Weise bei den Gebilden im Stlahlbuschel ])
auszufithren sein; da aber diese Untersuchung, im Grunde
genommen, nichts wesentlich Neues enthielte, weil sie, wie
wir eben gesehen, unmittelbar aus der Untelbuchung in der
Ebene K aboeleltet oder auf dieselbe zuriickgefiihrt werden
kann, so weulc 1ch mich hier nicht linger damit aufhalten,
lndcm es durchaus nicht schwierig ist, bei jedem V01kommen~
den IFalle, nach den bereits 0“egcbenen Andeutungen, sich
zurecht zu finden. Ich will nur noch erinnern, dass die
Figuren in der Ebene £ mit den ihnen entsprechenden Figuren
im Strahlbiischel D auf gewxbse Weise iibereinstimmen, d. h.,
einem Vieleck in % entspricht ein gleichnamiger Kmpmwmkel
in ), z. B. dem Dreieck entspricht ein dwlkantxgel oder
dl‘eiﬂé‘whiger Korperwinkel, dem Viereck [123] entspricht ein
vierkantiger Korperwinkel, u. 8. w., und dem Kreise ent-
spricht ein Kegel (zweiten Grades).

Als ein zweckmissiges Beispiel zur Erliuterung des Ge-
sagten mag folgende Aufgabe dienen.

»Wenn zwei projectivische ebene Strahlbiischel
B,, B, in einem Strahlbiischel D perspectivigch
liegen, so dass zwei entsprechende Strahlen ¢, e,
vereinigt sind (§ 28), und man denkt sich den sinen
Stlahlbuschel fest wihrend der andere sich um
den gememschaftllchen Strahl herumbewegt, so
ist die Frage, welche Fliche dureh die PlOJec-
tionsaxe I (d 'h. Axe des Ebenenbiischels, in welchem beide
Strahlbtischel B, B, liegen (§ 28)) beschrieben werde.«
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Man denke sich eine Ebene E, welche zu dem gemein-
schaftlichen Strahle ee, senkrecht ist, so wird sie die ebenen
Strahlbiischel B,, B, in zwei Geraden 4, 4, schneiden, die
unter sich perspectivisch sind, wie etwa (Fig. 7) sie darstellt,
und der Punkt B, in welchem sie die Projectionsaxe A
schneidet, ist der Projectionspunkt der Geraden A, A, Wird
nun der eine Strahlbiischel, etwa B,, auf die angegebene Art
bewegt, so wird sich die zugehorige Gerade A4, in der Ebene E
um den gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt ee, der Geraden
drehen, und der Projectionspunkt B wird sich in einer be-
stimmten Kreislinie bewegen, deren Mittelpunkt v ist (§ 150
daher wird die Projectionsaxe 9 eine Kegelfliche D) zweiten
Grades beschreiben, die durch jenen Kreis geht, und zwar
ist dieser Kegel ein schiefer, weil das aus dem Scheitel D
auf die Ebene E des Kreises gefillte Loth ee, nicht den
Mittelpunkt (v) des Kreises trifft. »Also beschreibt die
Projectionsaxe 2 eine schiefe Kegelfliche, die von
jeder Ebene, welche zu dem [124] gemeinschaftlichen
Strahle ce, der Strahlbischel B,, B, senkrecht ist,
in einem Kreise geschnitten wird.c

Zweite Anmerkung.

Von projectivischen Gebilden auf der Kugelflache.

34. Denkt man sich eine Kugelfliche K, die den Mittel-
punkt D des vorhin zu Grunde gelegten Strahlbiischels im
Raume (§ 33) zum Mittelpunkt hat, so wird dieselbe. von den
Gebilden, die im Strahlbiischel D liegen, wie folgt geschnitten:
von jedem Strahl (@, b,...) in einem Punkt (a, b,...); von
jedem ebenen Strahlbiischel B in einem Hauptkreise
(grossten Kreise) 71, dessen Punkte den Strahlen, und dessen
Abschnitte (Bogen) den Winkeln des Strahlbiischels entsprechen;
von einem Ebenenbiischel 9 in einem spharischen Strahl-
biischel B, d. h., in einer unziihligen Menge von Haupt-
kreisen, die den Ebenen des Ebenenbiischels, und deren Winlkel
den Winkeln der letzteren entsprechen, und die alle durch
denselben Punkt B (Durchschnittspunkt der Axe ) gehen,
welcher Mittelpunkt des sphirischen Strahlbiischels heissen
soll. Werden nun irgend zwei Gebilde (H und B, oder H
und H,, oder B und B,) auf der Kugeliliche I, wenn ihre
entsprechenden Gebilde (B und %, oder B und B, oder Pl
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und A,) im Strahlbiischel [ projectivisch sind, ebenfalls
projectivisch genannt, so folgt mit dieser Erkldrung zu-
gleich, dass die wesentlichsten projectivischen Beziehungen,
welche zwischen den Gebilden im Strahlbiischel D (oder
zwischen den Gebilden in der Ebene £ (§ 33)) stattfinden,
auch zwischen den Gebilden auf der Kugelfliche A statthaben
miissen.

Wie man hieraus sieht, sind also die Betrachtungen [125]
auf der Kugelfliche A durchaus nichts eigenthiimlich Neues,
sondern sie sind nur als eine besondere Beschrinkung der
Betrachtungen im Strahlbiischel ) anzusehen. Ueberhaupt
haben Untersuchungen auf der Kugelfliche selten die Wichtig-
keit, die man ihnen, vermoge einer oberflichlichen Ansicht,
beizulegen geneigt ist.. Denn oft lassen sich dieselben aus
entsprechenden Untersuchungen im Strahlbiischel 1) oder in
der Ebene F ableiten, und viele derselben liessen sich dann
auch auf idhnliche Weise auf andere krumme Flichen iiber-
tragen. Uéber die Art und Weise, wie, im Allgemeinen,
Operationen (Constructionen). auf der Kugelfliche ausgefiihrt
werden konnen, werde ich spéter handeln. Man kann nim-
lich die Kugelfliche allein als Operationsfeld annehmen, oder
man kann die entsprechenden Operationen im Strahlbiischel D,
oder in irgend einer Ebene E ausfiihren, und sodann auf
die Kugelfliiche K iibertragen. Finge man mit der Con-
struction auf der Kugelfliche A an, so liessen sich um-
gekehrt die gefundenen Resultate auf den Strahlbiischel D
oder auf die Ebene F iibertragen, welches aber nicht der
zweckmissige Gang sein mochte.

Ueber die Betrachtung projectivischer Gebilde auf der
Kugelfliche will ich nur noch bemerken, dass nur wenige
von den Eigenschaften, die im ersten Kapitel an projec-
tivischen Gebilden in der Ebene nachgewiesen werden, nicht
auch auf entsprechende Weise bei jenen sich vorfinden; zu
solcher Ausnahme gehoren z. B. der Parallelismus der Ge-
raden, und ihre unendlich entfernten Punkte. Dagegen sind
die Eigenschaften, welche auf die projectivische Beziehung
gegriindet sind, auf #hnliche Weise vorhanden, wie in der
Ebene Z, oder wie im Strahlbiischel ). Denn da offenbar
die Abschnitte (Bogen) eines Hauptkreises F gerade das
Maass [126] der ihnen entsprechenden (gegentiber stehenden)
Winkel des zugehorigen ebenen Strahlbiischels 5 sind, und
da die Winkel, welche die Strahlen eines sphérischen Strahl-
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biischels ¥ mit einander bilden, offenbar die néimlichen sind,
welche die ihnen entsprechenden Ebenen im zugehdrigen
Ebenenbiischel 9 einschliessen, so muss folglich auch bei
projectivischen Gebilden auf der Kugelfliche Gleichheit der
Doppelverhiltnisse stattfinden, wenn dazu, bei Hauptkreisen
die Sinus der Bogen, und bei Strahlbiischeln (¥) die Sinus
der von den Strahlen eingeschlossenen Winkel, genommen
werden. Daher folgt z. B.: »dass es 1) bei zwei pro-
jectivischen Hauptkreisen H, A, zwei entsprechende
Abschnitte (Bogen) giebt, die Quadranten sind;
2) dass es bei zwei projectivischen sphirischen
Strahlbiischeln B, B, zwei entsprechende rechte
Winkel giebt; und 3) dass es bei einem Hauptkreise
H und einem Strahlbiischel B, die projectivisch
sind, einen Quadranten und einen rechten Winkel
giebt, die sich entsprechen; und dags in Bezug auf
diese eigenthimlichen Elemente dasselbe Gesetz
stattfindet, wie bei projectivischen Strahlbiischeln
b, B, in der Ebene (§ 12,1, d, d,), oder wie bei
projectivischen Ebenenbiischeln A, A, (§ 30, V).«
Ferner ist bei projectivischen sphérischen Gebilden per-
spectivische und schiefe Lage zu unterscheiden, bei der
ersteren haben zwei Hauptkreise einen Projectionspunkt,
und zwei Strahlbiischel haben einen perspectivischen
Durchschnitt. Aus dem obigen Beispiel (§ 33) folgt hier
der mnachstehende Satz: »Wenn zwei projectivische
Hauptkreise H, H, perspectivisch liegen und wenn
der eine fest bleibt, wahrend der andere sich um
ihren [127] gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt
herumbewegt, so bewegt sich der Projectionspunkt
in einem sphirischen Kegelschnitt (d. i. der Durch-
sehnitt eines Kegels zweiten Grades, dessen Scheitel im
Mittelpunkt der  Kugel liegt, mit der Kugelfliche).« —
Werden zwei gleichartige projectivische sphirische Gebilde
(H und M, oder B und B,) aufeinander gelegt, so finden
dabei dhnliche Umstinde statt, wie bei den entsprechenden
Betrachtungen in (§ 16 und § 31, III); ferner kann dabei
eine entsprechende Aufgabe gestellt, und auf &shnliche ein-
fache Weise (mittelst eines Kreises oder irgend eines sphi-
rischen Kegelschnitts) gelost werden, wie in (§ 17), welche
sodann eine eben: so fruchtbare Anwendung findet, wie die
letztere bei den nach ihr folgenden Betrachtungen u. s. w.
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des Herausgebers.

Wir bringen in zwei auf einander folgenden Heften den
Haupttheil des beriihmten Werkes von Jacob Steiner: »Die
Abhingigkeit geometrischer Gestalten von einander«.
Sie umfassen die §§ 1—34 und 35—60. In Betreff der niheren
Umstinde und der Zeit der Abfassung dieses klassisehen
Werkes, sowie einiger biographischer Notizen verweisen wir
auf das Heft Nr. 60 der Klassiker.

Steiner’s synthetische Geometrie ist heutzutage in dem
Maasse gerithmt und allgemein gewiirdigt, dass wir uns eines
jeden empfehlenden Wortes enthalten konnen, und doch haben
wir eines ganz besonderen Umstandes Erwédhnung zu thun.
Es wird allgemein zugestanden, dass das fragliche Gebiet, so
lange die Betrachtungen sich auf die Ebene beziehen, in hohem
Grade geeignet sind fiir den miindlichen Vortrag. Die Zu-
horer, die ausharren, folgen im Ganzen leicht, besonders wenn
sie die Energiec haben, nicht wihrend des Vortrages nach-
zuschreiben, sondern unmittelbar nach demselben frei aus dem
Gedéichtniss ihr Concept abzufassen. Sobald aber der Docent
es wagt, die synthetische Geometrie des Raumes vorzutragen,
wird er bald die Erfahrung machen, dass selbst die besten
Kopfe unter den Zuhorern nicht mehr folgen konnen. Das
fragliche Gebiet ist zwar gar nicht schwerer vorzutragen, der
Lehrer hat ja seine Bilder und Vorstellungen im Kopf und
braucht nur den geeigneten Ausdruck zu suchen; ganz anders
ist die geistige Thitigkeit des Schiilers beschaffen, sofern er
nach den Worten des Vortrages die Bilder zu construiren hat.
Solches wird ihm nicht schwer bei Gebilden in der Ebene,
weil die Zeichnung vorliegt, er mithin bei jeder Abschweifung
die Gedanken leicht zuriicklenkt und sich den Zusammenhang
wieder beschaffen kann. Anders bei Gebilden im Raume, und
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es liegt die Frage nahe, ob die Sitze nicht in &hnlicher
Weise durch Zeichnung von Figuren bildlich dargestellt wer-
den konnen. Steimer selbst hilt solches (s. S. 82) erstens
fiir »nicht leicht ausfithrbar« und zweitens fiir »gefihiliche,
weil es zu »schwerfilliger Auffassung« fithren solle.

Sollte nicht vielleicht der erstgenannte Grund der allein
maassgebende gewesen sein? In der That hat Steiner fast
alle Zeichnungen fiir die riumliche Geometrie vermieden
und die wenigen, die er bringt, sind diirftig. Die unter 2
ausgesprochene Gefahr ist néimlich gar nicht vorhanden,
schon deshalb nicht, weil das »gesunde, kriftige Vorstellungs-
vermogen«, das Steiner verlangt, ohnehin lebensthitig und
rege erhalten werden muss, da es undenkbar ist, alle die
zahlreichen Lehrsitze mit Figuren zu illustriren. In der That
scheint ein Moment bei der synthetischen Geometrie bisher
stark vernachlissigt worden zu gein, niimlich die streng per-
spectivische Zeichnung der Gebilde, die doch wahrlich dem
ganzen Gegenstande so wesenhaft nahe steht, wie keine andere
Lehre. Wie viele Docenten der synthetischen Geometrie
mogen wohl im Stande sein, eine correcte perspectivische
Zeichnung anzufertigen ? Hs scheint, dass sogar Stewner selbst
sich nicht damit befasst hat, was insofern bedauerlich er-
scheint, als er ein Meister in genauem Planzeichnen war.
Unter der strengen Zucht der Gesetze perspectivischen Zeich-
nens kann man eher das Gegentheil der ersten These be-
haupten: es ist in der That unter der eben genannten Be-
dingung, die freilich ein eigenes tieferes Studium erfordert,
nicht sehwer, alle Lehren der synthetischen Geometrie des
Raumes durch Construction der entsprechenden Figuren zu
beleben. Ja es scheint, als konnten diese Lehren nur
auf diesem Wege aufs Katheder gebracht werden.
Zudem wird durch richtige rdumliche Darstellung in Figuren
weder dem Lehrer noch dem Schiiler auch nur das Geringste
an Anstrengung erspart. Der Vortrag aber dieses Gebietes
wird eben durch diese Methode allein erst erméglicht.
Freilich ist es ja oft sehr mithsam die Figuren herzustellen,
wer wird denn aber auch erwarten, dass sie an Binfachheit
denen in der Ebene gleichkommen? Der Docent muss sich
stets dieselben vorher zurechtmachen, ja zuweilen muss er sie
fertig mitbringen und ‘den Weg der Construction den Schiilern
anzeigen, weil sich ohne Vorversuche die passende Lage aller
Punkte und Linien auf der Zeichnung nicht gewinnen ldsst.
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In diesem Sinne wollen wir in unseren Anmerkungen zu den
drei Heften einige Lehrsitze mit perspectiviseh correcter
Zeichnung illustriren und hoffen dadurch Anregung zu wei-
terer Forderung der Sache zu geben.

Aber in noch anderem Sinne vermag das perspectivische
Zeichnen auch die Lehre der synthetischen Geometrie der
Ebene zu beleben und zu foérdern. Die Construction eines
ganzen, d. h. continuirlichen Kegelschnitts ist ja sehr
schwierig und ohne besondere Mechanismen nicht ausfihrbar.
Sehr oft aber wird ein beliebiger ganzer Kegelsehnitt als
gegeben vorausgesetzt. In solchen Fillen kommt man auf
Grund perspectivischer Zeichnung und Auffassung mit dem
gewdhnlichen Cirkel aus. Man braucht eben nur eine Kreis-
linie hinzuzeichnen und dieselbe, je nachdem in welche Ebene
des Raumes sie perspectivisch versetzt wird, als Hyperbel,
Parabel, Ellipse oder Kreis aufzufassen, wofiir die Zeichnung
selbst entscheidende Merkmale abgiebt.

Wir diirfen es uns nicht gestatten, in diesen Anmerkungen
die Grundlehren des perspectivischen Zeichnens ausfithrlich
vorzubringen. Wir wollen nur in Kiirze die Begriffe des
Fluchtpunktes einer Geraden und der Fluchtlinie einer Ebene
erliutern.  Hs soll dabei eine gewisse Erweiterung der ge-
wohnlichen Lehren im mathematischen Interesse — im Gegen-
satze zum #sthetischen — angedeutet werden. Wir wollen
nimlich auf unserer Bildfliche sowohl den Raum vor uns,
d. b. vor dem Beschauer, als den hinter uns abbilden, und
wollen an der Zeichnung erkenntlich werden lassen, wo ein
abgebildeter Punkt sich befindet. Dabei wird ein namhafter
Vortheil gegeniiber der gewohnlichen planen Zeichnung sich
geltend machen, sofern wir im Stande sind, die tiberaus wich-
tigen, unendlich fernen Punkte und die unendlich fernen
Linien, sowohl gerade als gekriimmte, auf unserer Bildfliche
darzustellen. Auf diese Weise wird schon in der ebenen
Geometrie »eine gesunde, kriftige Vorstellung« im Raume
geweckt.
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Einleitende Bemerkungen.

a) Begriff des Bildes: Die Lehre von der Perspective
hat die Aufgabe, riumliche Gestalten auf Flichen abzubilden,
die gekriimmt oder eben sein kénnen. Wir beschrinken uns
auf den Fall einer Abbildung auf einer Ebene. Dieselbe
heisse Bildebene; sie stehe vertical, d. h. scheitelrecht.
Mit dem Worte vertical wird eine Beziehung zur Person an-
gedeutet, die von den Punkten des Raumes Strahlen empfingt.
Unbeschadet der Allgemeinheit konnen Ausdriicke ge-
braucht werden, die eine Beziehung zur Gravitation verrathen.
Es wird dadurch nur die Ausdrucksweise vereinfacht. Vor der
Bildebene befinde sich das Auge in einem beliebigen Abstande
von der Bildebene. Das Auge werde stets mit O bezeichnet
und als Punkt gedacht; man denke sich nun von einem belie-
bigen Punkte C' des Raumes einen Strahl nach O gezogen, so
heisst ein solcher Strahl ein Projectionsstrahl des Punktes C.

Von allen Punkten des Raumes konnen nach O hin Pro-
jectionsstrahlen gezogen werden, sie bilden alle zusammen ein
Strahlenbiindel.

Ein einziger Strahl kann von O aus senkrecht auf die
Bildebene' gezogen werden, derselbe treffe dieselbe im Punkte 2,
dem sogenannten Hauptpunkte. Die Strecke OZFP heisst
die Hauptdistanz. Trifft ein von ¢ ausgehender Projections-
strahl ¢ O (Fig. 1, die wir als Bild im Bilde geben) die Bild-
fliche @bed in ¢, so heisst ¢ das Bild von ¢. Ebenso ist (¢
das Bild von (¢). Aus der unendlich grossen Bildebene
schneiden wir durch eine beliebige mathematische Linie ein
Stiick heraus, das wir im engeren Sinne stets das Bild nennen

wollen. Die gekriimmte oder ge-

/} knickte Linie @b cd (Fig. 1) heisse
x ‘ o der Rahmen. Ausserhalb des
.1~ | Rahmens liegt die iibrige Bild-

el 2o i fliche, unbegrenzt nach allen
z w  Richtungen. Die dreifach dimen-
e sionirte Welt wird durch Pro-

Fig. 1. jection auf das zweifach dimen-

sionirte Bild iibertragen; sie wird
indess so abgebildet, dass das Bild eine rdumliche Vorstellung
erweckt. Auch wenn der Rahmen nicht verzeichnet ist, s0
entspricht diesem Begriff doch die Begrenztheit einer jeden
Zeichnung.
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b) Projection der Umnendlichkeit. Die durch den
Punkt O, den Ort des Auges, gehenden Strahlen kdnnen ohne
Ende nach vorn und nach hinten verlingert gedacht werden.
In der realen Welt giebt es keine sichtbare Unendlichkeit.
Wo auch ein Punkt reell im Weltenraume sich befinden mag,
er hat stets eine endliche Entfernung von uns. Mathematisch
genommen giebt es nur einen Punkt in jeder Richtung, der
unendlich weit ist, weil er nur einer fingirten Position ange-
hért und eine Richtung anzeigt. Fiir praktische Zwecke mag
der Fixsternhimmel fiir unendlich weit gelten, derselbe lasst
sich abbilden und vermittelt uns die Vorstellung von der Un-
endlichkeit und von der Moglichkeit dieselbe abzubilden. Ein
jeder Stern sendet einen Projectionsstrahl aus und erhiilt sein
Bild auf der Fliche. Die Gesammtheit aller unendlich fernen
Punkte nennen wir auf dem Bilde kurz den »>Himmelc«.
Mit Benutzung der durch die Schwere gegebenen Ausdriicke
nennen wir ferner Ebenen und Linien, die senkrecht zur
Richtung der Schwere stehen, horizontal. Eine horizon-
tale Ebene kann durch das Auge hindurchgelegt werden;
dieselbe schneidet die Bildebene in einer horizontalen Linie,
die wir Horizont nennen. Vom Punkte O
im Raume konnen nach allen Punkten
des Horizontes Projectionsstrahlen unend-
lich weit nach vorn verlingert gedacht
werden. Die Horizontalebene, unendlich
erweitert, weist nach einer unendlich Fig. 2.
fernen Linie hin. Offenbar ist der Hori-
zont auch das Bild dieser unendlich fernen Punkte.
In diesem Sinne soll das Wort Horizont stets gebraucht
werden. Das Loth OP liegt in der Horizontebene. Mithin
liegt auch der Hauptpunkt P stets im Horizont.

Wenn Himmel und Horizont Benennungen fiir Punkte und
Stellen des Bildes sind, so entsprechen denselben im Raume
Punkte »der unendlichen Fernec.

Der Horizont theilt unseren Himmel in zwei Theile, die
wir Ober- und Unterhimmel nennen wollen. Der Horizont
kann iibrigens auch ausserhalb des Rahmens liegen, ebenso
wie der Hauptpunkt 7, denn der Rahmen ist ein beliebiger
Ausschnitt der unendlich grossen Bildebene. ~Gewdhnlich
findet man aber beide auf dem Bilde.

Das Bild im Rahmen bringt nur einen Theil der unend-
lichen Ferne zur Abbildung, denn dem Rahmen selbst ent-
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spricht ein Projectionsstrahlenkegel, der nach einer continuir-
lichen Punktenreihe im Unendlichen hinweist. Der von diesem
Strahlenkegel eingeschlossene Raum heisse das Gesichtsfeld.
Je kiirzer PO, um so grosser das Gesichtsfeld, um so eher
kann das Bild ausserhalb des Rahmens entbehrt werden.

Aber nicht nur der Himmel vor dem Beschauer wird
projicirt. Wir denken uns von jedem Punkte der unendlichen
Ferne hinter uns einen Projectionsstrahl durch O hindurch und
verldngern ihn nach vorne, bis. er das Bild trifft, und erhalten
so den Riickenhimmel auf ungerem Bilde, dessen Gesichtsfeld
genau eben so gross wie das des vorderen Raumes ist. Die
unendliche Ferne im Riicken wird auch durch die Horizontal-
ebene getheilt. Wir konnen sogleich auf den unteren Theil
der unendlichen Ferne, sowohl hinter als vor uns verzichten,
denn es bleibt auf dem Bilde der Himmel unter dem Hori-
zont als Bild der unendlichen oberen Ferne im Riicken,
die identisch ist mit der vorderen unteren Unendlichkeit. Im
Interesse der mathematischen wie der &sthetischen Verwendung
der perspectivischen Lehren ist die Projection des im Riicken
befindlichen Raumes von Bedeutung, im Gebiete der Kunst
allerdings nur das Bild der unendlichen Ferne, insbesondere
der Ort der Sonne, wenn sie hinter dem Beschauer ange-
nommen wird. In der mathematischen Verwendung ist
das vordere und das hintere Gesichtsfeld von vollig gleicher
Verwendung. Mathematisch genommen ist die unendliche
Ferne, vorne oben, und hinten unten, vollig identisch, ebenso
vorne unten, und hinten oben, weil ein Projectionsstrahl vorn
und hinten ein und denselben Punkt im Unendlichen zugleich
trifft, in Folge der fingirten Position fiir einen Strahl, der gar
kein Ende erreicht, aber durch seine Richtung nach einem
Punkte hinweist, dessen Bild vor uns steht.

¢) Projection von Horizontalebenen, das Terrain.
Denkt man sich eine Ebene im Raume, die durch das Auge O
geht, so schneidet dieselbe, wie erwihnt, die Bildfliche in
einer unendlich langen Linie. Alle von Punkten dieser Ebene
ausgehenden Projectionsstrahlen liegen in derselben Ebene.
Daher die Bilder aller dieser Punkte sich iiberdecken und
in die genannte Durchschnittslinie des Bildes fallen. Unter
allen Ebenen, die durch O hindurchgehen, ist eine einzige
senkrecht zur Richtung der Schwere; sie hiess Horizontebene
und schnitt das Bild in einer geraden Linie, die wir Horizont
nannten. Denkt man sich im Raume eine beliebige Ebene,
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die aber nicht durch O geht, so kann von jedem Punkte
derselben ein Projectionsstrahl nach O gehen, der einen Bild-
punkt auf der Bildfliche erzeugt. Jedem anderen Punkte
der gedachten Ebene entspricht ein anderer Bildpunkt. Kehren
wir zur Horizontalebene zuriick, die durch O hindurchgelegt
wurde, und senken diese Ebene in Gedanken. Dabei bleibe
sie sich selbst parallel, also stets senkrecht zur Richitung der
Schwere. Alle solche Ebenen heissen Horizontalebenen, wah-
rend nur eine derselben Horizontebene genannt wurde, die-
jenige nimlich, die durch O hindurchging.

Bei der allmihlichen Senkung halten wir plotzlich inne
und zwar auf derjenigen Stelle, wo die Ebene gerade unter
den Fiissen des Beschauers hinstreicht. Diese Ebene heisse
die Fussebene. Die Fiisse des Beschauers wollen wir aber
sogleich idealisiren, indem wir tiber die Linge des Beschauners
gar nichts aussagen; wir behalten den bequemen Namen
»Fussebene« bei, wie lang. auch der Beschauer sein, oder wie
hoch er iiber der Fussebene stehen mag.

Von jedem Punkte der Fussebene geht ein Projectionsstrahl
durech O und erzeugt einen Bildpunkt auf der Bildfliche.
Da unsere horizontale Ebene sich nur um eine endliche
Strecke unter die Horizontebene gesenkt hat, so werden die
aus der unendlichen Ferne herankommenden Strahlen das
Bild immer noch im Horizonte treffen, m. a, W.: Es muss
das Auge in O, um die unendlich fernen Punkte zu sehen,
den Blick parallel der betrachteten horizontalen Ebene hin-
schweifen lassen, mithin den Horizont treffen.

Das Bild aller Punkte der Fussebene heisse das »Terrainc.
Bildpunkte, die im Raume in der Fussebene liegen, sollen
dadurch erkannt werden, dass man sie stets mit eingeklam-
merten Buchstaben bezeichnet. Die Fussebene reicht vorne
bis in die Unendlichkeit, mithin reicht auch das Terrain
vorne nur bis zum Horizont. Zudem kann man noch das
Terrain innerhalb des Rahmens und ausserhalb desselben
unterscheiden. Am Rahmen, unten, verschwindet die Fuss-
ebene aus dem Gesichtsfelde. Ihre Projectionsstrahlen fallen
unterhalb des Rahmens, und je ndher der Punkt in der Fuss-
ebene sich den Fiissen des Beschauers nihert, um so weiter
entfernt sich der entsprechende Terrainpunkt nach unten, um
beim Fusse angelangt in der Unendlichkeit auf der Bild-
fliche zu verschwinden. Aber die Fussebene erstreckt sich
unter den Fiissen des Beschauers weiter nach hinten bis in
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die Unendlichkeit. ~Awuch dieser Theil der Fussebene soll
projicirt werden; das entsprechende Terrain liegt auf dem
Bilde offenbar iiber dem Horizonte, daher unterscheiden wir
auf dem Bilde zwei Terraintheile, das untere, welches bis
zum Horizonte reicht,
und das obere, welches
wir Rickenterrain
nennen. Entfernt sich
ein Punkt hinter dem
i Beschauer ins Unend-
—==1—  liche, so riickt der ent-
sprechende Terrainpunkst
auf dem Bilde von oben

i her hinunter bis zum
ig. 3. Horizonte, wie solches
Fig. 3 erldutert. Wie
man sieht, entspricht das Riickenterrain, iiber dem Horizonte,
allen Punkten der Fussebene hinter dem Beschauer. Die
Zeichnung stellt das Bild im Bilde dar. Zwei Punkte fallen
aus dem Rahmen 4B CD, und drei Punkte aus dem Rahmen
abed heraus.

d) Projection von Verticalebenen. Eine durch das .

Auge gelegte Verticalebene wird durch eine einzelne Linie
abgebildet, die senkrecht steht zum Horizonte. Wir nennen
sie die Stathme. Jede andere Verticalebene wird offenbar
Bildpunkte auf der ganzen Bildfliche geben, denn lassen wir
die Verticalebene weiter, etwa nach rechts riicken, so erhalten
wir von der vorderen Seite der Ebene stets Bildpunkte auf
der rechten Seite, inshesondere aber bleibt die Flucht un-
verdndert, es ist die Stathme. Die Theile der Ebene hinter
dem Riicken des Beschauers werden auf der linken Seite der
Bildfliche auftreten. Man erkennt leicht, dass Alles, was
vorhin iiber den Horizont und das Terrain gesagt worden ist,
sich auch auf die Stathme und ihre beiden Nachbargebiete
bezieht, nur um 90° ist die Richtung verdindert.

e) Darstellung von beliebigen Punkten, Geraden
und Ebenen. Einen Punkt im Raume pflegt man sonst
durch drei Coordinaten zu bestimmen. Dazu ist die Fest-
setzung zweier Richtungen noéthig und die Annahme eines
Anfangspunktes: der Coordinaten. Letzteres wird in der
perspectivischen Darstellung ersetzt durch Orientirung des
Beschauers vor der senkrechten Bildfliche, in welcher Terrain-
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punkte (mit eingeklammerten Buchstaben) eine Festlegung
jedes Punktes gestatten. Es sei irgendwo im Raume ein Punkt
gedacht, so kann von demselben eine Senkrechte auf die Fuss-
ebene herabgelassen werden.
Durch dieses Loth wund den : / i
Punkt O geht ein Stiick einer J’
|
|
|

verticalen Ebene, die die Bild-
fliche in einer verticalen Strecke el
schneidet. Wir wollen beliebige e
Punkte mit deutschen Buch- et : e
staben bezeichnen. Den Terrain- i s LJ
punkt nennen wir die Spur oder Fig. 4.
in der Fussebene den Fusspunkt
von @, und schreiben den Punkt @/(az). Man kann vier Lagen
der Punkte unterscheiden, s. Fig. 4:
1) vorne tiber dem Terrain: z. B. a/(a), d'/(d'),
2) vorne unter dem Terrain: z. B. b (b
3) hinten iiber dem Terrain: z. B. ¢/ (0)
) hinten unter dem Terrain: z. B. d/((Z
hieran schliessen wir 5) einen unendlich fernen Punkt iber
dem Horizont wie I/(I) und 6) einen unendlich fernen Punkt
unter dem Horizonte, wie II/(II).

Bei 3 und 4 gebrauchen wir den Ausdruck »hintenc, der
nicht dem Bilde, sondern der wirklichen Lage im Raume
entspricht, wodurch der Leser stets wieder daran erinnert
wird, dass das Terrain iiber dem Horizonte die hintere Seite
der Fussebene abbildet. Je weiter vorn oder hinten in der
Fussebene ein Punkt liegt, um so néher erscheint sein
Bild am Horizont. Ein unendlich weiter Punkt hat seinen
Fusspunkt unendlich fern in der Horizontebene, folglich liegt
die Terrainspur im Horizonte, z. B. I/I) -und II/(IT).
Eine Gerade kann durch zwei beliebige Punkte bestimmt
werden, wie @/(a) und b/(d), die Verbindung giebt die Pro-
jection der Geraden, d. h. ihr Bild. Die Verbindung der
Spuren giebt die Spur der Linie. So wird leicht der un-
endlich ferne Punkt der Spur im Horizont gefunden. Kin
Loth in diesem Punktfe trifft genau den Fluchtpunkt der
Geraden. In Figur5 war a/(a) und b/(b) gegeben, es wurde
die Flucht I/(I) und der Schnitt (c) gefunden. Es liegt der
vordere Theil der unendlich langen Linie rechts von der
Flucht I/(I), der hintere im Riicken des Beschauers gelegene
Theil ungerer Geraden ist links von I/(I) abgebildet, wie man

Ostwald's Klagsiker. 82. 8




114 Anmerkungen.
leicht daran erkennt, dass die Spur (f) sich iiber den Hori-
zont erhebt. Bei (¢) wird die Fussebene durchbohrt und die
Fortsetzung der Linie z. B. d/(d) liegt unter der Fussebene,
wie solches stets leicht zu erkennen ist an der Stellung der
Spuren. RBine belichige Gerade kann insbesondere durch
Fluchtpunkt und Terrainschnitt gegeben werden. (ILu. ¢ Fig. 5 )
Bine Ebene wird durch drei Punkte bestimmt, wie a/(«),
b/(b), ¢/(c) in Fig.’6). Zu jeder der drei Seiten construire

i

S
b NI
/\\@/-’

Fig. 5. Fig. 6.

man die Fluchtpunkte, so werden die entsprechenden drei
Verticalebenen dieser drei Seiten sichtbar. Offenbar miissen
jetzt die drei Fluchtpunkte A, B, C in ein und derselben
Geraden liegen, namlich in der Fluchtlinie der Ebene (Lehr-

* satz II1 8. 69). Diese Fluchtlinie schneidet den Horizont im

Punkte (I). Durch diesen muss der Terrainschnitt unserer Ebene
hindurchgehen. Die drei Durchschnitte der Terrainlinien (4),
(B), (€) liegen auch in einer Geraden, die (nach demselben
Lehrsatze) der Terrainschnitt unserer Ebene ist. Kine un-
vermeidliche und niitzliche Uebung besteht in der Annahme
verschiedener Fille fiir die drei Punkte und Construction der
BEbenen in Flucht und Terrainschnitt; im Specialfall, Wwo
unendlich ferne Punkte gegeben sind, ist die Construction die
einfachste.

Allg einander parallelen Linien haben ein und denselben
Fluchtpunkt. Ebenso haben alle einander parallelen Ebenen
ein und dieselbe Fluchtlinie, denn allen einander parallelen
Linjen ist ein und derselbe Strahl durch O parallel. Wo
dieser die Bildebene durchbohrt, da liegt der Fluchtpunkt
aller jemer Geraden. Ebenso ist allen einander parallelen
Ebenen eine und dieselbe durch O gelegte Ebene parallel,
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und wo diese die Bildebene durchbohrt, da liegt die Flucht-
linie der Ebenen. Daher sind Parallelconstructionen perspec-
tivisch die einfachsten. Jede Strecke von endlicher Linge
erscheint in der Unendlichkeit als in einen Punkt zusammen-
geschrumpft (Fig. 3). Umgekehrt konnen endliche Strecken
im Bilde unendlich lang erscheinen. So z. B. wenn eine
Strecke im Raume die Ebene des Beschauers durchdringt.
Figur 3 gestattet eine Uebersicht iiber die verschiedenen Fille.

Es wird nun leicht sein zu zeigen, dass man von einer
dreiseitigen Pyramide die in der Unendlichkeit entstehende
Figur auf der Bildfliche zeichnen kann. Sie besteht aus den
drei Fluchtlinien der Seiten der Pyramide und die Ecken
dieses unendlich fernen Dreiseits sind zugleich die Fluchtpunkte
der drei Kanten der Pyramide.

Gerade Linien in Ebenen, deren Fluchtlinie und Terrain-
schnitte gegeben sind, haben stets ihre Fluchten in irgend
einem Punkte der Fluchtlinie, und ebenso ihren Terrainschnitt
in jenen der Ebenen.

Ein Ebenenbiischel wird ab-
gebildet durch seine Axe 9 (2),
und beliebige Ebenen, deren
Fluchtlinien einen Strahlbiischel
in 9, und deren Terrainschnitte
einen Strahlbtischel in () bilden.
Beide Biischel schneiden sich
mit entsprechenden Strahlen im
Horizonte. Der Horizont er- Fig. 7.
scheint somit als perspectivi-
scher Durchschnitt der beiden Biischel (Fig. 7). Alle Special-
fille sind leicht zu verzeichnen und werden hier iibergangen.

1) Zu 8. 69. Diese wichtigen Sitze erhalten eine rium-
liche Deutung in der Lehre vom perspectivischen Zeichnen
und man begegnet denselben bei Jjeder Construction, wie
spiter erhellen wird.

2) Zu §.81. Im Text steht irrthimlich die Anzahl 576
statt 144, ein Versehen Stedner’s, welches in seinen gesam-
melten Werken zurechtgestellt worden ist. Der Abschnitt in
der Anmerkung (S. 82) von »Ausserdem« his zur Formel am
Schluss des Absatzes ist dort vom Herausgeber hinzugefiigt.

8%
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Ferner ist dem entsprechend in dem letzten Satze derselben An-
merkung statt » iberall (n — 1) gesetat, endlich ist die letzte
Formel der Anmerkung berichtigt. Hiermit stimmt iibrigens
die Angabe der Auflosungen auf Seite 65 oben, wo die Anzahl
derselben ganz richtig berechnet ist.

3) Zu S. 84 s. Fig. 8. 8o einfach die Construction aus-
fallt, so lehrreich ist sie. Gegeben sei die Axe U (A) und

Fig. 8.

die Gerade A (A). Man zeichne beliebige Ebenen des Biischels
und bestimme die Durchschnitte mit der Geraden 4. Zu dem
Zwecke lege man die Verticalebene durch A(A) in Verticalflucht
und Terrainschnitt, bestimme den Durchschnitt derselben mit
der gewihlten Ebene urd findet B. Alle Projectiongstrahlen
werden nun durch B hindurchstreichen. Das Ebenenbiischel
erzeugt in der Verticalebene von A (A) ein Strahlbiischel mit
dem Centrum in B und letzteres schneidet A (4) in den ge-
suchten Punkten. Man findet™sie, indem man den Durchschnitts-
punkt irgend einer Fluchtlinie und der Verticalfluecht mit dem
Durchsehnitt der Terrainschnitte und des Terrainschnittes der
Geraden A (A) verbindet. Der Punkt B liegt offenbar in der
Axe und zugleich in der Verticalebene von A (4). Um B zu




Anmerkungen. 117

erhalten, braucht man eben nur im Schnittpunkt der Terrain-
schnitte ein Loth zu errichten. Wo dasselbe die Axe () trifft,
da liegt B. Auch fiir die unzuginglichen Horizontpunkte ist dw
Oons’muctlon moglich, denn es erscheint Biischel 9 mit Biischel
(‘)[) perspectivisch im Horizont, % und B in der Verticalen durch
A, (%) und B im Terrainschnitt von .A(.A4). Die der Geraden A (A)
parallele Ebene ist (). Wo liegt der Terrainschnitt derselben ?
Sie ist in der Figur fortgelassen. Der Horizontpunkt ist rechts
nicht zug'a:nglich, doch ist der Schnitt leicht zu construiren.
4) Zu . 85 s. Fig. 9. Die drei unterschiedenen Fille
sind leicht zu construiren. Der erste Fall giebt eine Figur,

Fig. 9.

dhnlich der vorigen. Man nehme nur eine beliebige Ebene
durch A4 (A) an, statt der dort verzeichmeten Verticalebene.
Im Falle 2 muss die Fluchtlinie derselben durch 9 hindurch-
gehen. Nur im Falle 3 ist eine eingehende Beriicksichtigung
erforderlich: Es sei H der Hauptpunkt, man stelle swh das
Auge O in einer Entfernung = H R iiber H im Raume vor.
Durch O im Raume denke man sich eine Ebene senkrecht
zur Richtung O, so wird diese die Bildfliche in einer Ge-
raden schneiden. Denkt man sich % OZ7 als starres Dreieck,
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so lisst sich dasselbe auf die Bildfliche niederklappen. Dabei
falle O auf R. Ein Loth in R trifft die Gerade A4 H im
Punkte Z. FEin Loth in Z ist die Flucht aller Ebenen, die
senkrecht stehen auf der Axe 9 (UA). Alle diese Ebenen haben
verschiedene Terrainschnitte, die im Horizontpunkte ) ein
Strahlbiischel bilden. Wir wahlen eine beliebige Ebene aus,
deren Terrainschnitt f)y (B) sei. Diese Ebene schneidet die
Axe in B, dem gesuchten Biischelcentrum, in dem sich alle
Projectionsstrahlen schneiden. Ebenen «, £, 7, 0 entsprechen
Strahlen a, b, ¢, d. Die interessanten Strahlen % und p
wurden in die Zeichnung aufgenommen. Die Flichenwinkel
in 9 () sind jetzt im Raume gleich den Biischelwinkeln in B.
In der Zeichnung erscheinen 9 und B perspectivisch in der
Flucht L%, (%) und B im Terrainschnitt (B) §, A und ()
im Horizont. Darum miissen die Punkte A, (A) und B in
einer Geraden liegen und die drei perspectivischen Durch-
schnitte § A, h B und § L schneiden sich im Horizont. Jetzt
ist es leicht, beliebig viele entsprechende Strahlen zu construiren.

5) Zu S. 86. Die Axe U () liegt ganz im Unendlichen,
daher der Punkt () in den Horizont geriickt ist. In ihm
bilden die Terrainschnitte einen Strahlbiischel. Die schneidende
Ebene trifft die Axe im Unendlichen, daher sind die Strahlen
des Biischels alle einander parallel.

6) Zu S. 87. Eine jede der Figuren kann hier benutzt
werden, so in der letzten Biischel B in seiner Ebene und
die Gerade §) B in der Ebene A ().

7) Zu S. §8. Die Zeichnung der Sitze I bis X in be-
liebiger Lage ist sehr zn empfehlen. Die Zuginglichkeit der
unendlich fernen Punkte macht die Construction besonders
einfach und dankbar, nur der Satz X ist mithsam zu illustriren,
(s. folg. Anm.).

8) Zu S. 93 links, s. Fig. 10. Die im Lehrsatz be-
schriehene Construction ist ausgefithrt worden, aber die Haupt-
ziige derselben wurden fortgelassen. Die Ebene Bdd, d, ist
die vierte harmonische Ebene zu Bb, B¢ und Ba und ist
der Ebene Bo zugeordnet. Man bemerke noch, dass der
Fusspunkt () der Pyramide nicht in die Construction ein-
greift, mithin die Zeichnung noch unendlich mannigfach ge-
deutet werden kann. Die Spitze b kann selbst im Riicken
des Beschauers liegen, sobald der Fusspunkt (5) iiber dem
Horizonte liegt. Wird (b) versetzt, so #ndern sich stets die
drei Fluchtpunkte der drei Kanten. Im Specialfall, wo (b)
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im Horizonte selbst liegt, vereinigen sich die drei Flucht-
punkte in 6, die Pyramide ist alsdann ein Prisma mit drei

x

Fig. 10.

parallelen Kanten. In unserer Zeichnung liegen die Pro-
Jectionspunkte B und B, vorn, B, im Riickenterrain.

9) Zu S. 93 rechts, s. Fig. 11. Der Punkt d ist durch
gewohnliche Construction leicht zu finden, sehr miihsam nach
unserem Lehrsatz. Eine erweiterte Auffassung bringt die
perspectivische Zeichnung schon deshalb, weil die beiden
Pyramiden bis zur Unendlichkeit fortgesetzt werden miissen.
Die Fluchtlinien je dreier Pyramidenfliichen bilden zwei Drei-
ecke A,, 4,, 4, und C;, C,, C,, am Himmel, deren Seiten
in den Projectionspunkten B,, B,, B, sich schneiden. Letz-
tere sind zur Vereinfachung im Horizonte angenommen. In
denselben Punkten treffen die Seiten der Basis (@), e (e,
die zugleich (y), (y,), (7,) heissen, ein. Durch Aufsuchung
der Schnittpunkte der Fluchten in 0, I, II, und der Terrain-
schnitte in (0), (I), (II), findet man in den drei Verbindungs-
linien entsprechende Schnittpunkte (die in der Figur nicht
ausgezogen sind), den Schnittpunkt d, der zu b und den
beiden Spitzen a und ¢ der vierte harmonische
Punkt ist. Zufillig fallt & ins Terrain ausserhalb der
Zeichnung. Um die ebene Construetion auszufithren, ver-
binde man (a) mit ¢, und (¢) mit @ und errichte im Schnitt-
punkte eine Verticale; diese schneidet die Verbindungsgerade
der Spitzen in demselben Punkte, der oben gefunden wurde.
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; man kann
von den Himmelsdreiecken ausgehen, deren Seiten sich im

Es empfiehlt sich, die Annahmen umzukehren
Horizont schneiden lassen u. s. w.

Sie verlangen

10) Zu §. 96. Beide Fille sind interessant.
die Kenntniss der einfachsten projectivischen Winkel- und

Streckenmessung.
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11) Zu 8. 97. Siehe das folgende Heft der Klassiker.

12) Zu §.97. Die perspectivische Construction verlangt
hier ebenfalls die Kenntniss der elementaren Winkelmessung.

18) Zu S. 99 II lLinks, s. Fig. 12, in welcher Alles aus-
gefilhrt ist, was der Satz enthilt. Die Zeichnung ist der
Fig. 27 nachgebildet, doch erhilt der auf S. 69 bewiesene
Lehrsatz jetzt rdumliche Deutung. Es soll die Gerade B B, B,
den Horizont vorstellen, das Dreieck aa,a, soll im Terrain
liegend gedacht werden. Die drei Geraden 4 A4, A, schneiden
sich im Punkte [, den wir als Spitze einer Pyramide an-

sehen; ihr Fusspunkt sei (/). Zu den drei Kanten con-
struiren wir ihre Fluchtpunkte, indem wir aus den Durch-
schnittspunkten der Verbindungsgeraden a ) mit dem Horizont
Lothe errichten. Da, wo diese die Geraden A treffen, ver-
zeichnen wir die Buchstaben A4 A, A,; es sind das offenbar
die Fluchtpunkte der drei Geraden. Da die drei Geraden
A.A A4, projectivisch und je zwei perspectivisch sein sollen
und die drei B ihre Projectionspunkte sind, da ferner die
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drei B im Horizonte liegen, so werden die entsprechenden
Projectionsstrahlen stets in horizontalen Ebenen liegen. In
der That erkennt man auch die Geraden Bb,, B,b,, B0,
als horizontal, weil ihre Fluchtpunkte im Horizonte liegen.
Das Dreieck 4.4, 4, liegt unendlich weit, weil alle drei Punkte
als Fluchtpunkte unendlich weit liegen. Der Theil der Py-
ramide, der iiber dem Dreieck 4.4, 4, sich erhebt, bildet
denjenigen Theil im Raume ab, der im Riicken des Beschauers
liegt. In der That sind die Fusspunkte aller dieser Stellen
iiber dem Horizonte. Die Punkte db,d, endlich sind durch
diejenigen Projectionsstrahlen entstanden, die in einer durch
das Auge gehenden Ebene liegen. Die wahre Lage von
0D, D, im Raume ist leicht angebbar mit Hiilfe der Lothe,
die von denselben aus bis zum Terrain gezogen werden kénnen.
Diese- Fusspunkte bilden ein Dreieck (nicht verzeichnet) auf
dem Terrain, aus dem zu erkennen ist, dass die drei d keines- B
wegs in einer geraden Linie liegen. Der Lehrsatz § 21, I
(S. 68) findet bei perspectivischen Constructionen sehr hiufig
Anwendung, und-wie man sieht der Art, dass in der Zeichnung,
als Ebene gefasst, die einfachste unmittelbarste Deutung Geltung
hat. Die riumliche Auffassung verleiht dem Lehrsatze eine
neue Art Evidenz und zugleich eine neue unendliche Mannig-
faltigkeit. Es kann z. B. der Punkt (D) anders angenommen |
werden, und zwar in jedem Punkte der Lothlinie D(D). !
Damit zugleich é#ndert sich die Lage der drei Geraden f
Aa, 4,0, 4;a,, und die Fluchtpunkte 4 &ndern ihren Ort,
jedoch stets so, dass die perspectivische Beziehung gewahrt
bleibt. — Wo liegt (1)), wenn die drei Geraden im Raume
einander parallel sein sollen? Was wird aus den Fluchtpunkten
A? Offenbar riickt (D) hinauf bis zum Horizont, die Flucht-
punkte schrumpfen in die Spitze /) zusammen, die jetzt un-
endlich weit liegt, — die Pyramide ist Prisma geworden.
14) Zw S. 99 II rechis, s. Fig. 13. Die Zeichnung zu diesem
Satz fallt sehr viel complicirter aus, als beim Parallelsatz links,
weil Ebenen behandelt werden. Wir wollen die Construction
ausfithren. Dazu nehmen wir willktirlich eine Ebene an, die |
durch Fluchtlinie £ E und durch den Terrainschnitt 7'7" ge- \
geben sei. Ferner wihlen wir willkiirlich drei Gerade in ‘
dieser Ebene als Axen dreier Ebenenbiischel und bezeichnen l
|

dieselben mit A(A4), 4,(4,), 4,(4,), zugleich verzeichnen wir
die durch diese Gerade hindurchgelegten Verticalebenen, indem
wir Lothe aus den drei Fluchtpunkten errichten bis zum
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Schnitt im Horizont, und von diesen letzteren aus ziehen wir
die Terrainspuren der Verticalebenen. Da die Ebenen ¢, ¢,, &,
auf einander fallen sollen, kénnen wir nur noch die Ebenen

&, oy, a, und @, B,, @, willkirlich annehmen; diese sechs
Ebenen verzeichnen wir durch ihre Fluchtlinien und Terrain-
Spuren. Je zwei Ebenenbiischel sind mit einander perspectivisch
I einem Strahlbiischel. Die Centren der letzteren liegen

5.

1

Tig.
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offenbar in den Durchschnittspunkten je zweier Axen, in B, B,
B,. Ferner construiren wir die Durchschnitte der entsprechen-
den Ebenen, indem erst die Durchschnitte je zweier entsprechen-
der Fluchtlinien sowie die Durchschnitte der gleichbenannten
Terrainspuren durch Gerade verbunden werden. In dieser
Weise ergeben sich die sechs Projectionsstrahlen @, b, «,, b,,
@y, b,. Die drei Strahlen e, @,, @,, werden sich in einem
Punkte schneiden miissen, desgleichen die drei &, b,, b,.
Alsdann ist die Gerade aly der gesuchte perspectivische Durch-
schnitt der drei Strahlbiischel. Es eriibrigt noch ihre Lage
im Raume zu bestimmen. Dazu benutze man die bereits be-
kannte Lage irgend eines Projectionsstrahles, z. B. von ¢,
dessen Terrainspur leicht ermittelt wird. Der Durchsehnitt
F, von o, und «, liegt ndmlich unendlich weit, daher trifft
das (nicht verzeichmete) Loth auf den Horizont in diesem
einen Punkt des Terrains. Man braucht alsdann nur noch
(B) mit diesem Punkte zu verbinden, um sofort die Terrain-
spur von ab zu erhalten. Wenn man nur noch das Loth
von 1 gegen den Horizont construirt und verlingert, so hat
man den Fusspunkt (a) von . Ebenso findet man den Terrain-
punkt von b, der mit (b) bezeichnet wurde. (a) und (b) ver-
bunden geben den Schnittpunkt I mit dem Horizonte, iiber
welchem das entsprechende Lioth die Gerade a im Punkte Fy
schneidet. Dadurch ist die Lage der Geraden ab vollig
festgelegt. Sie durchschneidet in unserer Zeichnung das
Terrain iiber dem Horizonte, mithin liegt die Strecke rechts
von Fy im Riicken des Beschauers, wihrend das Bild der
Geraden vor dem Beschauer links von Fy zu ersehen ist. Die
Gerade steigt also links zum Fluchtpunkte Fy empor, denn
b () ist von endlicher, dagegen Fy I von unendlicher Linge
im Raume, wie auch erhellt, wenn man die Lothlinien vei-
folgt. Dieselben sind im Raume alle von endlicher Linge,
wihrend die Lothlinie vom Horizont nach Fy unendlich lang
ist. Es bleibt noch zu bestimmen iibrig, wo die Gerade %
in welcher alle drei Biischel perspectivisch sind, die Eben¢ |
ET trifft. Dazu lege man eine Verticalebene durch die
Gerade 99 und bestimme den Schnitt mit der Ebene ET.
Dieser Durchschnitt trifft unsere Gerade im Punkte e. (Die
Constructionslinien haben wir fortgelassen aus der Zieichnung).
Zur Uebung empfiehlt es sich sehr, die ganze Zeichnung in
umgekehrter Folge auszufiihren, d. h. man nehme zuerst eine
Gerade () an, verzeichne ihre Verticalebene, dann wihle
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man drei beliebige Punkte B, B,, B,, definire dieselben
durch ihre Fusslothe (B), (B,), (B,), verbinde darauf sowohl
die drei B, als auch ihre Fusspunkte mit einander. Die letz-
teren treffen den Horizont, und in diesen Punkten errichte
man Lothe, die den Verbindungsgeraden begegnen. So hat
man die Punkte 4, 4,, A4, gefunden. Die Verbindung der-
selben giebt die Gerade &, die wiederum den Horizont trifft.
Der Terrainschnitt 7' ist jetzt sofort gefunden, da die Geraden
durch B, B,, B, und die Geraden durch (B), (B,), (B,),
sich im gesuchten Terrainschnitt schmneiden. Jetzt kann man
die Punkte a und b beliebig wihlen in der Geraden AU und
erhélt sogleich die sechs Projectionsstrablen @, 8, @,, 0,, @,, 0,.
Die Lage dieser letzteren im Raume ist bereits vollig definirt,
mithin ist es leicht, die Ebenen zu bestimmen, in denen sie
liegen, d. h. «, «,, @,, B, B,, B,- Man verbinde z. B. (B,)
nit (b) [in der Figur fortgelassen], errichte auf dem Schnitt-
punkte im Horizonte ein Loth, welches den Projectionsstrahl
b, in B, treffe, und dieser Punkt bestimmt mit 4 und A,
sofort die Fluchtlinie 8 und B,, wodurch auch die Terrain-
spur der gesuchten Ebene erhalten wird. Ebenso verfahre
man mit den anderen Projectionsstrahlen. - Die drei Strahl-
biischel B, B,, B, liegen in drei Ebenen, die sich in 9((2()
schneiden. Dieselben konnen gezeichnet werden. Ihre drei
Fluchten miissen sich in Fy schneiden, ihre drei Terrainschnitte
gleichfally im Punkte (9().

15) Zu S. 99 III links, s. Fig. 14. Um die Figur zu
vereinfachen, wurde wie frither die Gerade BB, B, in die
Unendlichkeit versetzt und als Horizont angenommen. Das in
dieser Geraden als Axe entstehende Ebenenbiischel besteht
also aus lauter parallelen Ebenen. Die vierte Gerade ist
durch a, gezogen. Der Punkt q, ist willkirlich angenommen,
desgleichen der Projectionspunkt B, der Geraden A und A,.
Nun ist das System fixirt, denn von B, aus iiber & findet
man b,; a, @, und b, b, schneiden sich in B,, @, @, und 4,5,
In B.. Die Terrainspuren der B zeigen, dass die Ebene der
B unter dem Terrain liegt; man tiberzeugt sich leicht davon,
d?.ss alle sechs B in einer Ebene liegen und je drei in
élner Geraden. Auch diese Zeichnung wird nur wenig com-
Dlicirter, wenn die Gerade B B, B, eine beliebige Richtung
erhilt und im Endlichen liegt. Man drehe das Blatt um einen
Winkel, nehme einen neuen Horizont an, behalte die ganze
Leichnung bei, bis auf die Fusslothe, construire dieselben von




126 Anmerkungen.

Neuem. Die a-Punkte konnen bleiben, nur a, erhilt ein
beliebig langes neues Fussloth und ein neues (D) wird irgend-
wo in der durch D streichenden Lothlinie angenommen.

Fig. 14.

16) Zu 8. 99 III rechts. Die Construction wird dusserst
verwickelt, aber sie ist durchfiihrbar, wenn man die charakte-
ristischen Punkte und Linien des Satzes II rechts als fertig
ansieht und nun die vierte Linie hinzufiigt.
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